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ロバストなSA-AMG法に向けた
ニアカーネルベクトル抽出手法に関する研究

野村 直也1 中島 研吾1 藤井 昭宏2

概要：大規模連立一次方程式 Ax = b に対する高速かつスケーラブルな解法として SA-AMG 法がある．

SA-AMG法は与えられた問題行列から，階層的に粗い問題と階層移動に必要な補間演算子を再帰的に生成

し，それらを用いて問題を解く．これにより，様々な波長の誤差成分を効率よく減衰させ，高速で安定な

収束やスケーラビリティを実現している．ここで，補間演算子生成に問題に応じたニアカーネルベクトル

（行列 Aとの行列ベクトル積の結果が 0ベクトルに近くなるようなベクトル，0固有値に近い固有ベクト

ルに対応）を用いることで，収束性をさらに高められることが知られている．ニアカーネルベクトルの設

定に関しては，αSA法を含めいくつかの関連研究が存在する．著者等は，粗いレベルでニアカーネルベク

トルを複数本抽出し，それらを用い追加的に設定本数を増やす手法の提案を行ってきた．この手法を用い

ることで，スケーラブルな収束性を実現し，実行時間の改善がみられることもわかった．本発表では，ニ

アカーネルベクトルのより効率的な抽出手法の検討，および様々な問題に対して手法を用いた際の結果を

報告する．本発表では抽出のさらなる効率化のため，固有値計算法を用いた粗レベル補間近似ニアカーネ

ルベクトル抽出法を提案した．この手法では，行列サイズが小さい粗いレベルの係数行列に対して固有値

解析を実施する．これにより，0 固有値に近い固有ベクトル，つまりニアカーネルベクトルを低コストで

抽出できると考えられる．本発表では，本手法を Texas A&M大学の SuiteSparse Matrix Collectionより

取得した問題に対して適用し，様々な問題に対する有用性の検証を行った．この手法により，従来手法と

比べ抽出時間を抑えつつ，従来手法と同等の高い収束性を実現できることがわかった．

キーワード：Multigrid法，SA-AMG法，ニアカーネルベクトル抽出手法

1. はじめに

コンピュータによるシミュレーションに基づく計算科学

は，有限要素法，差分法のような手法が広く用いられる．

これらの手法では，最終的に連立一次方程式 Ax = bを解

くことに帰着される．近年では，より複雑な問題を正確に

シミュレートすることが求められており，それにより問題

の大規模化が進んでいる．そのため，大規模連立一次方程

式を高速かつ安定に解く手法の開発は急務となっている．

そこで，大規模連立一次方程式を高速に解く手法として

Multigrid法が使用されている．Multigrid法は階層的に粗

い問題を生成することで，様々な波長の誤差成分を効率よ

く減衰させ，高速で安定な収束やスケーラビリティを実現

している．Multigrid法は大きく分けて，幾何的Multigrid

（GMG）法と代数的 Multigrid（AMG）法 [1], [2]の 2つ
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に分類される．本研究ではその中で，AMG法を対象とす

る．AMG法の中でも階層行列の生成方法により，さらに

様々な派生解法が存在する [3]．本研究ではその中で特に，

Smoothed Aggregationに基づく AMG（SA-AMG）法と

呼ばれる手法を対象とした [4], [5]．この手法は多くの問題

に対して有用であることが知られており，広く用いられて

いる解法となっている．

SA-AMG法は，収束しにくい誤差成分を粗いレベルで

効率よく減衰させることで，高い収束性を実現している．

ここで，収束しにくい成分とは，一般にニアカーネルベク

トルと呼ばれ，問題行列 Aとの行列ベクトル積が 0に近

くなるような非ゼロベクトルをいう．Gauss-Seidel法のよ

うな通常の定常反復解法で解いた際，この成分が収束の停

滞を引き起こす要因となることが知られている．SA-AMG

法では，階層行列の生成においてニアカーネルベクトルを

用いて粗いレベルの行列を生成することで，粗いレベルの

行列に誤差成分が射影され，誤差成分の効率よい減衰を実

現している．その結果，残差を効率よく収束させることが
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できる．

本研究では科学技術計算において広く用いられている，

3次元弾性体の問題を用いて実験を行っている．この問題

では平行移動成分と回転成分がニアカーネルベクトルとし

て知られている．著者らによる先行研究により，SA-AMG

法においてこれらのニアカーネルベクトルを設定すること

により，反復回数と実行時間双方で改善がみられることが

わかっている．しかし，これは問題設定に依存したもので

あり，すべてのユーザーが対象とする問題の物理的性質に

基づいた，適切なニアカーネルベクトルの設定を行うこと

ができるとは限らない．SA-AMG法の高い収束性をより

多くの問題に対して生かすために，係数行列 Aから適切な

数のニアカーネルベクトルを，代数的に効率よく抽出する

手法の開発が急務である．

そこで著者等は，問題行列に応じた適切なニアカーネル

ベクトルの設定方法と，その効果についての研究を行ってき

た．著者等の現在までの研究では，問題行列からニアカー

ネルベクトルを複数本抽出する手法の提案，および有用性

の検証を行った．そして，その手法で抽出したニアカーネ

ルベクトルを SA-AMG法に適切な本数設定することで，

平行移動成分と回転成分を設定した場合よりも，反復回数

と実行時間双方で改善がみられることがわかった [6], [7]．

本研究では抽出のさらなる効率化のため，粗いレベルで

固有値解法を用い補間を行うことでニアカーネルベクト

ルを抽出する手法を用い，抽出されたニアカーネルベクト

ルを用いることによる反復回数や実行時間，および抽出時

間への影響の分析を行った．その後，本手法に対し Texas

A&M大学の SuiteSparse Matrix Collectionより取得した

問題に対して適用し，様々な問題に対する有用性の検証を

行った．その後本稿では付録として，抽出したベクトルが

適切にニアカーネルベクトルを表現できているかの，検証

実験を行った結果を示す．

2. Multigrid法

2.1 Multigrid法の概要

有限要素法のような格子を用いて離散化した問題に対し

定常反復解法を適用すると，メッシュサイズと同じサイズ

の誤差が早く減衰し（空間的高周波成分），長い波長の誤

差は減衰しにくい（空間的低周波成分）ことが知られてい

る [8]．そこでMultigrid法ではこの性質に着目し，粗い格

子を階層的に生成しそれらを用いることで，低周波成分を

効率よく減衰させ，高速で安定な収束やスケーラビリティ

を実現している．Multigrid法の大きな特徴として、収束

性が問題サイズによらないスケーラブル性があり，大規模

問題に対して非常に有効な解法となっている．Multigrid

法は粗い格子の生成方法により，さらに GMG法と AMG

法が存在する．GMG法は粗い格子の生成に空間離散化の

情報が必要となる．一方，AMG法は係数行列 Aのみでよ

𝐴1𝑥1 = 𝑏1

𝐴3𝑥 3 = 𝑏3

𝐴2𝑥2 = 𝑏2

𝐴1𝑥1 = 𝑏1

: 緩和法

𝑟1 ← 𝑏1 − 𝐴1𝑥1
𝑏2 ← 𝑅2𝑟1

Level 1

(元の問題行列)

Level 3

(最も粗い問題行列)

Level 2

𝑟2 ← 𝑏2 − 𝐴2𝑥2
𝑏3 ← 𝑅3𝑟2

𝑥1 ← 𝑥1 + 𝑃2𝑥2

: 階層移動

𝑥2 ← 𝑥2 + 𝑃3𝑥3

R: Restriction行列

P: Prolongation行列

細かい
レベル

粗い
レベル

𝐴2𝑥2 = 𝑏2

図 1 求解部の概要（V-cycle）

く，不規則メッシュ状の問題やメッシュそのものが存在し

ない問題まで適用できるため，一般に AMG法のほうが対

象とする問題の適用可能範囲が広く，よく用いられている．

2.2 Multigrid法のアルゴリズム

本節では，Multigrid法のアルゴリズムを示す．Multigrid

法は階層行列を生成する構築部（Setup part）と，それら

を用いて問題を解く求解部（Solution part）に分かれてい

る．以下より，それぞれについての説明を行う．

2.2.1 構築部

構築部では細かいレベルの問題行列を基に，未知数間の

グラフ構造を作り，次のレベルに残す未知数を選択する．

そして，粗いレベルの問題行列や，階層移動の際に必要と

なる補間演算子 Prolongation（P）行列と Restriction（R）

行列を生成する．これを再帰的に行うことで，階層的に行

列を生成する．1レベル目は与えられた問題行列が置かれ，

階層が下がるにつれて問題行列より小規模な行列を生成す

る．階層数は問題サイズによって可変となる．

2.2.2 求解部

Algorithm 1にMultigrid法の求解部の計算方法のひと

つである V-cycleについての概要を示す．xl のように添え

字に lがついているものは，レベル lにおけるベクトルや行

列を意味している．階層移動（Coarse grid correctionの箇

所）では，構築部で作成された補間演算子の Prolongation

行列と Restriction行列を使う．階層を下りる際には，現

階層の残差を計算し，横長の Restriction行列と行列ベク

トル積を行うことで短いベクトルを生成し，ひとつ下の

階層で利用する．階層を上る際は，現階層の解と縦長の

Prolongation行列との行列ベクトル積を行うことで長いベ

クトルを生成し，ひとつ上の階層の補正解として利用す

る．Multigrid法を解法として用いる際には，Algorithm 1

の計算手順をマルチグリッド法の 1反復とし，これを期待

する精度の近似解が得られるまで繰り返す．図 1に，以上

のMultigrid法における V-cycleの流れをまとめたものを

図示する．この図のように，複数の階層を行き来する様子

が V字を連想させるため，V-cycleと呼ばれている．

2.3 代数的多重格子（Algebraic Multigrid，AMG）法

AMG法は上記でも述べた通り，係数行列 Aの情報のみ
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Algorithm 1 Multigrid法（V-cycle）
Pre-smoothing: x̃l ← Sl(xl, bl)

Coarse grid correction:

rl ← bl −Al x̃l

bl+1 ← Rl rl

if l + 1 = L then

AL xL = bL を直接法（例；LU分解）で解く．

else

l+1において xl+1 = 0としPre-smoothingから計算．

end if

xl ← xl +Pl xl+1

Post-smoothing: xl ← Sl(xl, bl)

S(x, b): Ax = bに対するスムーザの適用

l = 1, 2, ..., L: レベル

Level 3

(最も粗い問題行列)

Level 2

R:Restriction行列

P:Prolongation行列

細かい

粗い

Level 1

(元の問題行列)

𝐴1

𝑃2 , 𝑅2 = 𝑃2
𝑡

𝐴2 = 𝑅2𝐴1𝑃2

𝑃3 , 𝑅3 = 𝑃3
𝑡

𝐴3 = 𝑅3𝐴2𝑃3

Level 1

Level 2

Level 3

図 2 構築部の概要

に基づき粗い格子を生成する Multigrid法である．AMG

法における構築部の概要を図 2に示す．上記で述べたよう

に，構築部では細かいレベルの問題行列を基に，未知数間

のグラフ構造を作り，次のレベルに残す未知数を選択する．

そして，粗いレベルの問題行列や，階層移動の際に必要と

なる P 行列と R行列を生成する．これを再帰的に行うこ

とで，階層的に行列を生成する．図 2のように，1レベル

目は与えられた問題行列が置かれ，階層が下がるにつれて

問題行列より小規模な行列を生成する．階層数は問題サイ

ズによって可変となる．また，粗いレベルの問題行列は，

R行列と P 行列，さらに現階層の問題行列とで行列行列積

RAP を行うことで作成する．

AMG 法では粗いレベルの行列を Ā とすると，Ā =

RAP,R = PT とするのが普通である．これは，新しい近

似解 ũ = u+ Pvの残差が P の像空間と直交するようにす

るためである．このとき Aが正定値対称であれば，新しい

近似解に含まれる誤差 ẽ = e+ Pvを最小にする，つまり，

||e+ Pv||A= min
w
||e+ Pw||A (1)

となることが変分原理により確かめることができる [8]（た

だし，||w||A= (Aw,w)1/2）．これにより，収束しにくい低

周波成分を効率よく減衰でき，高収束性を実現している．

補間演算子から行列の階層構造が生成されるため，Multi-

grid法では補間演算子の生成方法は重要となる．この補間

演算子の生成手法により様々なAMG法が存在する [3]．一

般に AMG法のほうが対象とする問題の適用可能範囲が広

く，そのため本研究では，AMG法を対象とし研究を行っ

ている．AMG法の中で，本研究では SA-AMG法と呼ば

れる手法を対象としている．SA-AMG法はさまざまな分

野で利用されており，AMG法の代表的な手法のひとつと

なっている．

3. SA-AMG法

2 章でも述べたように，SA-AMG法は，Multigrid法の

中の解法のひとつである．SA-AMG法では，問題行列に

基づく節点と辺で構成されたグラフ構造を用いて粗い問題

を作成していく．ここで，問題行列の各行が節点に対応し，

非ゼロ要素が辺に対応している．

SA-AMG法では，粗い問題を作成する際に，節点全体を

アグリゲートと呼ばれる強連結同士の節点集合に分解する．

アグリゲートは図 3のように，次の粗いレベルで 1つの節

点に対応し，グラフ構造である節点を中心に近くの節点を

まとめた節点集合と定義される．そのため，アグリゲート

数と次の粗いレベルの節点数は同じとなる．実際にアグリ

ゲートを生成する際は，以下の式を用いて生成を行う．

Ni(ϵ) = {j : |Aij |≥ ϵ
√
|Aii||Ajj |} ∪ {i} (2)

ここで，Niは i番目のアグリゲート，Aij は行列Aの i行 j

番目の要素を示す．この式に示す通り，i番目のアグリゲー

トは i番目の要素に対応する節点かつ，絶対値が対角成分

に対し比較的大きい非対角成分の要素に対応する節点で構

成される．アグリゲート生成の全体の流れを Algorithm 2

に示す．まず Algorithm 2 の Step:1 では，式 (2) を用い

て，アグリゲートの生成を行う処理となっている．ここで，

アグリゲート生成では，補間の関係上すべての要素がどこ

かしらのアグリゲートに属していなければいけないという

制約がある．そのため，任意の節点がどこか 1つのアグリ

ゲートに属するように，アグリゲートを生成する．Step:2

ではそのために，すでに生成されたアグリゲートと残った

要素とで再度式 (2)を適用し，成立した場合アグリゲート

に追加する．Step:3では，Step:2を経てもなお残る節点に

対し，その節点をアグリゲートとするように処理を行う．

このように，すべての節点がいずれかのアグリゲートに属

するように，アグリゲートの生成を行う．その後，作成さ

れたアグリゲート内の未知数に重み付けをすることで補間

演算子である Prolongation行列と Restriction行列を計算

し，行列の階層構造を作成する．
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細かいレベル 粗いレベル

アグリゲート

図 3 アグリゲート生成の概要

Algorithm 2 SA-AMG 法におけるアグリゲート生成の

手順
Step 1:

全節点の集合 V = 1, 2, ...から，Ni(ϵ) ∈ V を計算．

その後，j ← j + 1, Cj ← Ni(ϵ), V ← V \Cj とし，新た

な Cj が作成できなくなるまで繰り返す．

Step 2:

Ck のコピー C̃k を作成．（C̃k = Ck, k = 1, ..., j）

もし Ni(ϵ) ∩ C̃k ̸= ϕ となる i ∈ V が存在するなら，

Ck ← Ck ∪ {i}とし，条件を満たす iが存在しなくなる

まで繰り返す．

Step 3:

もし i ∈ V が存在するなら，j ← j + 1, Cj = V ∩Ni(ϵ)

とし，V = ϕとなるまで繰り返す．

4. ニアカーネルベクトル抽出手法

4.1 ニアカーネルベクトルの概要

ニアカーネルベクトルとは，Ae ≈ 0となる非ゼロベクト

ル eをいう（代数的に滑らかな成分とも呼ばれる）．2.1 節

にて述べた通り，Gauss-Seidel法のような定常反復解法を

数回適用すると，高周波成分が早く減衰し，低周波成分だ

けが残るという現象がある．つまり，定常反復解法の反復

行列を S と定義すると，Se′≈e′となる低周波成分 e′が存

在する．これにより，定常反復解法において一定回数の反

復の後は，収束性が悪化することが多く見受けられる．こ

の成分 e′ はニアカーネルベクトル eと同値である．また，

ニアカーネルベクトルは 0固有値に近い固有ベクトルに対

応することが知られている [3]．

AMG法では，補間演算子である Prolongation行列（Re-

striction行列）を適切に選ぶことで，ニアカーネル成分を

効率よく減衰できる．具体的には，2.3 節にて述べたよう

に，適当な近似解 vを選んで新しい近似解 ũ = u+ Pvに

含まれる誤差 ẽ = e+ Pv を 0にすることを考えた際，適

当な条件下において，式 1のような最小化が行われるので

あった [8]．このように，適切なニアカーネルベクトルを

用いることで，減衰しにくい成分（つまりニアカーネルベ

クトル成分）を効率よく減衰させることができ，高い収束

が実現可能となる．ここで，適切な Prolongation行列を

設定するためには ẽ = e + Pv から，e ∈ImP となること

が必要である [8]．著者らの研究から，SA-AMG法ではニ

アカーネルベクトルを用いて，Prolongation行列の作成を

行うことが有効となることがわかっている．これにより，

Prolongation 行列の各行ベクトルの線形結合によりニア

カーネルベクトルを表現することが可能となり，e ∈ImP

となることが期待できる．以上よりMultigrid法の特徴で

ある高い収束性の実現のため，実際に SA-AMG法を適用

する際には，ニアカーネルベクトルの生成および設定方法

の確立が必要不可欠となる．

問題の性質からニアカーネルベクトルが特定できる場合

もある [9]．例えば，本研究で用いている 3次元弾性体の問

題では，平行移動成分と回転成分がニアカーネルベクトル

として知られている．弾性体問題は，物体に力が加えられ

たときの，物体の変形をシミュレートする問題である．弾

性体の問題を対象としている場合，これらを SA-AMG法

に用いることで，収束性が高まる．

4.2 SA-AMG法への補間演算子生成方法

補間演算子作成の流れを，図 4に図示する．図 4は 2本

のニアカーネルベクトルを用いて，問題 Aから 2つのア

グリゲートが作成されたときの，Prolongation行列の作成

方法を図示している．図 4のように，まずアグリゲートの

節点番号に対応したニアカーネルベクトルの列要素を，一

次行列 S に入力する（a）．その後，S に対し QR分解を

行い，算出された行列 Qを仮の補間演算子 P̃l に入力する

（b）．同時に算出された行列 Rは，アグリゲート情報を基

に，次レベルのニアカーネルベクトル Vl+1 の構築に用い

られる（c）．最後に，仮の補間演算子 P̃lに緩和法を適用す

る（d）．以上の操作を行うことで，補間演算子 Pl や次レ

ベルのニアカーネルベクトル Vl+1 が生成される．図 4の

例では Levell + 1において，ニアカーネルベクトルを要素

番号と対応させるために，1要素が 2 × 2のブロック行列

として扱う必要がある．このように，次レベルにおけるニ

アカーネルベクトル Vl+1 は，1節点が Nv ×Nv のブロッ

ク行列として扱うこととなる．図 4は 2本のニアカーネル

ベクトルを用いた例だが，本研究の SA-AMG法では，よ

り多くのニアカーネルベクトルを設定することができる．

その場合，Step.1における補間演算子の候補行列 P̂ の行列

サイズが大きくなり，結果として計算量が増加する．その

ため，ニアカーネルベクトルを複数本設定することで反復

回数が減少するが，1反復あたりの計算時間が増加すると

いった，トレードオフが発生すると考えられる．

4.3 著者らによるニアカーネルベクトル抽出先行研究

4.3.1 ニアカーネルベクトル抽出先行研究手法 1[6]

ニアカーネルベクトル抽出手法の先行研究として αSA

法 [10]があるが，この手法では全階層の行列に対するニア

カーネルベクトルを 1本のベクトルで作成する．しかし著
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図 4 補間演算子（Prolongation 行列）の生成方法

者らは，全階層を 1本のベクトルのみに基づいて表現する

ことは難しく，さらにニアカーネルベクトルを用いること

による SA-AMG法の収束性への影響について，最も細か

いレベルの行列が，最も影響を与えると考えた．そこで，

抽出時間の削減も含め，ニアカーネルベクトル抽出の効率

化を図るため，著者らによる先行研究として，αSA法を基

に，V-cycleを用いレベル 1のみにおいてニアカーネルベ

クトルの抽出を行う手法を提案し，収束性や実行時間に関

する計測および評価を行った [6]．Algorithm 3に [6]にお

ける抽出手法の概要を示す．この手法では Algorithm 3の

ように，まず初期ベクトル xを乱数にて初期化を行い（4

行目），Ax=0を対象に V-cycleを µ回繰り返す（5行目）．

この µはユーザー側が与えるパラメータである．その後，

ニアカーネルベクトル候補群である行列 B に，V-cycleに

より出てきたベクトル xを入力する（6行目）．その後 αSA

法と同様に，抽出されたニアカーネルベクトル群の行列 B

を使用して，図 4で示した補間演算子 P の生成，および

粗いレベルの行列生成を再度全レベルで行い，階層行列を

再度作り変える（7行目）．これを抽出したい本数分繰り返

す（3行目から 8行目）．最後に，ニアカーネルベクトル候

補群である行列Bを，ニアカーネルベクトルとして出力す

る．このようにして，レベル 1の与えられた問題行列 Aに

対して，ニアカーネルベクトルの複数本抽出を実現してい

る．本手法では最初に行列 B を与えることとなっている

が，これはニアカーネルベクトルとして考えられるベクト

ルを入力する（例えば，3次元弾性体問題では平行移動や

回転成分を行列 B に与えている）．

Algorithm 3の 5行目において Ax = 0に対し V-cycle

を適用しているが，Ax = 0を V-cycleで近似的に解くこ

とにより，V-cycleで減衰されない成分が残ることが期待

できる．つまり，収束しにくいニアカーネルベクトル成分

eに対し，前処理行列をM とすると

Me ≈ e (3)

となる成分が残ると考えられる．これを SA-AMG法にニ

アカーネルベクトルとして追加設定し，それらを基に階層

行列を再生成し，さらに再度 V-cycleで近似的に解く．こ

れにより，SA-AMG法における設定したニアカーネルベク

トルの成分が効率よく減衰される性質により，設定された

ニアカーネルベクトルの成分が除かれた，新たなニアカー

ネルベクトルが抽出されると期待できる．つまり，ニア

カーネルベクトル全体のなす空間を E，n本の抽出された

ニアカーネルベクトル成分でなす空間を Ẽn とし，n本目

に抽出されたニアカーネルベクトルを en とすると，n+ 1

本目に抽出されるニアカーネルベクトル en+1 は

en+1 ∈ E\Ẽn (4)

となるいずれかのニアカーネルベクトル成分が抽出できる

ことが期待できる．これを実現するために，5行目にて抽

出されたニアカーネルベクトルを用いて，階層行列の再構

成を行っている．本研究ではニアカーネルベクトルが抽出

されるたびに，余分な成分を除去するためQR分解を施し，

抽出された各ベクトルが一次独立となるような処理を行っ

ている．これにより，本手法を用いることで，適切なニア

カーネルベクトルを効率よく複数本抽出できると予想され

る．この手法では，最初にニアカーネルベクトルを設定す

る必要があり，このベクトルをもとに独立なニアカーネル

ベクトルを抽出していくこととなる．

4.3.2 ニアカーネルベクトル抽出先行研究手法 2[7]

[10]や [6]の手法では，最終的にレベル 1としてのニア

カーネルベクトルのみを出力している．しかし，粗いレベ

ルのニアカーネルベクトルは，細かいレベルのニアカーネ

ルベクトルだけでは不十分であり，粗いレベルにおいても
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Algorithm 3 先行研究手法 1におけるニアカーネルベク

トル抽出手法
Given : B

for n = 1 to extract number do

ẽ ← Random()

e← V cycleµ(Aẽ= 0)

B ← [B,e]

Multilevel creation(B)

end for

Output B matrix as near-kernel vectors

Random()：乱数生成

extract number：抽出したい本数

A：与えられた問題行列 A

V cycleµ(Ae = 0)：Ae = 0を対象にV-cycleを µ回適用

B：ニアカーネルベクトル候補群の行列

[B, e]：行列 B の最終列へのベクトル eの追加

Multilevel creation(B)：行列 B を基に，補間演算子

P1, P2, ...，および階層行列 A1, A2, ...を再生成

抽出や追加に設定を行えるようにするべきと考えた．そこ

で本研究では [6]の手法を基に，粗いレベルにおいてもニア

カーネルベクトルを抽出および SA-AMG法にて追加的に

設定する手法の提案，および収束性や実行時間の評価を行っ

た [7]．Algorithm 4に具体的な流れを示す．Algorithm 4

の赤字箇所は，Algorithm 3から追加された箇所である．

Algorithm 4からわかるように，本手法は Algorithm 3を

基に，粗いレベルにおいてもニアカーネルベクトルを複数

本抽出できるように改良を加えた手法となっている．本手

法ではニアカーネルベクトル候補群である行列Bを各階層

で用意しており，最終的に各階層ごとのニアカーネルベク

トルがそれぞれ出力される．これらのニアカーネルベクト

ルを SA-AMG法に用いる際には，まずは先行研究による

手法と同様に，最も細かいレベルにおいて抽出されたニア

カーネルベクトルを設定し，次の粗いレベルの行列とニア

カーネルベクトルを生成する．そして，粗いレベルでも同

様に，細かいレベルのニアカーネルベクトルを基に，さら

に粗いレベルを生成する．本手法ではこの際，細かいレベ

ルをもとに生成されたニアカーネルベクトルに追加して，

抽出されたニアカーネルベクトルを用いる．この操作を最

大レベル数-1まで行う．図 5に上記で述べた操作を図示す

る．以上のように本手法では，[6]で用いた手法に加え粗い

レベルのニアカーネルベクトルも考慮しているため，粗い

レベルの行列が全体の収束性に大きな影響を与えている場

合，[6]よりもさらに収束性が改善することが見込める．

外部から入力するパラメータとして，extract numberと

µが存在する．extract numberは抽出したい本数であり，

著者らによる研究 [6]から，適切な本数を設定することが

Algorithm 4 先行研究手法 2のニアカーネルベクトル抽

出提案手法
Given : B1

for level = 1 to max level − 1 do

for n = 1 to extract number do

ẽlevel ← Random()

elevel ← V cycleµ(Alevelẽlevel= 0)

Blevel ← [Blevel,elevel]

Multilevel creation(Blevel)

end for

end for

Output B1, B2, ... matrices as near-kernel vectors

Random()：乱数生成

max level：階層の最大レベル数

Alevel：レベル levelにおける問題行列 A

Blevel：レベル levelにおけるニアカーネルベクトル候補

群の行列

先行研究手法1

4

5(=4+1)

6(=5+1)

細かい

粗い

Level 3

Level 1

Level 2

先行研究手法2

（粗レベルで1本ずつ追加）

4

9(=4+5)

14(=9+5)

レベル1のニアカーネルベクトルを4本とした場合

4

4

4

先行研究手法2

（5本ずつ追加）

図 5 粗いレベルにおけるニアカーネルベクトル設定方法

必要であることが考えられる．数値実験において，抽出本

数による反復回数や抽出時間への影響の分析を行う．また

µは，V-cycleを繰り返す回数であり，この値により収束性

が変化すると考えられるが，本事項については今後の課題

とし，本研究では µを 20に設定し，計測を行っている．

4.4 本研究で用いたニアカーネルベクトル抽出手法

4.3 節にて述べた 2つの手法では，V-cycleを用いてニア

カーネルベクトルを 1本づつ抽出する．そのため，抽出本

数により抽出時間が増加し，ニアカーネルベクトル抽出コ

ストが，実際に解法を適用し連立一次方程式を解くコスト

と比べ，大きくなってしまう問題がある．

そこで，Bootstrap AMG法 [11]と先行研究手法 2を基

に，任意の粗いレベルにおいて固有値解析を実施し補間を

行い，ニアカーネルベクトルを複数階層において抽出，お

よび設定する手法を提案し評価を行った [12]．概要を Al-

gorithm 5および Algorithm 6に示す．まず，Algorithm 5

について説明する．Algorithm 5は，レベル 1のみを対象

にニアカーネルベクトルを抽出する手法である．この手法

ではまず，任意の最大レベル数以下の数 L̂を入力する（1
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Algorithm 5 ニアカーネルベクトル抽出手法：提案手法

（レベル 1のみ）[12]

Given : L̂

for l = L̂ to 1 do

if l == L̂ then

WL = {wκ
l |Alw

κ
l = λκ

l w
κ
l , κ = 1, ..., ke}

else

wκ
l = P l

l+1w
κ
l+1, λ

κ
l = λκ

l+1, κ = 1, ..., ke

for κ = 1 to ke do

Relax on Alw
κ
l = 0

end for

end if

end for

Output W1 matrix as near-kernel vectors

L̂：固有値解析対象となる最大レベル以下の任意のレベル

P l
l+1：レベル l+1から lへ補間を行うProlongation行列

行目）．そして，そのレベルにおいて，固有値解析を実施す

る（4行目）．その後，補間演算子 P 行列とスムーザを用い

て，細かいレベルに移動する．粗いレベルにおいての抽出

を行いたい場合は，Algorithm 5に加え，Algorithm 6の処

理を行う．Algorithm 6は，Algorithm 4（先行研究手法 2）

に基づいており，粗いレベルにおけるニアカーネルベクト

ルの抽出を行う際には，まず Algorithm 5において抽出さ

れたニアカーネルベクトルを基に階層行列の再作成を行い，

階層行列の更新を行う．次に粗いレベルのニアカーネルベ

クトルを算出するのだが，本手法では提案手法 1とは異な

り，補間演算子 R行列のみを用いて行列行列積を行い，最

終的に算出された各レベルの行列群 Ŵ1, ..., ŴL̂をニアカー

ネルベクトルとして出力する．この操作を Algorithm 4と

同様に，レベル L̂まで行う．上記のように粗いレベルにお

いて固有値解析を実施することで，低コストで複数本のニ

アカーネルベクトルを抽出できると期待できる．SA-AMG

法に用いる際には，Algorithm 4で説明した操作と同様のこ

とを行う．また，Algorithm 6を行うことで，Algorithm 4

のような粗いレベルでニアカーネルベクトルを設定するこ

とによる改善効果が期待でき，さらに高い収束性能を発揮

できると考えられる．このことについては，次章の数値実

験において示す．

5. 数値実験と結果

5.1 実験環境

本研究では，東京大学情報基盤センターと筑波大学計算科

学研究センターが共同運営する，最先端共同HPC基盤施設

（JCAHPC：Joint Center for Advanced High Performance

Computing）による，Oakforest-PACSスーパーコンピュー

Algorithm 6 提案手法における粗いレベルのニアカーネ

ルベクトル設定方法 [12]

Given : L̂

Given : W1, ...,WL̂

for l = 1 to L̂ do

Multilevel creation(Wl)

Ŵl+1 = Rl+1
l Wl

end for

Output Ŵ1, ..., ŴL̂ matrices as near-kernel vectors

Rl+1
l ：レベル lから l+ 1へ縮約を行う Restriction行列

タシステム [13] を使用し数値実験を行った．Oakforest-

PACSは，1ノードに 1個の Intel(R) Xeon Phi(TM)プロ

セッサ（68cores，1.4GHz）と，MCDRAM（16GB，400GB/s）

とDDR4（16GB×6，1メモリ当り 19.2GB/s）メモリを搭

載している（本研究では，MCDRAMのみ用いる設定を行

い，数値実験を行った）．

求解部ではCG法 [14]を使用し，前処理として SA-AMG

法を適用している．求解部で用いる V-cycleの各レベルの

緩和法として，対称Gauss-Seidel法を 2回適用する．ただ

し，領域境界では，依存関係を無視している．また節点数

が 100以下になったとき，最も粗いレベルとし，LU分解

を行い，解を求めている．また，反復の終了条件は相対残

差が 1.0× 10−7 とし，反復回数の上限を 500回とした．

5.2 数値実験内容

本研究では，以下のような 2つの数値実験を行った（そ

れぞれ実験 1，実験 2とする）．

( 1 ) ニアカーネルベクトル抽出本数による反復回数や実行

時間への影響分析

( 2 ) 様々な問題に対するニアカーネルベクトル抽出手法の

有用性検証

5.2.1 実験 1

実験 1では，ニアカーネルベクトルの抽出本数の変化に

よる反復回数や実行時間への影響の分析を行った．本実験

では，1プロセスと 64プロセスの，2つの環境下において

それぞれ計測を行った．Algorithm 5において，抽出の際

に固有値解析を実施する必要があるが，今回の実験では，1

プロセスにおいては Lapackライブラリの固有値計算法の

関数（dsyev）[15]，64プロセスでは，Scalapackライブラ

リの固有値計算法の関数（pdsyev）[16]と，正定値対称な

疎行列向けの固有値計算法である Lanczos法を 300反復適

用した場合の 3つにおいて，それぞれ結果を示す．また，

固有値解析を実施するレベル（Algorithm 5の L̂）を 2に

設定しており，実験 2についても同様とする．

実験 1における比較対象を表 1に示す．また，本実験で
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表 1 実験 1 における比較対象

表記 内容

先行研究手法 1 Algorithm 3を使用

先行研究手法 2 Algorithm 4を使用

提案手法（粗いレベルなし） Algorithm 5

提案手法（粗いレベルあり） Algorithm 5+ Algorithm 6

表 2 第 1 レベルのニアカーネルベクトル抽出本数

表記 内容

3p 平行移動成分 (X,Y, Z)

6p 3p + 回転成分 (X,Y, Z)

3p+1,...
3p + レベル 1で抽出された

ニアカーネルベクトル (最大本数: 7)

Force

The object’s stiffness is uniformity

-Young’s modulus: 1

-Poisson: 0.3

図 6 実験 1 で使用した 3 次元弾性体の問題設定

は第 1レベルのニアカーネルベクトルに関しては，表 2に

示すような本数の抽出および設定をそれぞれ行った．表 2

の 3pと 6pは弾性体問題の問題設定から予想されるニア

カーネルベクトルである．また，第 1レベルにて抽出した

ニアカーネルベクトルを用いる際には，3pに追加する形で

設定を行っている（3p+1，3p+2，...）．「先行研究手法 1」

と「提案手法（粗いレベルあり）」に関しては，粗いレベル

でのニアカーネルベクトル設定本数によりさらに性能が変

化する．そのため，実験結果を示す際には，粗いレベルで

最良の本数を設定したときの結果を示している．

本実験では 3 次元弾性体の問題を使用した．この問題

は，ある物体に対して力を加えたときの，物体の変形量を

解く問題となっている．数値実験で用いた弾性体の問題設

定を図 6に示す．この弾性体の問題は図 6のように，均質

な立方体の物体に対して，ある一部分に力を加えたとき，

どのように変形するかを解く問題となっている．問題サイ

ズについては，1プロセスあたり 15×15×15のウィークス
ケーリング（Weak Scaling）方式による計測を行った．ま

た，問題行列の各プロセスへの分割は，各軸方向へ問題を

均等に分割し，それにより作成された小行列を各プロセス

へ分配する単純な方法で分割を行った．

5.2.2 実験 2

実験 2 では他問題に対する有用性検証のため，Texas

A&M大学の SuiteSparse Matrix Collection[17]から取得

した 6個の問題で計測した．使用した問題を表 3に示す．

表 3は，行数の小さい順に問題を並べている．実験環境は

表 3 使用した問題リスト

問題名 列数 要素数 条件数

ex10 2,410 54,840 9.10e+11

bcsstk28 4,410 219,024 9.45e+08

s1rmq4m1 5,489 262,411 1.81e+06

fv2 9,801 87,025 8.81e+00

s3dkq4m2 90,449 4,427,725 -

af shell1 504,855 17,562,051 -

実験 1と同様のものを用い，すべて逐次で実行した際の結

果を示す．提案手法における固有値解析は，すべて Lapack

ライブラリの固有値計算法の関数（dsyev）[15]を用いた．

5.3 実験結果

5.3.1 実験 1

まず，1並列時の結果を図 7から図 9に示す．3つの図

はそれぞれ各手法を用いた時の抽出時間，反復回数，構築

部と求解部の実行時間を合計した全体実行時間と求解部の

みの実行時間をそれぞれ示している．まず，図 7より，先

行研究手法 1や 2では，抽出時間が本数とともに大きく増

加してしまっていることがわかる．しかし，提案手法を用

いることで，抽出時間を少なく抑えることができ，3p+7に

おいて約 90%程度の改善効果がみられることが分かった．

表 4に各レベルにおける未知数個数を示す．表 4からわ

かるように，提案手法において実際に固有値解析を実施し

ているレベル 2では，本実験の問題設定においては未知数

個数が 125程度と小さくなる．そのため，抽出時間を低く

抑えることが可能となる．また，図 8と図 9より，提案手

法は，著者らによる先行研究での抽出手法と比べ，ほぼ同

等の収束性能や実行時間削減効果を示していることがわか

る．これより，1並列においては，提案手法を用いること

で，著者らによる先行研究での抽出手法と比べ，低コスト

で比較的性質のよいニアカーネルベクトルの抽出が行える

ことがわかった．

次に，64並列における結果を示す．本実験では，抽出時

間と収束性のみに着目する．実験結果を図 10と図 11に

示す．図 10と図 11はそれぞれ抽出時間と反復回数を，各

手法において実行した際の結果を示している．まず図 10

より，Scalapackを用いた手法は，著者らによる先行研究

での抽出手法やと比べ大きく抽出時間がかかってしまって

いることがわかる．これは，本実験はウィークスケーリン

グなため，2レベル目においても未知数個数が十分な粗さ

を確保できていないことに加え，Scalapackでは密行列を

対象としており，疎行列から密行列への変換および固有値

解析自体に大きなオーバーヘッドがかかってしまったため

である．一方，Lanczos法による手法では，著者らによる

先行研究での抽出手法と比べても抽出時間が低く抑えられ

ていることがわかる．これは，Lanczos法は疎行列向け固
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図 7 実験 1：1 並列時の抽出時間（凡例の詳細は表 1 に記載）
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図 8 実験 1：1 並列時の反復回数（内容は図 7 と同様）
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図 9 実験 1：1 並列時の全体実行時間（下図の実線（丸マーカ）は

全体（構築部+ 求解部），破線（三角マーカ）は求解部のみ）

表 4 実験 1：1 並列時の各レベルの未知数個数

Level # of DOF

1 3375

2 125

3 6

有値計算法であり，Scalapackを用いた場合と比べ低コス

トで抽出できたためである．次に，図 11に着目すると，

Lanczos法を使用した手法では若干悪化しているものの，

どの手法もほぼ同様の収束性能を示すことがわかった．本

研究で用いた Lanczos法は 300反復適用した際の近似的な

結果であり，Scalapackは QR法を用いた厳密な固有値と

固有ベクトルの解である．そのため，Lanczos法を用いた

手法にみられた収束性の悪化に関しては，Restart付きの

Lanczos法などを用い解の精度を高めることで，さらに改

善すると考えられる．

5.3.2 実験 2

本実験により得られた反復回数，抽出時間と構築部と求
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図 10 実験 1：64並列時の抽出時間（上：Scalapackの関数を使用，

下：Lanczos 法を使用）
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図 11 実験 1：64並列時の反復回数（上：Scalapackの関数を使用，

下：Lanczos 法を使用，凡例の詳細は表 1 に記載）

解部双方を足した全体の実行時間，求解部のみの実行時間，

さらに抽出時間をそれぞれ表 5から表 8に示す．それぞれ

の表において，SGSは対称Gauss-Seidel法を前処理に用い

た CG法を示す．また，他は SA-AMG前処理付 CG法に

おいて，抽出なしはニアカーネルベクトルとしてすべての

要素が 1の定数ベクトルを使用，先行 2はAlgorithm 4，提

案は Algorithm 5と Algorithm 6の手法を用いてニアカー

ネルベクトルの抽出を行った時の，最良の結果となってい
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表 5 各問題における各手法による反復回数（SGS：対称 Gauss-

Seidel 前処理付 CG 法，抽出なし：ニアカーネルベクトルと

して全要素が 1の定数ベクトルを使用，先行 2：Algorithm 4

の最良値，提案：Algorithm 5+Algorithm 6 の最良値）
問題名 SGS 抽出なし 先行 2 提案

ex10 369 63 36 48

bcsstk28 1,543 613 355 475

s1rmq4m1 282 120 29 72

fv2 16 5 3 3

s3dkq4m2 3574 660 275 429

af shell1 収束せず 418 86 157

る．まず，表 5において，提案手法を用いることで，他の

ニアカーネルベクトルを抽出しない手法と比べ改善されて

いることがわかる．これは，ニアカーネルベクトル抽出に

よる収束性削減の効果によるものである．次に，表 6に着

目すると，提案手法が他の手法と比べ比較的良い結果を示

すことがわかる．これは，表 6や表 8より，収束性改善に

伴う解法適用時間削減も要因のひとつであるが，とりわけ

提案手法の抽出時間の改善効果が大きく，これが表れたも

のであると考えられる．ここで，表 6と表 7に着目する

と，問題サイズが比較的小さい問題では，提案手法の実行

時間に優位性があまり見られないことがわかる．これは，1

反復の計算量が小さく，収束性改善効果より，ニアカーネ

ルベクトル設定に伴う計算コストが大きくなったためであ

ると考えられる．例外として，ex10は提案手法が有用であ

るが，これは反復回数が 85%から 90%と大きな削減効果を

示しており，結果として計算コスト増加よりも改善効果が

大きいためであると考えられる．また，比較的大きい問題

においては，提案手法が優れており，特に af shell1におい

ては，SGSを前処理とした単純な CG法では収束しなかっ

たが，提案手法により，大きく反復回数を削減することに

成功している．また，今回の 2つの提案手法で比較を行う

と，基本的に先行 2のほうが提案よりも反復回数や実行時

間の面で有用であることがわかる．しかし抽出時間に着目

すると，表 8からわかるように，提案手法のほうが低く抑

えられることがわかる．例外として af shell1は提案手法の

ほうが抽出時間が遅くなっているが，これはレベル 2にお

いても十分に粗くならなかったため，固有値解析の実施に

時間がかかってしまったためである．これに関しては，固

有値解析を実施するレベル（Algorithm 5の L̂）を今回は

2に設定したが，3以降にする，または別の固有値計算法

を用いるなどの対策をする必要がある．

6. 結論

本研究では抽出のさらなる効率化のため，粗いレベルで

固有値解法を用い補間を行うことでニアカーネルベクト

ルを抽出する手法を用い，抽出されたニアカーネルベクト

表 6 各問題での各手法による総実行時間（抽出+構築部+求解部）

問題名 SGS 抽出なし 先行 2 提案

ex10 5.53e-01 3.23e-01 1.12e+00 2.98e-01

bcsstk28 7.63e+00 9.77e+00 8.76e+00 7.93e+00

s1rmq4m1 1.76e+00 2.56e+00 5.30e+00 1.94e+00

fv2 4.41e-02 1.02e-01 4.56e+00 8.87e-01

s3dkq4m2 3.69e+02 2.41e+02 1.93e+02 1.82e+02

af shell1 - 5.73e+02 4.36e+02 1.57e+03

表 7 各問題における各手法による求解部実行時間

問題名 SGS 抽出なし 先行 2 提案

ex10 5.53e-01 3.02e-01 1.78e-01 2.29e-01

bcsstk28 7.63e+00 9.71e+00 5.78e+00 7.75e+00

s1rmq4m1 1.76e+00 2.46e+00 6.79e-01 1.65e+00

fv2 4.41e-02 5.50e-02 4.61e-02 4.56e-02

s3dkq4m2 3.69e+02 2.392+02 1.10e+02 1.71e+02

af shell1 - 5.68e+02 1.34e+02 2.46e+02

表 8 各問題における各手法による抽出時間

問題名 先行 2 提案

ex10 9.08e-01 4.44e-02

bcsstk28 2.85e+00 5.17e-02

s1rmq4m1 4.37e+00 6.67e-02

fv2 4.31e+00 6.36e-01

s3dkq4m2 7.80e+01 6.16e+00

af shell1 2.87e+02 1.31e+03

ルを用いることによる反復回数や実行時間，および抽出時

間への影響の分析を行った．その後，本手法に対し Texas

A&M大学の SuiteSparse Matrix Collectionより取得した

問題に対して適用し，様々な問題に対する有用性の検証を

行った．本研究により，提案手法を用いることで，従来用

いていた手法と比べ抽出コストを抑えつつ，従来手法と同

等の高い収束性を得られることがわかった．また，様々な

問題に対しても同様の有用性がみられることがわかった．

しかし，用いる固有値解析手法やパラメタ設定により反復

回数や実行時間に影響を与えることもわかった．

今後の課題として，まず提案手法に関するさらなる分析

を行うことが考えられる．用いる固有値解析手法やパラメ

タ設定により反復回数や実行時間に影響を与えることから，

適切な固有値解析手法やパラメタ設定が存在すると考え

られる．そのため，分析および手法のさらなる改良が必要

であると考えられる．また，本研究では合計 7個の問題行

列を対象として分析を行ったが，他問題に対しても同様の

有用性がみられるかを検証していく必要がある．そのうえ

で，上記の分析結果を踏まえ，新たなニアカーネルベクト

ル抽出手法の提案を行うことが必要となると考えられる．
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付 録
本章では，真のニアカーネルベクトルを適切に表現でき

ているか，および収束性への影響について分析を行った結果

を示す．式 (1)より，真のニアカーネルベクトル（v1,v2, ...

とする）と抽出されたニアカーネルベクトル（e1, e2, ...と

する）は，必ずしも v1 ≈ e1,v2 ≈ e2 のように一致するこ

とは必要ではなく，

e1 ∈ span(v1,v2, ...) (A.1)

のように，真のニアカーネルベクトルが張る空間に抽出さ

れたニアカーネルベクトルが所属すればよいと予想でき

る．式 (A.1)の仮定を基にすると，抽出されたニアカーネ

ルベクトルは，

e1 = c11v1 + c12v2 + ...+ c1kvk + r1

e2 = c21v1 + c22v2 + ...+ c2kvk + r2
(A.2)

（ただし，k, c11, c
2
1, ...は適切な変数，r1はベクトル vk まで

の線形結合で表せなかった残りの成分）のように，線形結

合で表すことができる．ここで，真のニアカーネルベクト

ル v はそれぞれ独立かつ正規化されていると仮定すると，

変数 cは，

c11 = e1v1

c12 = e1v2

(A.3)

のように算出可能である．

式 (A.2)内のベクトル r1 は，e1 ∈ span(v1,v2, ...)とな

らなかった余分な成分であり，抽出されたニアカーネルベ

クトル内に存在する適切でない成分である．そこで，本実

験ではベクトル r1のノルムを算出することで，抽出された

ベクトルが適切にニアカーネルベクトル成分を表現できて

いるかの検証を行った．具体的には，式 (A.2)と式 (A.3)

より，

r1 = e1 − (c11v1 + c12v2 + ...+ c1kvk) (A.4)

であることがわかる．本実験では，式 A.4の 2ノルムをと

り，抽出されたニアカーネルベクトル内に存在する適切で

ない成分 r1 の大きさを算出することで，妥当性の検証を

行った（以下，r1 のノルムをエラーノルムとする）．ここ

で，変数 kは式 (A.1)における空間の次元数を示しており，

kによって比較対象である真のニアカーネルベクトルのな

す空間が決定する．そのため，本実験の結果は変数 kによ

り変化することが考えられるが，本研究ではこのことにつ

いての分析は行わず，kを 20と 30で設定し実験を行った．

まず，先行研究手法 1における実験結果を示す．表 A·1
に本実験の結果を示す．表 A·1と図 A·1に着目すると，エ
ラーノルムが少ないほど，収束性の改善効果が大きく見え

ることがわかる．例えば 3p+3から 3p+4においては，エ
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図 A·1 抽出したニアカーネルベクトルを用いた際の相対残差履歴：

先行研究手法 1
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図 A·2 抽出したニアカーネルベクトルを用いた際の相対残差履歴：

提案手法

ラーノルムが kが 20と 30の場合双方とも大きく増加して

おり，それに伴い収束性の改善も悪化していることがわか

る．これより本実験においては，式 (A.4)により計算され

たエラーノルムと収束性に，相関があることがわかった．

次に，提案手法における実験結果を示す．表 A·2に本実
験の結果を示す．表 A·2と図 A·2から，先行研究手法 1で

の検証実験にみられたような強い相関性はみられないとい

う結果となった．エラーノルムは kの値により変化するこ

とから，そこで，様々な kにより実験を行い，有意な特徴

がみられるかの実験を行った．実験結果を表 A·3に示す．
表 A·3より，本実験においては kを 10に設定した場合に，

比較的収束性とエラーノルムの相関性がみられることがわ

かった．しかしニアカーネルベクトルが張る空間と収束性

への影響についての分析は不十分であり，今後の課題とし

てそれらの具体的な相関について，さらなる分析が必要で

あると考えられる．また，変数 kの設定，および本実験で

は 3次元弾性体問題のみ扱ったが，他の問題に適用した際

の分析なども必要であると考えられる．
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表 A·3 ニアカーネルベクトル検証実験結果（k の設定による実験結果）：提案手法

3p+1 3p+2 3p+3 3p+4 3p+5 3p+6 3p+7
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k = 20 3.73e-02 3.83e-02 2.59e-02 6.80e-02 7.25e-02 9.19e-02 9.16e-02

k = 30 2.77e-02 2.92e-02 2.47e-02 6.59e-02 5.10e-02 6.88e-02 5.79e-02

k = 100 1.58e-02 1.66e-02 1.24e-02 3.95e-02 3.15e-02 3.17e-02 3.63e-02
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