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微分代数的アプローチによる物理リザバーの計算能力評価

小松 瑞果1,a) 谷口 隆晴1 中嶋 浩平2

概要：物理リザバーコンピューティングとは，物理リザバーとよばれる物理システムを用いて行う情報処
理技術である．主に，フィルターと呼ばれる，与えられた時間連続的な入力を，連続的な出力に変換する写

像などを扱い，実際，様々な実験を通して，そのような写像が実現可能であることが確認されている．こ

れに対する理論的なアプローチとしては，ある種のニューラルネットワークの学習方法である，リザバー

コンピューティングの理論の適用が挙げられる．これは，汎用的ではあるものの，与えられた個々の物理

リザバーの特性や機能を，詳細に解析することは難しい．これに対し，本研究では，システム解析分野に

おけるモデルの同定問題に対するアプローチを応用した，物理システムの，物理リザバーとしての計算能

力を解析する新しい手法を提案する．提案手法では，微分代数的手法により入出力間の関係式を導出し，

これを解析することで，システムの計算能力を直接的に評価する．
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Differential Algebraic Approach for Evaluation of
Computational Capabilities of Physical Reservoirs

Abstract: In physical reservoir computing, computations are processed by physical systems called physical
reservoirs. Here, a computation means a filter, that is, a map from a continuous input function to a con-
tinuous output function. The physical systems achieve tasks such as function approximation and control
by computations. In fact, computational capabilities of physical reservoirs are partially confirmed through
experiments. One of the theoretical approaches for physical reservoir is based on the one for reservoir com-
puting, a learning method of a certain type of neural networks. This is a general approach yet it is difficult
to analyze given physical systems by such an approach. Against this, we provide a new theoretical approach
to analyze computational capabilities of given physical systems as reservoirs directly by applying an ap-
proach towards model identifiability problem, which is studied in the field of system analysis. In our method,
firstly, input-output equations are derived by a differential algebraic method for physical systems described
by state-space models. Then, computational capabilities of the systems are analyzed via the analysis of the
input-output equations.
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1. はじめに

本研究では，通常，モデルの同定可能性解析に用いられ

る入出力関係式を応用した，物理リザバーの計算能力評価

手法を提案する．
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近年，柔らかく，変形可能な素材で構成された，ソフトロ

ボットと呼ばれるロボットが注目されている．このような

ロボットは，災害時の瓦礫の多い場所での移動など，様々

な環境に適応しやすいという利点をもつ一方，柔らかい素

材でできたロボットの動きの制御は，剛体の制御を基礎と

する古典的な制御理論では扱うことが困難であり，新たな

アプローチが必要とされている [2]．これに対する新しいア

プローチとして，物理リザバーコンピューティングという

研究が進められている．この分野においては，柔らかい素

材は，制御を困難にするものではなく，むしろ，制御を補
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助し得る計算資源であると考えられている．また，実際，

様々な実証実験を通じて，非線形時系列予測をはじめとす

る，様々な機能が物理リザバーコンピューティングにより

実現可能であることが示されている [8], [9], [10]．

物理リザバーコンピューティングの基礎理論は，Hauser

ら [3]などで論じられている．基本的なアイデアは，柔ら

かい素材を物理的に実現されたリザバーとみなし，これに，

リザバーコンピューティングと呼ばれる，再帰型ニューラ

ルネットワークの学習方法に関する理論を適用することで

ある [4], [6]．再帰型ニューラルネットワークとは，ネット

ワークの内部にループをもつようなニューラルネットワー

クであり，ループが存在することによって情報を記憶する

ことが出来ることから，時系列モデルなどとして利用され

る．リザバーコンピューティングでは，リザバーと呼ばれ

る，巨大，かつ，複雑な再帰型ニューラルネットワークを

あらかじめ構成し，対象とするデータをリザバーの出力の

重み付き線形和によって近似する．特に，学習の際には，

リザバー内部の重みは固定し，出力を定める重みのみを学

習するのであるが，この，内部の重みを固定するという点

は，物理リザバーコンピューティングにおいて利用される

物理システムの特性，すなわち，物理パラメータが時間に

関して不変であることと対応付けることが可能である．そ

のため，リザバーコンピューティングに関する理論は，物

理リザバーコンピューティングに自然に適用することが可

能となる．例えば，リザバーコンピューティングの理論に

おいては，リザバーがエコーステート性と呼ばれる性質を

持つかどうかが重要とされているが [4], [13]，物理リザバー

コンピューティングでも同様に，用いられる非線形な物理

システムがエコーステート性をもつかどうかに関する研究

が盛んに行われている．

本研究では，与えられた物理システムの，リザバーとし

ての計算能力を評価する，新たなアプローチを提案する．

提案手法は，システム解析分野における，モデルの同定

可能性問題に対して用いられる，微分代数的手法に基づ

く [1], [5], [7]．モデルの同定可能性問題は，モデルがもつ

パラメータが，観測されたデータから一意に定まるかどう

かを判定する問題である．この問題を解決する一つの手法

は，微分代数的手法により導出される，入出力関係式とい

う式が用いる方法である．この方法では，まず，与えられ

た，数理モデル及び観測モデルからなる状態空間モデルか

ら，モデルへの入力変数と出力変数のみを残すような代数

的操作によって，状態変数を消去する．このようにして得

られた式が入出力関係式である．本研究では，入出力関係

式が，システムの入力，及び，出力の関係性を直接記述し

ていることに着目し，この式を用いて，物理システムのリ

ザバーとしての能力と，システムの性質の関係性を明らか

にする．

2. 提案手法の概要

2.1 提案手法のアイデア

本研究では，一般の状態空間モデル

dx

dt
= f(x; θ) + u, y = g(x; θ) (1)

で表される系を用いた物理リザバーコンピューティングを

考える．ここで，x : R → Rn は時刻 tに依存する関数で

ある．また，u : R → Rm, y : R → Rは，それぞれ，時刻
tに依存する関数であり，入力および出力を表すものとす

る．また，f , gは，系を表すパラメータ θ ∈ Rlに依存する

関数である．ただし，本論文では，代数的アプローチを用

いるため，f や gは x, yの多項式であると仮定する．多項

式でない場合には，多項式となるように再定式化するか，

Taylor展開などによって近似する必要がある．

物理リザバーコンピューティングでは，系の出力 yを計

算に用いるため，系の計算能力を評価するためには，出力

yが，入力 uに対して，どのような関数になり得るのかを

調べればよい．本研究では，パラメータ同定可能性問題で

用いられている代数的手法を応用して，入力と出力の関係

を明らかにすることで，これを評価する．

パラメータ同定可能性問題は，観測可能なデータである

入力 uおよび出力 y から，系のパラメータ θ を定めるこ

とができるかどうかを判定する問題である．この問題に対

する一つのアプローチとして，入出力関係式を用いた方法

が知られている．入出力関係式は，(1)から入力 uと出力

y 以外の変数 xを消去することで得られる，uと y だけの

関係を表す方程式である．簡単な例として，中間変数を用

いて 1階の方程式に書き直した調和振動子

dx

dt
= v,

dv

dt
= −ωx− µv + u, y = x (2)

の場合には
d2y

dt2
= −ωy − µ

dy

dt
+ u (3)

が入出力関係式となる．ω, µはパラメータである．パラ

メータ同定可能性問題では，この式を用いて u, yの値から

パラメータ θ = (ω, µ)が定まるかどうかを判定する．

本論文では，入出力関係式を，入力を出力に変換する式

と考え，入力に対し，どのような関数が出力されるかを調

べることで，計算可能な関数の集合を直接的に評価する．

ここで，方程式 (3)に着目すると，減衰項 µdy/dtのため，

解は徐々に減衰し，入力によって駆動される特殊な解に漸

近すると予想されるが，これは，リザバーコンピューティ

ングでエコーステート性と呼ばれる性質の，一つの実例だ

と考えられる．この性質は，簡潔に述べると，入力から出

力が一意に定まることを保証する性質である．もしも，系

がこの性質をもたないと，同一の入力に対して異なる出力

が得られてしまうかもしれないため，系を関数として使
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うことができない．従って，この性質は物理リザバーコン

ピューティングにおいて，非常に重要である．例として，

ある時不変な行列 Aを用いて

dy

dt
= Ay + u

と表される線形な系を考える．この系の一般解は以下のよ

うに表される：

y(t) = exp(tA)y(0) + y0(t).

ここで，y0(t)は，系の特殊解

y0(t) = exp(tA)

∫ t

0

exp(−sA)u(s)ds.

である．もしも，Aの固有値が全て負であったとすると，

exp(tA)y(t)は 0に近づくため，y(t)は y0(t)に近づく．つ

まり，物理リザバーコンピューティングで実際に計算に利

用できるのは y0(t)であることが分かる．

今回は，簡単のため，まず，長時間入力を加えず，系を

定常状態に移行させておき，実際の計算には，その後で入

力を加え，その出力を利用することを仮定する．その場合，

系がエコーステート性をもつならば，実際に計算出来るの

は，定常解近傍での特殊解となるであろう．そこで，本論

文では，系の計算能力の評価手法として，以下のような手

法を提案する．

(1) 与えられた微分方程式に対し，微分代数のグレブナー

基底を用いて入出力関係式を求める．

(2) 長時間無入力だったと仮定したときの入出力関係式の

定常解を求める．

(3) 定常解近傍における，入出力関係式の特殊解を評価

する．

注意 1 エコーステート性をもつ物理リザバーに対して

は，入力を与えると出力が一意に定まる，つまり，実質的

に，状態変数の，初期値に対する出力の依存性がない．こ

のことから，エコーステート性をもつ物理リザバーの出力

となる関数を調べるにあたり，状態変数の初期値は本質的

に不要であると言える．実際，入出力関係式は，状態空間

モデルから状態変数を消去して得られた式であるから，状

態変数の初期値を必要としない．従って，このような解析

に適した手法であると言える．

2.2 入出力関係式の導出の概要

一般に，入出力関係式は，方程式から定まる，微分代数

のイデアルという集合に対し，グレブナー基底を求めるこ

とで導出できる．

アイデアは，方程式を具体的に変形して入出力関係式を

求める代わりに，方程式を変形して得られる式の集合を調

べ，その中に状態変数を含まない式が存在するかどうかを

判定するというものである．このとき必要となる，方程式

を変形して得られる式の集合は，代数的には，イデアルに

対応する．ここで，多項式などで表される代数的な方程式

に対しては，方程式の変形に用いることができる演算とし

て四則演算などが許可されるが，微分方程式に対しては，

解が十分滑らかであれば，方程式を微分することも許され

る．微分代数は，そのような場合を想定し，微分を演算と

して許す代数である．詳細については [11]などを参照され

たい．Gröbner 基底は，線形空間の基底に相当するような

ものであり，これを用いると，与えられた多項式がイデア

ルに所属するかどうかを判定することができる．また，消

去定理として知られている以下の定理により，線形方程式

に対するガウスの消去法のように，非線形方程式から変数

の消去を行うこともできる．

定理 1 単項式順序として x1 > x2 > . . . > xn となるよ

うな辞書式順序を用いるとする．イデアル I の被約グレブ

ナー基底をGとするとき，j < nに対してG∩K[x1, . . . , xj ]

は I ∩K[x1, . . . , xj ]のグレブナー基底となる．

一般に，微分代数のグレブナー基底は計算が難しいこと

が知られており，有限回の計算でグレブナー基底が求めら

れるとは限らない．しかし，ここで考えている問題に対し

ては，以下の定理 [7]により，計算の停止性が保証される．

定理 2 N 個の変数 xと R個の入力 u，1個の出力 yを

もつ，多項式 f , gで記述されるモデル

dx

dt
= f(x, u; θ), y = g(x; θ)

に対して，イデアル P を

⟨dx
dt

− f, . . . ,
dNx

dtN
− f (N−1), . . . y − g, . . . , y(N) − g(N)⟩

と定義する．このとき，P は Q(θ)[x, y, u, dx
dt ,

dy
dt ,

du
dt , . . . ,

dN−1x
dtN−1 ,

dN−1y
dtN−1 ,

dN−1u
dtN−1 ,

dNx
dtN

, dNy
dtN

]に含まれるが，P ∩ Q(θ)

[y, u, . . . dN−1y
dtN−1 ,

dN−1u
dtN−1 ,

dNy
dtN

]は零イデアルではない．

この定理を用いると，微分代数のイデアルのグレブナー

基底を，通常の代数のイデアルのグレブナー基底として計

算できる．例えば，(2)から 2つの変数 x, vを消去するた

めには，方程式に各変数の 2階微分までが含まれていれば

よいので

dx
dt = v, d2x

dt2 = dv
dt ,

dv
dt = −wx− µv + u,

d2v
dt2 = −w dx

dt − µdv
dt +

du
dt , y = x, dy

dt = dx
dt ,

d2y
dt2 = d2x

dt2

という式を用意しておき，イデアル

⟨dxdt − v, d2x
dt2 − dv

dt ,
dv
dt + wx+ µv + u,

d2v
dt2 + w dx

dt + µdv
dt −

du
dt , y − x, dy

dt − dx
dt ,

d2y
dt2 − d2x

dt2 ⟩

の Gröbner 基底を計算すれば良い．Singular というソフ

トウェアを用いて，実際に計算してみると，

wy + µdy
dt + d2y

dt2 − u, d2v
dt2 + w dy

dt + µd2y
dt2 − du

dt ,

dv
dt −

d2y
dt2 , v − dy

dt ,
d2x
dt2 − dv

dt ,
dx
dt − dy

dt , x− y
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が得られる．このうち，xと vが含まれていない式は

wy + µ
dy

dt
+

d2y

dt2
− u

であり，これを 0と設定することで入出力関係式 (3)が得

られる：

wy + µ
dy

dt
+

d2y

dt2
− u = 0.

2.3 特殊解の計算

次に与えられた入出力関係式に対して特殊解を計算す

る．非斉次線形微分方程式の解は，一般に，斉次方程式の

一般解と特殊解の和で表される．斉次方程式の一般解の集

合が線形空間を定めることを考慮すると，非斉次線形微分

方程式の解の集合はアフィン空間を定めることが分かる．

同様に，非斉次非線形微分方程式の解の集合は多様体を定

める．すなわち，特殊解を求めるためには，多様体のある

点を求めればよい．特に，ここで興味があるのは，無入力

状態が続いた後，定常状態に達し，その後入力を与えたも

とでの，入出力関係式の解の挙動である．これを調べるに

は，入力を 0とした入出力関係式の解集合が定める多様体

の，定常状態付近を調べればよい．また，特に，入力が微

小であれば，定常状態付近の接空間を解析すればよいとい

える．このように，入出力関係式の特殊解を求めることで，

物理リザバーが近似できる関数を解析することができる．

以下，物理リザバーが，漸近安定な平衡点（y(t) = const =

y∞）をもつと仮定し，入出力関係式を用いて，物理レザ

バーが近似できる関数を調べる．なお，平衡点の漸近安定

性は，多くの物理システムに対して自然な仮定となってお

り，例えば，前述の調和振動子は，減衰項 µdy/dtのため，

入力を 0としたもとで，漸近安定な平衡点をもつ．また，

この仮定は，平衡点近傍において，物理リザバーがエコー

ステート性をもつことに対応する．そのため，この平衡点

近傍での計算能力を評価するために，微小な入力 uが与え

られたもとで，物理リザバーが出力する関数を調べるには，

導出した入出力関係式の平衡点近傍における解の挙動を調

べればよい．そこで，平衡点 y∞ 周りの微小変動 δy に対

する方程式が，以下のように線形近似できると仮定する：

d

dt


dn−1δy
dtn−1

dn−2δy
dtn−2

...

δy

 = A(y∞)


dn−1δy
dtn−1

dn−2δy
dtn−2

...

δy

+B(y∞)


dn−1u
dtn−1

dn−2u
dtn−2

...

u

 .

この方程式に対する特殊解は，


dn−1δy
dtn−1 (t)
dn−2δy
dtn−2 (t)

...

δy(t)



= exp(tA(y∞))
∫ t

0
exp(−sA(y∞))B(y∞)


dn−1u
dtn−1 (s)
dn−2u
dtn−2 (s)

...

u(s)

ds

となる．実際，物理リザバーがもつ平衡点の漸近安定性に

より，入出力関係式の平衡点は双曲型であるから，以下に

示す，ハートマングロブマンの定理 [12]の意味で，この線

形化は有効である．

定理 3 pを dx
dt = f(x)の双曲型平衡点とする．また，f

の定める流れを φt と表す．このとき，pの適当な近傍 U

と同相写像，すなわち，1対 1かつ逆写像が連続である連

続写像 h : U → U が存在し，初期値を yとする線形化方程

式 dx
dt = A(x − p), x(0) = y の解 p + exp (At)(y − p)が U

に含まれる限り φt(h(x)) = h(p+ exp (At)(y − p))が成り

立つ．

この定理は，双曲型の平衡点近傍において，dx
dt = f(x)，及

び，平衡点近傍における線形化である dx
dt = A(x− p)の解

が，1対 1の連続な写像により対応づくことを意味してい

る．そのため，線形化方程式の挙動を解析することで，元

の非線形な方程式の挙動を概ね把握することができる．さ

らに，漸近安定性により，入力を与えてから十分時間が経

過したときの上記の解の挙動は，入出力関係式に微小な入

力 u(s)を与えたときの出力の挙動と対応づき，u(s)を上

記のように変形したものが近似可能な関数の空間と考えら

れる．

3. 数値例

一般に，非線形微分方程式に対するグレブナー基底を計

算すると，非常に長い式になるため，紙面の制限の都合上，

ここでは，以下の 2つの線形バネからなるシステムを用い

てアイデアを説明する：

md2x1

dt2 = −k(x1 − l) + k(x2 − x1 − l)− γ dx1

dt + u,

md2x2

dt2 = −k(x2 − x1 − l)− γ dx2

dt ,

y = w1x1 + w2x2.

lはバネの自然長であり，kはばね定数である．γは減衰定

数を，mは質量を表す．この系に対してグレブナー基底を

計算し，入出力関係式を求めると以下のようになる：

m2 d4y
dt4 + 2mγ d3y

dt3 + (2km+ γ2)d
2y

dt2 + 3kγ dy
dt + k2y

= w1((m
d2u
dt2 + γ du

dt + ku) + k2l) + w2(ku+ 2k2l).

この系の定常状態は x1 = l，x2 = 2l，従って y = lw1+2lw2
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である．y = δy + lw1 + 2lw2 とおくと，以下の方程式を

得る：

m2 d4δy
dt4 + 2mγ d3δy

dt3 + (2km+ γ2)d
2δy
dt2 + 3kγ dδy

dt

= w1(m
d2u
dt2 + γ du

dt + ku) + w2ku.

これを行列を用いて書き換えると

d
dt


d3δy
dt3

d2δy
dt2

dδy
dt

y



=


− 2γ

m −( 2km + γ2

m2 ) − 3k
m

γ
m 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0




d3δy
dt3

d2δy
dt2

dδy
dt

y



+


w1

m
w1

m
γ
m

w1

m
k
m + w2

m
k
m

0 0 0

0 0 0

0 0 0




d2u
dt2

du
dt

u

 .

これは，以下の 3変数の微分方程式と等価である：

d
dt


d3δy
dt3

d2δy
dt2

dδy
dt

 = A


d3δy
dt3

d2δy
dt2

dδy
dt

+B


d2u
dt2

du
dt

u

 ,

A =


− 2γ

m −( 2km + γ2

m2 ) − 3k
m

γ
m

1 0 0

0 1 0

 ,

B =


w1

m
w1

m
γ
m

w1

m
k
m + w2

m
k
m

0 0 0

0 0 0

 .

したがって，2つの線形バネからなる物理リザバーが出力

する関数は，

exp(tA)

∫ t

0

exp(−sA)B


d2u
dt2

du
dt

u

ds

と近似できる．m = 1, k = 1に固定し，様々な γに対して

行列 Aの固有値を計算したものを図 1に示す．行列のサ

イズは 3であるため，一般に，行列 Aは 3つの複素固有値

をもつ．γ の値が小さいときには，減衰力が弱いため，振

動を表す，虚軸付近の固有値が求まるが，γ が大きくなる

と，振動はおこらなくなる．従って，近似したい関数の振

動の様子に合わせ，振動成分をもつ関数を近似したい場合

には γ の値が小さいほうが，そうでない場合には大きいほ

うが好ましいと考えられる．

4. まとめ

本論文では，状態空間モデルとしてモデル化された系に

図 1 m = 1, k = 1 と固定したもとで，ダンパー係数 γ を 0,1,3,4

と変化させた線形バネ系に対する行列 A の固有値．

Fig. 1 The eigenvalues of the matrix A for linear spring

systmes for various damping factor γ with m and k

fixed to m = 1 and k = 1.

対し，これを物理リザバーコンピューティングに用いた場

合の計算能力を評価する，微分代数的な方法を提案した．

提案手法は，システム解析，特に，モデル同定可能性解析で

用いられる入出力関係式を利用するものであり，まず，微

分代数のグレブナー基底を用いて入出力関係式を求める．

今回は，無入力状態が続いた後の定常解を初期状態とした

が，この場合，入力を与えた際の入出力関係式の特殊解を

解析することで，物理リザバーが出力する関数が解析可能

となる．特に，本稿では，物理リザバーがもつ平衡点の漸

近安定性を仮定し，平衡解周りにおける，入力が与えられ

たもとでの入出力関係式を線形近似することで，特殊解を

具体的に解析し，近似可能な関数の集合を特徴づけた．こ

こで，物理リザバーが漸近安定な平衡点をもつという仮定

から，平衡点近傍において，物理リザバーはエコーステー

ト性をもつことが分かり．そのため，入出力関係式の定常

状態解析により，物理リザバーが近似できる関数を評価す

ることができることに注意されたい．また，物理リザバー

がもつ平衡点が双曲型であることから，ハートマングロブ

マンの定理より，線形近似された系の解析により，元の系

の挙動が解析できることが保証されるため，この方法で十

分な情報を得ることができる．なお，紙面の制約上，具体

例としては線形モデルを用いたが，同様の方法は，理論的

には，多項式で表される限り，非線形な系についても適用

可能である．

また，今回は，十分時間が経過した後の状態が漸近安定

な平衡解となることを仮定した．平衡解以外のアトラクタ

が生じる場合や，平衡点が非双曲型となる場合についての

詳細な解析は今後の課題である．
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