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構造的パラメータに関する最密部分グラフ問題の
固定パラメータ容易性

土中 哲秀1,a)

概要：最密 k-部分グラフ問題とは，グラフ G = (V,E)が与えられて，辺の本数が最大となる大きさ k の

点部分集合 S の誘導部分グラフ G[S]を見つける問題である．本稿では，最密 k-部分グラフ問題が近傍多

様性とブロックグラフ消去数に関して固定パラメータ容易であることを示す．さらに，双子被覆数 tcに関

して，2-近似 2tc/2nO(1)-時間アルゴリズムを設計する．これは，[Bourgeois et al., European Journal of

Operational Research, 2017]の 3-近似 2vc/2nO(1)-時間アルゴリズムを改善する．ただし，vcは頂点被覆

数である．

1. はじめに

最密 k-部分グラフ問題とは，グラフ G = (V,E)が与え

られて，辺の本数が最大となる大きさ kの点部分集合 S の

誘導部分グラフ G[S]を見つける問題である．グラフの中

から密構造を抽出することは，グラフマイニングにおいて

主要なトピックであり，様々な応用がある．例えば，社会

ネットワークにおけるコミュニティ検出 [8]やタンパク質

間相互作用ネットワークにおける分子錯体検出などが挙げ

られる [2]．

最密 k-部分グラフ問題は k-クリーク問題を一般化した

ものであるため，NP困難である [9]．また，弦グラフや最

大次数 3の 2部グラフなど k-クリークを多項式時間で解

けるグラフクラスでさえも NP困難であることが知られて

いる [7], [10]．一方，コグラフやスプリットグラフにおい

ては多項式時間で解ける．パラメータ化複雑性に関して，

最密 k-部分グラフ問題は kに関してW[1]困難である．一

方，木幅 twに関して，2tw(G)nO(1)-時間アルゴリズムが存

在する [5]．また，クリーク幅 cwに関しては，最密 k-部分

グラフ問題はW[1]困難であり，かつ指数時間仮説のもと

で 2o(cw(G) log k)nO(1)-時間で解くことができないことが証

明されているが， 2O(cw(G) log k)nO(1)-時間では解くことが

できる [6]．Bougeretらは，弦グラフにおいて，最密 k-部

分グラフ問題は k に関して固定パラメータ容易であるが，

NP ⊆ coNP/poly でなければ多項式カーネルが存在しな

いことを示した [4]．

近似可能性に関して，Kortsarzと Pelegは，O(n0.3885)-
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近似アルゴリズムを提案した [13]. その後，Feige，Kort-

sarz，Peleは，近似率を O(nδ) (δ < 1/3)に改善した [9]．

現在最良の近似アルゴリズムは，BhaskaraらのO(n1/4+ϵ)-

近似アルゴリズムである [3]．しかしながら，最密 k-部分

グラフ問題の近似可能性については，未だわかっていない

ことが多く，定数近似アルゴリズムが存在するかどうかす

らも未解決である．

本稿では，最密 k-部分グラフ問題の固定パラメータ容

易性について考察する．前述したように，木幅に関して最

密 k-部分グラフ問題は固定パラメータ容易である一方，ク

リーク幅においてはW[1]困難である．本稿では，新たに，

近傍多様性 (neighborhood diversity)とブロックグラフ消

去数 (block graph deletion number)と呼ばれる構造的パラ

メータに関しても固定パラメータ容易であることを示す．

さらに，双子被覆数 (twin cover number)tcに関する 2-近

似 2tc/2nO(1)-時間アルゴリズムを設計する．任意のグラフ

において，双子被覆数は頂点被覆数 (vertex cover number)

以下となるので，提案アルゴリズムは Bourgeoisらが与え

た 3-近似 2vc/2nO(1)-時間アルゴリズムを改善する．

2. 準備

無向グラフを G = (V,E)で表す．頂点部分集合 S ⊆ V

の誘導部分グラフを G[S]とする．頂点 v に対して，v の

隣接点の集合を N(v)，v の次数を d(v)で表す．また，ベ

クトルと行列の転置を ·T で表す．

2.1 整数 2次計画問題

整数 2次計画問題は，n× n整数対称行列Q，m× n整

数行列 A，m-次元整数ベクトル bが与えられて，以下の

1ⓒ 2020 Information Processing Society of Japan

Vol.2020-AL-176 No.1
2020/1/29



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

最適化問題の最適解 x ∈ Zn を求める問題である．

minimize xTQx

subject to Ax ≤ b (1)

x ∈ Zn

ここで，α を Q と A の各値の絶対値の最大値とする．

Lokshtanovは，nと αに関して整数 2次計画問題が固定

パラメータ容易であることを示した [15]．

定理 1 ([15]). IQP (1)は，f(n, α)LO(1)-時間で解くこと

ができる．ただし，f は計算可能な関数，Lは入力インス

タンスのビット表現の長さである．

以下の最適化問題は IQP (1)と等価である．

minimize xTQx

subject to Ax ≤ b (2)

Cx = d

x ∈ Zn

ただし，Cは整数行列，dは整数ベクトルである．[15]にお

いて，Lokshtanovは，IQP (2)が f(n,m, α,∆)LO(1)-時間

で解けることを証明することにより定理 1を示した．ただ

し，∆はCの正方部分行列の行列式の最大絶対値である．

定理 2 ([15]). IQP (2)は f(n,m, α,∆)LO(1)-時間で解く

ことができる.

また， IQP (2)の目的関数は xTQx + qTxに一般化で

きることが知られている [15]．ただし，qは整数ベクトル

である．

2.2 構造的パラメータ

2.2.1 近傍多様性

定義 1 ([14]). グラフ G の近傍多様性 (neighborhood di-

versity)は，V を同じ隣接点集合を持つ点集合に分けたと

きの最小分割数のことを言い，ndで表される．分割におけ

る各点部分集合をモジュールという．

分割の定義より，各モジュールはクリークか独立集合と

なる．さらに，Gにおいて，2つのモジュールの間には完

全に辺が張られているか全く辺が張られないかのどちらか

となる．グラフが与えられて，その近傍多様性と対応する

分割は線形時間で求めることができる [14], [16], [17]．

2.2.2 ブロックグラフ消去数

それぞれの 2-連結成分がクリークであるようなグラフを

ブロックグラフという [12]．また，2-連結成分をブロック

と呼ぶ．

グラフ Gのブロックグラフ消去集合 (block graph dele-

tion set)Sは，G[V \S]がブロックグラフとなるような点部
分集合である．さらに，Gのブロックグラフ消去数 (block

graph deletion number)とは，Gにおける最小のブロック

グラフ消去集合の大きさであり，bdで表される．最小ブ

ロックグラフ消去集合は，4bdnO(1)-時間で計算できること

が知られている [1]．

2.2.3 双子被覆数

定義 2 ([11]). 2点 u, v の隣接点が同じならば，uと v は

双子 (twins)であるという．もし，双子 u, vが辺 {u, v}を
持つなら，それらは真双子 (true twins)と呼ばれる，グラ

フ Gの点部分集合X に対して，全ての辺 {u, v} ∈ E が以

下のいずれかを満たすとき，X は双子被覆 (twin cover)で

あるという．

• u ∈ X または v ∈ X，

• u, vが真双子である．

グラフ Gの双子被覆数 (twin cover number)は，最小双子

被覆の大きさで定義され，tcで表される．

頂点被覆 (vertex cover)X は，全ての辺に対して少なく

とも 1つの端点が X に含まれているような点部分集合を

いう．グラフ Gの頂点被覆数 (vertex cover number)は，

最小頂点被覆の大きさで定義され，vcで表される．任意の

グラフにおいて，頂点被覆は双子被覆であり，双子被覆は

ブロックグラフ消去集合であるから bd ≤ tc ≤ vcが成り

立つ．

3. 固定パラメータ容易性

定理 3. 近傍多様性に関して，最密 k-部分グラフ問題は固

定パラメータ容易である．

証明. [14], [16], [17]より，任意のグラフ Gに対して，近

傍多様性が ndである分割は線形時間で求めることができ

る．分割のそれぞれのモジュールをM = {M1, . . . ,Mnd}
で表す．各モジュールに対して，変数 xi を定義する．変

数 xi は Mi 内で解に含まれる頂点の数を表す．さらに，

mi = |Mi|とする．一般性を失うことなく，クリークを形
成するモジュールをM1, . . . ,Mp，独立集合を形成するモ

ジュールをMp+1, . . . ,Mndとする．すると，最密 k-部分グ

ラフ問題は以下のような整数 2次計画問題として定式化さ

れる．

(IQP)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

maximize
∑

i̸=j∈{1,...,nd}

xixj +
∑

i∈{1,...,p}

xi(xi − 1)

2

subject to
∑

i∈{1,...,nd}

xi = k

0 ≤ xi ≤ mi ∀i ∈ {1, . . . , nd}

xi ∈ Z ∀i ∈ {1, . . . , nd}

目的関数の最初の項は，解が誘導する部分グラフにおける

モジュール間の辺数，第 2項はモジュール内の辺数を表す．

また，制約条件
∑

i∈{1,...,nd} xi = k はサイズ制約である．
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定理 2を適用することによって，題意は示される．

定理 4. ブロックグラフ消去数に関して，最密 k-部分グラ

フ問題は固定パラメータ容易である．特に，大きさ bdの

ブロックグラフ消去集合が与えられて，2bdnO(1)-時間で最

密 k-部分グラフ問題を解くことができる．

最後に，双子被覆数に関する FPT近似アルゴリズムを

与える．

定理 5. 最密 k-部分グラフ問題に対する 2-近似 2tc/2nO(1)-

時間アルゴリズムが存在する．

4. まとめ

本稿では，構造的パラメータに関する最密 k-部分グラ

フ問題の固定パラメータ容易性について考察した．本稿に

よって，最密 k-部分グラフ問題は近傍多様性とブロックグ

ラフ消去数に関して固定パラメータ容易であることが示さ

れた．さらに，2-近似 2tc/2nO(1)-時間アルゴリズムを提案

することにより，Bourgeoisらの 3-近似 2vc/2nO(1)-時間ア

ルゴリズムを改善した．

今後の研究として，他の構造的パラメータに関するパラ

メータ化複雑性やアルゴリズムの性能改善が挙げられる．
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