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Block Multicolor Gauss-Seidelにおけるブロッキングと
カラーリングの影響分析

依田 凌1,a) 藤井 昭宏1,b) 田中 輝雄1,c)

概要：Block Multicolor Gauss-Seidel (BMC-GS)は，高い並列性と収束性を持つ有力な smootherのひと

つである．本研究は，Gauss-Seidelに焦点をあてた，ブロッキングとカラーリングアルゴリズムが与える影

響を分析する．カラーリングには，Welsh-Powell，修正 Cuthill-McKee，Algebraic Multicolorの三種を用

いる．行列分析では，ブロッキングとカラーリングを含めた BMC-SGSの前処理行列を導出し，BMC-GS

前処理による固有値分布の改善を確認した．数値実験では，BMC-SGS前処理付き CG法をソルバとして，

各ブロッキングとカラーリングを含めた計算コストを見積もり，並列性と収束性を分析した．Algebraic

Multicolorによる色付けが問題サイズが大きくなるほど優位になり，並列性を踏まえた最大ブロック分割

数によるブロッキングが，計算コストの見積もりを最小にした．

キーワード：Block Multicolor Gauss-Seidel，グラフカラーリング，線形ソルバ，前処理

Analysis of the blocking and coloring in Block Multicolor Gauss-Seidel

1. はじめに

科学技術計算において，有限要素法や有限差分法により

離散化された線形システムの係数行列は，大規模でスパー

スな性質を持つ．この性質よりシステムの求解には，前

処理付き Krylov部分空間法が広く使用される [18]．大規

模問題に適した強力な前処理のひとつとして，反復回数

が問題サイズに依存しないというスケーラブル性を持つ

Multigrid法が挙げられる [5], [17], [20]．Multigrid法は粗

いレベルを構築するマルチレベル解法であり，各レベルで

smootherを適用するため，smoother自体の性能が重要で

ある．

Multigrid法には従来，point-wise型の Jacobi smoother

や Gauss-Seidel smootherが使用され，並列性を抽出する

カラーリングと，収束性を高めるブロッキングを行うBlock

Multicolor Gauss-Seidel (BMC-GS)は，有力な smoother

のひとつである [1], [4], [15]．また別種として，多項式を

利用した polynomial smootherが注目されている．Adams
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らはMultigrid前処理付き CG (MGCG)の smootherとし

て，Chebyshev多項式を問題行列の固有値分布にスケーリ

ングした Chebyshev smoother と Gauss-Seidel smoother

を比較し，Chebyshev smootherが収束性と並列性の両面

で優れている，と報告した [2]．Chebyshev smoother は

疎行列ベクトル積 (SpMV) と同じ高い並列性を持ち，収

束性でも Gauss-Seidel smootherより優れているのであれ

ば，Gauss-Seidelを積極的に用いる理由は無い．しかしな

がら，我々は Chebyshev smootherの収束性が著しく悪化

し，高い並列性を加味しても Gauss-Seidel smother に劣

る例を確認した．図 1は，4次の Chebyshev smootherと

Gauss-Seidel smoother を用いた MGCG の残差履歴を表

す．Suitesparse Matrix Collection[7]より，対象とする行

列は nasa4704，右辺ベクトルは nasa4704 bを用い，実装は

PyAMG[3]を利用した．Gauss-Seidel smootherを用いた

ソルバは 698回で収束したのに対し，Chebyshev smoother

を用いたソルバは 100反復後で残差減少の傾きが悪化し，

行列サイズ 4704回反復しても収束しなかった．このよう

に Chebyshev smootherが有効ではない問題も多くあるた

め，Gauss-Seidel smootherに関連する収束性，並列性の

向上を図る研究は依然として重要である．
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図 1 Suitesparse nasa4704 に対する残差履歴

問題行列の非ゼロ構造から代数グラフを構築し頂点彩

色により並列性を抽出する手法は，BMC-GSだけでなく，

Incomplete Cholesky (IC) または Incomplete LU (ILU)に

も用いられる [10], [12], [14], [16]．IC/ILU に対しては，

incompatible nodesと呼ばれる独立点によりカラーリング

が分析されており，incompatible nodesが少ないほど収束

性が高く，従来よりも色数を多く塗るカラーリングが良いと

報告されている [8], [9]．しかし，同じグラフに対する同じ色

付けの場合でも，Gauss-Seidelに対する効果と IC/ILUに対

する効果は異なる．そのためGauss-Seidelに焦点をあてた

ブロッキングとカラーリングの分析が必要である．本研究

では，問題領域をMETIS[13]を用いて複数のサブ領域に分

割し各領域に 2回の SGSを行う，Multiplicative Schwartz

type BMC-SGS (MS-BMC-SGS)[14], [15]単体を前処理と

した CG法を対象とする．Welsh-Powell (WP)[19]，修正

Cuthill-McKee (MCM)[6]，Algebraic Multicolor (AMC)

[11]を用いて複数のブロッキングとカラーリングによる影

響を分析する．

本稿は，次のように構成される．2章では本研究に用い

るカラーリングアルゴリズムを述べる．3章では BMC-GS

の概要を説明する．4章では BMC-GSの行列を明示し，前

処理による固有値分布の改善を確認する．5章では Suites-

parse Matrix Collectionの行列を対象に行なった実験結果

を示す．6章で本研究の結論を述べる．

2. カラーリングアルゴリズム

問題行列Aの非ゼロ構造から代数グラフを構築する．頂

点は未知数番号に対応し，Ai,j が非ゼロ要素である時，頂

点 iから頂点 jに辺が張られる．この代数グラフに対して，

一般的なグラフカラーリングアルゴリズムが適用可能であ

る．本研究ではWelsh-Powell (WP)，修正 Cuthill-McKee

(MCM)，Algebraic Multicolor (AMC)の三種類のカラー

リングアルゴリズムを用いる．

2.1 Welsh-Powell

Welsh-Powell (WP) は 1967 年にWelsh と Powell によ

り提案されたカラーリングであり，最小彩色数を近似する

色付けを行う [19]．つまりWPはなるべく少ない色数で彩

色を行う．Algorithm1に，WPアルゴリズムを示す．ま

た図 2に，WPを用いた色付けの例を示す． 次数降順の

Algorithm 1 Welsh-Powell

( 1 ) Sort the vertices in descending order of the degree of a ver-

tex. Let i-color be 0.

( 2 ) Assign the i-color to the first vertex in the sorted list.

( 3 ) Go down the sorted list and assign i-color to every vertex

which is not connected the i-color assigined vertices.

( 4 ) Increment i-color to i-color+1.

( 5 ) Repeat the process from (2) to (4) until there aren’t the

color assigined vertices.
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(c) Assign 2-color

図 2 Welsh-Powell coloring process for a graph. Coloring pro-

cess proceeds (a) to (c).

頂点リストは，[14, 10, 7, 1, 2, 13, 11, 5, 0, 15, 12, 9, 6, 4,

8, 3]である．まず始めに，ステップ (2)より頂点 14を色

0で塗る．次にステップ (3)より，頂点リストを前から走

査し，未だ塗られていないかつ隣接が同色でない頂点 7, 9,

0を色 0で塗る．走査が終了した後に，ステップ (4)より

i-colorをインクリメントし，色 1とする．この処理を 2回

繰り返すことで，図 2のグラフは 3色で塗られる．WPは

最小彩色数である保証はないが，なるべく少ない色数で彩

色を行うアルゴリズムである．

2.2 修正 Cuthill-McKee

Cuthill-McKee (CM)は行列のバンド幅をなるべく小さ

くするオーダリングアルゴリズムとして，1969年にCuthill

とMcKeeにより提案された手法である [6]．この手法は，

幅優先探索の変種として解釈でき，CMを彩色に用いる場

合，幅優先の深さを色として用いる．Algorithm2に，CM

アルゴリズムを示す．また図 3に，CMを用いた色付けの

例を示す．

まず始めに，{頂点番号，深さ }を状態とする空のキュー
を作る．次数が最も小さい頂点として頂点 8を選び，深さ

0として状態 {8, 0}をキューに入れる．ステップ (3)で，

キューから取り出された状態 {8，0}より頂点 8を色 0で
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Algorithm 2 Cuthill-Mckee

( 1 ) Prepare the empty queue of {a vertex, its depth from the

root of the BFS-tree}. Let the depth be 0 and set the num-

ber of colors as C.

( 2 ) Enqueue {a peripheral vertex (the vertex with the lowest

degree of a vertex), itss depth}.
( 3 ) Dequeue {dequeued vertex, its depth}. And assign the color

of its depth to the dequeued vertex.

( 4 ) Visit the adjacent vertices of the dequeued vertex in (3),

and Enqueue the uncolored vertices as {the adjacent ver-

tex, the dequeued vertex depth+1 mod C } in ascending

order of the degree of a vertex.

( 5 ) Repeat the process from (2) to (4) until there are no the

color assigined vertices.
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(c) Assign 2-color

図 3 Cuthill-Mckee coloring process for a graph. Coloring pro-

cess proceeds (a) to (c).
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(b) Assign 2-color
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(c) Assign 3-color

図 4 Modified Cuthill-Mckee coloring process for a graph. Col-

oring process proceeds (a) to (c).

塗る．次にステップ (4)で，隣接頂点 9, 11を深さ 1とし

て状態 {9, 1}，{10, 1}をキューに入れる．ステップ (3)に

戻り，キューから取り出された状態 {9, 1}より頂点 9を色

1で塗る．次のステップ (4)で，未だ塗られていない頂点

10, 13を深さ 2としてキューに入れる．この処理を深さ 2

まで繰り返した色付けが，図 3 (c)である．

しかしながら我々は，依存関係を切り並列性を抽出する

ために CMカラーリングを用いる．図 3の場合，色 2で塗

られている頂点が隣接しており，依存関係が切られていな

い．そのためアルゴリズムに次の修正を行う．キューから

取り出し，頂点を塗る時に，隣接が同色でないか確認を行

ない，もし同色でない場合はステップ (3)へ，同色の場合

はステップ (2)へ，という処理を追加する．これより，隣

接が同色であるカラーリングは行われないが，キューが空

になった場合でも，全ての頂点に色が塗られていない可能

性がある．よって処理の最後に，未だ塗られていない頂点

は，その隣接の色と同色にならない最小の色で塗る処理も

追加する．これを修正 Cuthill-McKee (MCM)と呼び，図

4に，MCMを用いた色付けの例を示す．先ほどの CMと

は異なり，修正を加えたことで頂点 7, 10に色 2が塗られて

いないことが確認できる．またこの例はキューが空になっ

た後に，未だ塗られていない頂点を持つ (図 4 (b))．この

頂点を隣接と同色でない色で塗る処理の際に，定めた色数

で塗れない場合は，色数を増やしてカラーリングする．例

では 3色では塗りきれず，4色目を用いている．MCMは，

MCが解決できなかった依存関係を解決し，並列性を抽出

するカラーリングである．

2.3 Algebraic Multicolor

Algebraic Multicolor (AMC)は，2002年に岩下と島崎

により提案され，それぞれの色が持つ頂点数のバランスが

良い性質を持つ [11]．Algorithm3に，AMCアルゴリズム

を示す．また図 5に，AMCを用いた色付けの例を示す．

Algorithm 3 Algebraic Multicolor

( 1 ) Let i-color be 0. Set the graph-size as n and the number of

colors as C.

( 2 ) Iterate from 1 to n with j.

( a ) Check the colors of the adjacency vertices of vertex j.

If there is the same color as i-color, then let i-color be

(i-color + 1) mod C and repeat (a).

( b ) Assign i-color to vertex j.
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(c) Color-loop 5

図 5 Algebraic Multicolor coloring process for a graph. Color-

ing process proceeds (a) to (c).

頂点番号順に走査し，一色一頂点ずつ塗る処理を繰り返

すため，各色の頂点数の極端な不均衡はなくなり，なるべ

くバランスを良くする．図 5の各色の頂点数は，[3, 4, 3,

3, 3]となり，その性質が伺える．指定した色数 C で塗り

きれない場合は，塗られていない頂点が無くなるまで C を

増やしてカラーリングを行う．

3. Block Multicolor Gauss-Seidel

古典的定常反復法として挙げられるGauss-Seidelは収束

性が高いものの，更新順序が依存関係を持つため，そのま

ま並列化を行うことは難しい．依存関係を解決するために，

カラーリング情報を用いて更新順序を決める Multicolor

(MC)が提案されており，この手法は同色内で並列実行が
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可能である．しかしMulticolorの並列性抽出による収束性

の悪化が問題になる場合がある．これを解決するために，

複数の頂点を一つのブロックにまとめるブロッキングを取

り入れた Block Multicolor (BMC) がある．BMCは各ブ

ロック内の依存関係は維持されるため収束性が向上するだ

けでなく，キャッシュの恩恵を受けて高速になることが期

待される．図 6に二次元のグリッドグラフに対する BMC

の処理フローを示す．まず始めに，与えられたグラフを，
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(b) Divide the graph
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(c) A blocked graph

based on (b)
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ing algorithm
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図 6 Block Multicolor for a 16 by 16 grid.

グラフ分割ライブラリを用いて分割する．次に，分割され

た一つの領域を一つのブロック頂点とみなして，ブロック

化グラフを構築する．ブロック化グラフに対してカラーリ

ングアルゴリズムを適用し，そのブロック化グラフの色付

けを用いて，各ブロックに属する頂点を同色で塗る．

3.1 Multiplicative Schwartz type Gauss-Seidel

BMC-GSの各ブロックが実行環境のキャッシュサイズ

より十分小さい場合，一度ブロックに対してGSを行うと，

更新するために参照した情報はキャッシュに収まっている

と仮定できる．また並列性を十分抽出したBMC-GSは，ブ

ロック内の更新処理よりも隣接通信が支配的な処理である

場合がある．この状況を利用して各ブロック内のGSを複数

回繰り返す乗法シュワルツ型の BMC-GS (MS-BMC-GS)

が提案されている．MS-BMC-GSは，通常の BMC-GSと

同じ並列性を持ち，キャッシュヒット率を高め，より高い

収束性を実現する．

4. BMC-SGS前処理付きCG

本研究では BMC-GSを CG法の前処理として用いる．

CG法は正定値対称行列に対するKrylov部分空間法である

ため，前処理も対称性を持つ必要がある．そのため対称な

smootherであるBMC-Symmetric GS (BMC-SGS)を用い

る．BMC-SGSは，BMC-GSの処理後，更新順番を逆にし

た BMC-GSを行う方法を指す．Algorithm4に前処理付き

CG法のアルゴリズムを示す．前処理部分は 2行目と 8行

Algorithm 4 preconditioned CG
1: r0 = b−Ax0

2: z0 = M−1r0

3: p0 = z0

4: for k = 0 to maxiter do

5: αk =
rTk zk

pT
k Apk

6: xk+1 = xk + αkpk

7: rk+1 = rk − αkApk

8: zk+1 = M−1rk+1

9: bk =
zT
k+1rk+1

zT
k rk

10: pk+1 = zk+1 + βkpk

11: end for

目であり，zkの初期値を 0として，Azk = rkにBMC-SGS

を行なった近似解を用いる．この手法を BMC-SGS-CGと

記述する．

CG法の収束性は問題行列の固有値分布に依存する．前

処理の目的は固有値分布を改善しソルバの収束性を高める

ことである．ここでは BMC-SGSの反復行列と前処理行列

を明示的に導出し，前処理後の行列を求め，実際に固有値

分布が改善するかを確認する．

Gauss-Seidelは係数行列 A ∈ Rn×n を LDU 分解を行な

い，(L +D)について解く手法であり，式 3で表される．

Lと U ∈ Rn×n はそれぞれ，Aの厳密な下三角行列と上三

角行列であり，D ∈ Rn×n は Aの対角行列である．

A = L+D + U (1)

Ax = b (2)

xk+1 = −(L+D)−1Uxk + (L+D)−1b (3)

BMC-GSは色順にオーダリングされた行列に対するGauss-

Seidelと考えると，色 iごとの反復行列と前処理行列の乗

法系で記述することができる．各色の反復式は次式となる．

Aix = (I − Ii)x+ Iib (4)

xk+1 = (LAi
+DAi

)−1UAi
(I − Ii)xk

+(LAi
+DAi

)−1Iib (5)

xk+1 = (DAi + UAi)
−1LAi(I − Ii)xk

+(DAi
+ UAi

)−1Iib (6)

I ∈ Rn×n は単位行列，Ii ∈ Rn×n は色 iに対応する対角

要素にのみ 1 が，その他には全て 0 が入る行列である．

Ai ∈ Rn×n は色 iに対応する行が Aと同じであり，その

他の行には対角に 1が入る行列である．さらに Ai に対す

る LDU 分解のそれぞれを LAi , DAi , UAi ∈ Rn×n と記す．
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式 5は，各色に関して，未知数番号が小さい頂点から大き

い頂点にかけて更新する反復式である．式 6は，更新順番

が逆の反復式であり，未知数番号が大きい頂点から小さい

頂点にかけて更新する．上記より，色 0から色 C にかけて

式 5で更新，その後に色 C から色 0の式 6で更新を行う

BMC-SGSは，次で形でまとめることができる．

xk+1 = MBMC-SGSxk +NBMC-SGSb (7)

CG法は両側前処理を行うため，前処理行列 NBMC-SGS に

対する Cholesky分解 N = LTLを用いて，前処理後の行

列は LTALととなる．図 7に，係数がランダムに変化する

3次元ポアソン問題に 7点差分で離散化された行列に対し

て，ブロック数 32, 64, 128，WPカラーリングを用いた各

領域で 2回の SGSを行うMS-BMC-SGS前処理の固有値

分布を示す．縦軸は固有値の実数，横軸は固有値番号を表

す．MS-BMC-SGS前処理のブロック数の違いに注目する

ため，最大固有値は 18.69である元の問題行列の固有値分

布はプロットしていない．前処理は固有値が 1.0に近いほ
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図 7 MS-BMC-SGS による固有値分布の改善

ど良い性能といえる．図 7より，各種ブロック数が小さい

ほど，つまり 1ブロック内の自由度が多いほど，固有値を

1.0に集め固有値分布を改善したことを確認した．

5. 数値実験

本章では，MS-BMC-SGS-CGの各種ブロック数と各カ

ラーリングアルゴリズムによる影響分析を行う．分割さ

れた各領域で行う SGSの回数は 2回とした．SuiteSparse

Matrix Collectionの行列サイズ 1000以上かつ非ゼロ要素

数 100万以下の行列の中から，正定値対称かつ，SGS前処

理 CG法が行列サイズの反復回数で収束した行列を評価対

象とした．全ての問題で初期値ベクトル x0 を 0，右辺ベ

クトル bは 1とした．ブロッキングのための領域分割には

METIS Libraryを用いた．カラーリングはWP，MCM，

AMCの三種類を用い，WPの色数を基準にMCMとACM

の色数を決定した．

5.1 ブロッキングの収束性分析

この実験では，ブロッキングによる収束性の改善を確認

する．テスト行列に対して，ブロック数を 128, 256, 512,

1024, 2048としたブロッキングを行ない，各カラーリング

ごとに反復回数の削減率を計測した．行列Pres Poisson(行

数 14,822，非ゼロ要素数 715,804)に適用した結果を図 8に

示す．縦軸は反復回数を表し，横軸は各カラーリングのブ

ロック数と色数を表す．青色はWP，緑色はMCM，橙色

は AMCである．各カラーリングとも，ブロック数を減ら

すとともに，つまりブロック内の自由度を増やすとともに，

反復回数を削減した．
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図 8 行列 Pres Poisson に対する MS-BMC-SGS-CG の反復回数

次に，テスト行列全てに各ブロッキング・カラーリング

を適用し，非ブロッキングに対する反復回数の削減率を

図に示す．最大で行列 aft01に対して約 58%削減，また約

8割の行列に対して 20%以上削減し，ブロッキングによる

収束性の向上を確認した．

5.2 カラーリングの収束性分析

この実験ではカラーリングの影響に焦点をあてるため，

非ブロッキングの MS-MC-SGS-CG の反復回数を注目す

る．図 10に，行列 bcsstk13 (行列数 2,003，非ゼロ要素数

83,883)に対して各カラーリングを適用した際の，各色ごと

の自由度分布を示す．横軸は各色を表し，縦軸は各色で塗

られた未知数の数を表し，上から順番にWP，MCM，ACM

となっている．WPは依存関係が無い箇所を全て塗る操作

を最初の色から繰り返すため，色番号が増えるにつれて各
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図 9 ブロッキングによる BMC-SGS-CG の最大削減率

色が持つ自由度が少なくなっている．MCMは幅優先探索

を行うため，色番号が増えるにつれて各色が持つ自由度が

増加し，中盤から減少している．ACMはどの色もバラン

スよく自由度を持っていることが特徴的である．この分布
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図 10 行列 bcsstk13 に対する BMC-SGS の色付け分布

は各カラーリングごとに異なり，この違いがどのように収

束性に影響するかを分析する．全テスト行列を行列サイズ

N に応じて N ≤ 5000，5000 < N ≤ 10000，10000 < N

の 3クラスに分類し，最も反復回数が少ない各カラーリン

グのケース数を表 1に示す．表 1より，ACMが行列サイ

ズが増えるに従い，最も反復回数が少ないケースの割合が

29%，56%，70%と増加し，高い収束性を確認した．よっ

て，行列サイズがより大きい場合に，他カラーリング法に

比べて，ACMが収束性が高いと推察される．

表 1 全テスト行列 56 個における色数を同程度に揃えた

カラーリングアルゴリズムの収束性

WP MCM ACM

N ≤ 5000: 24 cases 9(38%) 13(54%) 7(29%)

5000 < N ≤ 10000: 9 cases 5(56%) 2(22%) 5(56%)

10000 < N : 23 cases 9(39%) 8(35%) 16(70%)

5.3 MS-BMC-SGS-CGの計算コスト見積もり

本章では，MS-BMC-SGS-CGの並列環境における計算

量を見積もり，その大小でブロッキングとカラーリングを

議論する．最も多くの未知数を持つコアが，反復が終了す

るまでに未知数を参照した回数の近似を式 8に示す．この

式は 3項で構成される．第 1項の 1ブロック内の未知数を

表す．npartは領域分割数で，METISを用いて分割して

いるため，平均的に分割されることを仮定している．第 2

項は各コアに割り振られる各色の自由度の最大値である．

parallelismは並列度を表す．第 3項はMS-BMC-SGS-CG

の反復回数である．

N

npart
·
colors∑
i=0

⌈
DoFs of colori

parallelism

⌉
· iterations (8)

本研究で扱う各領域で 2回の SGSを行う MS-BMC-SGS

は，2回目の SGSをキャッシュヒット率を高める手法であ

る．そのため，各ブロックの自由度に対してキャッシュが

十分大きいと仮定をおいて，通常の BMC-SGSと同等の計

算量と見なしてコストを計算した．

行列サイズ N > 10000以上のテスト行列に対して，各

ブロッキング・カラーリングによるMS-BMC-SGS-CGの

計算コストを見積もり，並列度 8，32，128，512における

最もコストが小さかったケースの累積を表 2∼5に示す．並

列度 8の場合の表 2では，非ブロッキングのコストが最小

にならず，全ての行列が各分割数でブロッキングを行う手

法がコストを最小にした．表 2∼表 5より，並列度を挙げ

るに従い，よりブロック数が多い，つまり 1ブロック内の

自由度が少ないブロッキングが最小コストとなった．これ

は表内のケース累積数が右にシフトしていく様子に対応す

る．少ないブロック数により実行並列度での並列性抽出が

できない場合は最小コストにならず，実行並列度の並列性

が十分抽出できるより少ないブロック数によるブロッキン

グが最小コストになることを表す．収束性と並列性のバラ

ンスが取れたブロッキングが最適であることを示す一例を

確認した．

我々が興味があるのは各問題に対して，どのような設定

表 2 並列度 8: 計算コストが最小となった各ブロッキング・カラー

リングにおけるのケース数
\ npart 128 256 512 1024 2014 N sum(rate)

WP 2 5 3 1 1 0 12(52%)

MCM 0 3 4 2 1 0 10(43%)

AMC 2 4 1 0 1 0 8(35%)

表 3 並列度 32: 計算コストが最小となった各ブロッキング・カラー

リングにおけるのケース数
\ npart 128 256 512 1024 2014 N sum(rate)

WP 0 4 1 1 5 1 12(52%)

MCM 0 2 0 3 4 0 9(39%)

AMC 0 5 1 3 3 0 12(52%)
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表 4 並列度 128: 計算コストが最小となった各ブロッキング・カ

ラーリングにおけるのケース数
\ npart 128 256 512 1024 2014 N sum(rate)

WP 0 0 0 3 5 5 13(57%)

MCM 0 0 0 0 3 0 3(13%)

AMC 0 0 0 4 4 3 11(48%)

表 5 並列度 512: 計算コストが最小となった各ブロッキング・カ

ラーリングにおけるのケース数
\ npart 128 256 512 1024 2014 N sum(rate)

WP 0 0 0 0 2 7 9(39%)

MCM 0 0 0 0 0 4 4(17%)

AMC 0 0 0 0 0 12 12(52%)

でソルバを実行するかである．多くの場合で解きたい問題

と実行環境は決まっているため，行列サイズN と実行最大

並列数 P は固定と仮定すると，未知の設定はブロッキング

サイズとカラーリングアルゴリズムである．カラーリング

には，5.2章より大きな問題に対しても収束性の面で優れる

と推察される AMCを用いる．最後はブロッキングサイズ

を決める．5.1章より，例外はあるものの多くの場合でブ

ロックサイズを大きくするほどソルバの収束性向上を確認

した．さらに AMCの場合，各色に対する自由度分布がバ

ランス良い性質を持つため，各色が持つ自由度を npart
色数 と近

似できる．これより，npart
色数 < P を満たす最大の npartが，

収束性と並列性の双方において良いブロッキングであり，

最も計算コストが低いと推定される．行列 Pres Poissonに

対してこの予想を確かめる．ACMより各ブロック化され

たグラフに対して npart
色数 を求め，それを超える並列度で見

積もった計算コストを表 6，7に示す．赤文字は計算コス

トが最小のケースを表す．表 6，7より，各並列度におい

て npart
色数 < P を満たす最大の npartが選ばれることを確認

した．また各ブロッキングの列に注目すると，並列度をあ

げる一方で計算コストの削減は頭打ちになることが確認で

きる．これは npart
色数 以上の並列性は抽出できていないこと

を示す．Pres Poisson以外のテスト行列においても同様の

結果が得られることを確認した．

表 6 行列 Pres Poisson に対する各並列度における計算コスト (1)

P \ npart 128 256 512

20 1.38e+5 1.88e+5 1.60e+5

30 1.38e+5 1.04e+5 1.09e+5

60 1.38e+5 9.38e+4 5.73e+4

100 1.38e+5 9.38e+4 5.16e+4

120 1.38e+5 9.38e+4 5.16e+4

360 1.38e+5 9.38e+4 5.16e+4

npart
色数 18.29 28.44 56.89

6. おわりに

本研究では CG 法に対する MS-BMC-SGS 前処理のブ

表 7 行列 Pres Poisson に対する各並列度における計算コスト (2)

P \ npart 1024 2048 Nonblocking

20 1.89e+5 1.92e+5 1.87e+5

30 1.44e+5 1.28e+5 1.25e+5

60 7.55e+4 6.41e+4 6.32e+4

100 3.77e+4 6.41e+4 4.15e+4

120 3.77e+4 3.20e+4 3.21e+4

360 3.77e+4 3.20e+4 1.14e+4

npart
色数 93.09 113.78 352.90

ロッキングとカラーリングの影響分析を行なった．SuiteS-

parse Matrix Collectionの行列サイズ 1000以上かつ非ゼ

ロ要素数 100万以下の行列の中から，正定値対称かつ，SGS

前処理 CG法が行列サイズの反復回数で収束した行列を評

価対象とした．ブロッキングサイズを大きくするに従い，

我々のテスト行列の約 8割で収束性を 2割以上向上させ，

ブロッキングの有効性を確認した．またカラーリングアル

ゴリズムにWP，MCM，AMCを用いて反復回数を比較

し，行列サイズが大きいほど AMCがテスト問題中の最小

反復回数である割合が増加することを確認した．これよ

り，AMCがより大きな行列サイズに対して収束性が高い

と考えられる．

並列環境における 1プロセスの計算コストを見積もり，

収束性と並列性を評価した．並列数を増やすに従って，計

算コストが最小となるブロッキングサイズは小さくなり，

収束性と並列性のバランスが取れたブロッキングが良いと

わかった．これより，事前に複数のブロッキングサイズを

試し，実行環境の並列数を固定し，ブロック数色数 以下である最

大のブロック数を用いた設定について分析を行なった．上

記の評価に対して，AMCかつ上記を満たす最大ブロック

数が最小コストになる例を確認した．

今後の課題として，Multigrid 法への拡張と，実環境

での並列分散実装が挙げられる．通常 MS-BMC-SGS は

Multigrid 法の smoother として用いられる．本研究では

smoother単体による前処理の評価だったため，MS-BMC-

SGSを smootherとしたMultigrid前処理に対しての評価

が必要である．また本研究での計算コストの見積もりは，

通信コストやキャッシュの影響を含んでいないため，実環境

において並列分散実装を行なう必要がある．MS-BMC-GS

を smootherとするMGCGをソルバとした，より大規模

な問題に対する並列分散環境での評価を今後の課題として

研究を続けていく．
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