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n次元正軸体を半空間で切り取った際の体積

安藤　映1,a) 土屋　翔一1,b)

概要：本稿では n次元正軸体を半空間で切り取ってできる多面体の体積を考える．正軸体には指数的に多
くの面が存在するため，この多面体の体積は単にシンプレックスに分解する方法では効率的に計算でき
ない．提案アルゴリズムはこの体積を計算するのに O(n6)で実行を完了する．この結果は，0− 1ナップ
サック多面体の体積を計算する問題が #P -困難であるのと対照的である．本研究でこの体積を計算する動
機は，次の問いに肯定的な答えがありうると考えるからである：もしも幾何双対の関係にある２つの多面
体の一方に，体積を計算する多項式時間アルゴリズムが存在する場合，もう一方の多面体の体積の計算に
も多項式時間アルゴリズムがいつも存在するか？本稿の結果はその予想を真として矛盾はしない例である．

Ando Ei1,a) Tsuchiya Shoichi1,b)

1. はじめに

多面体の体積を求める問題は，n次元では単純なケース

でも困難な問題になることがある．例として体積の計算に

関する次の結果を挙げる.

• Dyerと Frieze [10]は 0− 1ナップサック多面体の体積

を計算する問題が#P -困難であることを示した．ここ

で 0−1ナップサック多面体とは，n次元単位ハイパー

キューブ [0, 1]nと半空間 {x ∈ R
n|a ·x ≤ b}の重なり

部分である．ただし，a ∈ Z
n
+ を問題の入力とする．

• Khachiyan [13], [14]は 0− 1ナップサック多面体の幾

何双対に当たる多面体の体積を求める問題が#P -困難

であることを示した．0 − 1ナップサック多面体の幾

何双対は，正軸体 conv({±e1, . . . ,±en})と点 a ∈ Z
n
+

の凸包である．問題の入力は aである．

• Dyerら [9]は Zonotopeの体積を計算する問題が#P -

困難であることを示した． Zonotopeとは，m個のベ

クトル a1, . . . ,am ∈ Z
n (m ≥ n)によって決まる線分

のミンコフスキー和として与えられる多面体である．

問題の入力は a1, . . . ,am である．

• 安藤と来嶋 [4]は２つの正軸体の重なり部分の体積を

求める問題が#P -困難であることを示した．一般性を

失うことなく，一方の正軸体は原点を中心とする多面

体であり，もう一方の正軸体の中心座標 aおよび半径
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rを問題の入力とする．

一般の n次元凸体K を考える．このK はメンバーシッ

プオラクルのみによって定義され，オラクルに問い合わ

せた座標が K に含まれるかどうかだけの答えが得られる

場合を考える．すると，この場合はどのような決定性多項

式時間アルゴリズムでも K の体積を計算できないことが

知られている．正確には，決定性多項式時間アルゴリズム

Vol(K)を近似する場合，指数的に大きな近似比すら達成

できない場合が知られている [6], [11]．

興味深いことに，こうした凸体の体積を近似する乱

択化アルゴリズムが存在する．特に先に述べた一般の

凸体 K の体積については完全多項式時間乱択化近似ス

キーム (fully polynomial time randomized approximation

schemes, FPRAS) [7], [8], [16]が知られている．

最近の研究結果では正確な体積の計算が#P -困難である

ような問題でも，決定性完全多項式時間近似スキーム (fully

polynomial time approximation scheme, FPTAS) が存在

しうることがわかっている．以下にいくつか例を挙げる．

• Lee と Shi [15] は離散的な確率変数の和の分布関数

についての FPTAS を示した．このアルゴリズムは

0−1ナップサック多面体の体積を近似することができ

る．彼らのアルゴリズムのアイディアは Štefankovič

ら [12], [18] による動的計画法に基づいている．

• 安藤と来嶋 [3]はハイパーキューブを定数個の半空間

で切り取ってできる多面体の体積に対する FPTASを

示した ([1]も参照)．
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• 安藤と来嶋 [2]は 0 − 1ナップサック多面体の幾何双

対の体積を求める問題に対して FPTASを示した．

さて 0− 1ナップサック多面体とその幾何双対に限って

見てみると，次の疑問がある：幾何双対の関係にある２つ

の多面体について，一方の体積を（正確に，または近似的

に）多項式時間で計算できるアルゴリズムが存在する場合，

もう一方の多面体の体積を計算する多項式アルゴリズムは

存在するか？

この疑問の答えを考えるため，本稿では幾何双対の関係

にある２つの多面体の体積を効率的に計算する方法を考

える．

最も単純な例はシンプレックスである．まず S =

conv({a0,a1, . . . ,an})とすると，n次元シンプレックス S

の幾何双対は別のシンプレックス S∗ であるので，明らか

に Vol(S)と Vol(S∗)の両方について，多項式時間で計算

するアルゴリズムが存在する．

もう一つの例として，ハイパーキューブと点 a ∈ R
n の

凸包を考える．この場合，その幾何双対は正軸体を一つの

半空間 {x ∈ R
n|a ·x ≤ b} で切り取ってできる多面体であ

る．ただし，a ∈ R
n と b ∈ Rを問題の入力とする．さて，

前者の正確な体積を計算する問題について多項式時間ア

ルゴリズムが存在することはかんたんに確かめられる．こ

の多面体をハイパーキューブと，n個の「ピラミッド」に

分割し，それぞれの体積を計算して和を取ることで全体の

体積を求める．このとき「ピラミッド」の底面はハイパー

キューブの面 (facet)であり，頂上は aである．このアル

ゴリズムは線形時間で完了するので，残るは幾何双対であ

る後者の体積に多項式時間アルゴリズムが存在するかどう

かが課題である．本稿の主要な内容として，その方法を述

べる．

本稿の主定理は次の通りである．

定理 1.1. ベクトル a ∈ R
nと b ∈ Rを入力として，原点を

中心とする半径 1の正軸体を半空間 {x ∈ R
n|a ·x ≤ b} で

切り取ってできる多面体 K を考える．このとき，Vol(K)

を計算する O(n6)時間アルゴリズムが存在する．

この問題を考える上で解決するべき部分は，正軸体に

は 2n の面があるという点である．したがってK をシンプ

レックスに分割して，その後にシンプレックスの体積の和

を取るようなアルゴリズムでは nの指数に比例する時間が

かかる場合が存在し，効率的ではない．この問題を解決す

るため，K の体積は一種のステップ関数を使うことで定積

分の繰り返しとして表現できることを示し，その積分を数

式処理の要領で計算するアルゴリズムを示す．提案するア

ルゴリズムは決定性であるが，証明において確率の議論を

用いることでアルゴリズムの正しさが示せる．

本稿の構成は次のとおりである．第２節ではハイパー

キューブと 1点の凸包の体積を計算する問題が O(n)時間

で解けることを示す．第３節では，正軸体を切り取ってで

きる多面体 K の体積を求める決定性多項式時間アルゴリ

ズムを示す．第４節でまとめと今後の課題を述べる．

2. ハイパーキューブと 1点の凸包の体積

ここでは，ハイパーキューブ [−1/2, 1/2]n と点 a ∈ R
n

の凸包の体積を計算る O(n)時間アルゴリズムについて述

べる．

提案アルゴリズムは次のとおりである．ハイパーキュー

ブの面（facet)を F とし，それぞれの F について，点 aか

ら F が可視であるかどうかを調べる．この実現にあたり，

f を F の法線（ハイパーキューブ内側から外側に向いてい

る）とすると，次のことがわかる．

観察 2.1. 点 aと f が a · f > 1/2を満たすとき，またそ

のときに限り F は aから可視である．

そして F を底面とし aを頂上とするピラミッド（F と

aの凸包）の体積を計算する．このピラミッドの底面積 (F

の n− 1次元体積)は 1であって，高さは a · f − 1/2であ

る．したがって，ピラミッドの体積は (a · f − 1/2)/n．処

理を高速にするために次のことに注意する：(1) もしも F

が aから可視である場合，反対側の面 F ′ は aから可視で

ない; (2) F の法線ベクトルは ±e1, . . . ,±en の中のいずれ
かであり，a · f は ±a1, . . . ,±an のいずれかである．
Algorithm 1. ConvexHull-Hypercube-Point(a)

Input: Vector a = (a1, . . . , an) ∈ R
n.

1. V ← 0;

2. For i = 1, . . . , n do

3. If |ai| ≥ 1/2 then

4. V ← V + (|ai| − 1/2)/n;

5. done;

6. Output V + 1.

したがって下記が言える．

命題 2.2. 入力として a ∈ R
n が与えらるとき，

conv([−1/2, 1/2]n∪{a})の体積はO(n)時間で計算できる．

3. 正軸体を半空間で切り取ってできる体積

本節では定理 1.1のためのアルゴリズムについて説明す

る．まず 3.1.節で基本的な定義を行い，3.2.節でアルゴリ

ズムの説明を行う．

3.1 基本的な定義

中心を 0 とする半径 1 の正軸体を C(0, 1) とする．つ

まり，

C(0, 1)
def
= conv({±e1, . . . ,±en})

=

⎧⎨
⎩x ∈ R

n

∣∣∣∣∣∣||x||1 =
∑

i=1,...,n

|xi| ≤ 1

⎫⎬
⎭ ,

ただし ei (i = 1, . . . , n) は i番目の成分だけが 1で他の成
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分が 0のベクトルである．

n次元ベクトル a ∈ R
n および b ∈ Rに対し，半空間で

切り取られた正軸体を CT (a, b)とする．つまり，

CT (a, b)
def
= C(0, 1) ∩ {x ∈ R

n|a · x ≤ b}.

本稿では CT (a, b)の体積を計算する方法について述べる．

一般性を失うことなく，a ∈ R
n
≥0 を仮定する．

次の幾何双対性の定義は [17]によるものである．

定義 3.1. 点の集合K ⊆ R
n について，K の双対K∗ とは

次の式で定義される．

K∗ def
= {y ∈ R

n|x · y ≤ 1 for all x ∈ K} (1)

ちょうど K の頂点は K∗ の面 (facet) を定義する半空

間と対応する．例えば，ハイパーキューブ [−1, 1]n と
正軸体 C(0, 1) は互いに幾何双対の関係にある．ハイ

パーキューブ [−1, 1]n の頂点 1 = (1, 1, . . . , 1) は，半空

間 {x ∈ R
n|1 · x ≤ 1} と対応し，この半空間の境界であ

る超平面は正軸体 C(0, 1)の面である．なお次のことが言

える．

命題 3.2. n次元ベクトル a ∈ R
n
≥0 と b ∈ R+ について，

CT (a, b) は conv([−1, 1]n ∪ {a/b}) と互いに幾何双対で
ある．

先に見たとおり，conv([−1, 1]n ∪ {a/b})の体積は O(n)

時間で計算完了するということが，本稿で CT (a, b)の体

積を多項式時間で計算するアルゴリズムの有無を考察する

動機である．なお，提案アルゴリズムは b ≤ 0の場合も自

然に扱えるので，以下では，b ∈ Rとする．

さて f(x)を区間 [−1, 1]の一様分布の密度関数とする．
つまり，

f(x) =

⎧⎨
⎩
1/2 −1 ≤ x ≤ 1

0 otherwise.
(2)

次にステップ関数H(x)を考える．本稿では，

H(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0 x < 0

1/2 x = 0

1 x > 0

とする．H(x)は平均が 0で分散が限りなく 0に近い正規

分布の分布関数とも考えられる．本稿では H(x)を使って

不連続点のある関数を簡潔に記述する．例えば，x = ±1
の場合の値の差異を無視してH(x+ 1)H(1− x)/2を f(x)

の先の定義 (2)の代わりに用いる．

今挙げた例のように，ステップ関数を用いた表記を行

うと場合分けの表記の場合と比べて不連続点の上 (例えば

x = ±1の場合の f(x))で誤った値の関数となる．しかし

ながら，不連続点はステップ関数の引数が 0である場合に

限られていて，求める関数が連続であることが判っていれ

ば，この誤った値は後で修正ができる．そこで次のような

「ほぼ至るところで等しい」という関係を定義する．

定義 3.3. ２つの区分的多項式関数 F (x)と G(x)を考え

る．もしも x ∈ R \ I において F (x) = G(x)かつ，I ⊆ R

が有限個の点しか含まない場合，

F (x)
a.e.
= G(x) (3)

と書くことにする．F (x)
a.e.
= G(x)のことを F (x)と G(x)

はほぼ至るところで等しいと言う．

したがって，(2) によって定義される f(x) について，

f(x)
a.e.
= H(x + 1)H(1 − x)/2 である．もし F (x)

a.e.
=

G(x) (F (x) = G(x) for x ∈ R \ I) であり，F (x) が連

続であれば，G(x)を用いて c ∈ I について F (c)の値を得

ることができる．つまり，F (c) = limε→0 G(c− ε)である．

２変数関数についても，同様に「ほぼ至るところで等し

い」関係を定義できる．

定義 3.4. ２変数関数 F (x, y) と G(x, y) はどちらも区分

的多項式関数であるとする．もし (x, y) ∈ R \ I について
F (x, y) = G(x, y)であり，I ⊆ R

2 が有限個の直線からな

る点集合ならば，

F (x, y)
a.e.
= G(x, y) (4)

と書く．

もしも (c, d) ∈ I であって F (x, y)が連続であるならば，

適当な a, b ∈ Rが存在して

F (c, d) = lim
ε1→0

lim
ε2→0

G(c− ε1a, d− ε2b) (5)

として F (c, d)を求められる．特に有限個の場合分けによ

るG(x, y)の記述が利用できる場合，(5)が一つの値に収束

してなおかつ (a, b)と (c, d)の間にはG(x, y)の不連続点が

存在しないような aと bを選ぶことができる．

加えて，次の用語を定義することで区分的多項式関数の

記述に必要な記憶容量の議論ができる．

定義 3.5. 区分的多項式関数 F (x)のピース I とは，次の

条件を満たすような多項式関数 G(x)が存在するような連

続区間でである：

( 1 )
∫
x∈I

1dx > 0;

( 2 ) F (z) = G(z)を満たすような z ∈ I が存在する;

( 3 ) x ∈ I について y ∈ [x, z]∪ [z, x]であるような任意の y

について F (y) = G(y)である

3.2 提案アルゴリズム

ここでは Vol(CT (a, b))を求めるアルゴリズムについて

述べる．確率の議論を用いることによって，Vol(CT (a, b))

を定積分の繰り返しの形で表現する．この定積分をすべて

計算するのにかかる時間が nの多項式で抑えられる．証明

は [5]を参照．
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最初に，単純なアプローチで CT (a, b)の体積を計算する

ことは効率的でないことを注意しておく．正軸体 C(0, 1)

には 2n個の面 (facet)があるので，CT (a, b)も指数個の面

を持ちうる．もしも CT (a, b)をシンプレックスに分割す

ることを考えると，指数個のシンプレックスが現れうる．

したがって，それらのシンプレックスの個々の体積を求め

て和を取ろうとすると nの指数に比例する時間がかかる．

代わりに，CT (a, b) の体積を計算するアルゴリズムは

確率を考えることで得られる．ランダムなベクトルX が

[−1, 1]n 内に一様に分布しているとする．すると，

Vol(CT (a, b)) = 2n Pr[||X||1 ≤ 1 ∧ a ·X ≤ b].

この確率を定積分の繰り返しで表現することが，

Vol(CT (a, b)) を得るアルゴリズムのアイディアである．

まず次を定義する．

Φ0(u, v) = Pr[0 ≤ u ∧ 0 ≤ v]
a.e.
= H(u)H(v)

そしてX = (X1, . . . , Xn)，また a = (a1, . . . , an)とする．

すると Φi(u, v)を次の式で定義される２変数関数と定義で

きる．

Φi(u, v)

= 2i Pr[|X1|+ · · ·+ |Xi| ≤ u ∧ a1X1 + · · ·+ aiXi ≤ v]

= 2i
∫
xi∈[−1,1]

Pr

⎡
⎣i−1∑
j=1

|Xj |+ |xi| ≤ u

∧
i−1∑
j=1

ajXj + aixi ≤ v

∣∣∣∣∣∣Xi = xi

⎤
⎦ dxi

= 2i
∫
xi∈R

Pr

⎡
⎣i−1∑
j=1

|Xj |+ |xi| ≤ u

∧
i−1∑
j=1

ajXj + aixi ≤ v

⎤
⎦ f(xi)dxi

= 2

∫
xi∈R

Φi−1(u− |xi|, v − aixi)f(xi)dxi, (6)

ただし f(x)
a.e.
= H(x + 1)H(1 − x)/2である．すると明ら

かに Φn(1, b) = Vol(CT (a, b))である．この式 (6)の形か

ら，Φi(u, v)の値のうち u > 1に対応する部分は Φn(1, b)

の値の計算には不要である．提案アルゴリズムでは，式 (6)

を u ≤ 1について計算する．

定理 1.1の証明のアイディアを説明する．まず，任意の固

定された u ≤ 1について Φi(u, v)は区分的多項式で，次数

は高々 iであり，また，Φi(u, v)のピースの数は高々 2n+1

であるといえる．これによって積分を多項式時間で処理で

きるため Φn(u, v)を多項式時間で計算できる．次の命題が

証明に関して重要な役割をはたす．

命題 3.6. ベクトル a ∈ R
n
≥0 が与えられたとして，K

は凸多面体で K = conv({v1, . . . ,vN}) とする．ただし，
v1, . . . ,vN ∈ R

n なおかつ a · v1 ≤ a · v2 ≤ · · · ≤ a · vN

を満たすとする．ここで FK(a, b)を

FK(a, b) = Vol({x ∈ K|a · x ≤ b}). (7)

と定義すると次のことが言える．

( 1 ) FK(a, b)は bの区分的多項式関数であって， 次数は

高々 nである;

( 2 )任意に固定された a について，FK(a, b) のピースは

高々 N + 1である;

( 3 )任意に固定された a について FK(a, b) のピースは

(−∞,a · v1],[a · vN ,+∞) と [a · vi,a · vi+1] (i =

1, . . . , N)で与えられる．

命題 3.6により，次のことが言える．

観察 3.7. ベクトル a = (a1, . . . , ai)について，a1 ≥ a2 ≥
· · · ≥ ai ≥ 0を仮定する．すると，次のことが成立する．

( 1 ) Φi(u, v) = 0 (u ≤ 1, v ≤ −a1u) また，Φi(u, v) =

ui/i! (0 ≤ u ≤ 1, v ≥ a1u)である．

( 2 )変数 u ≤ 1を固定したとき Φi(u, v)は区分的多項式関

数である．ピースの数はたかだか 2i+ 1である．

( 3 )関数 Φi(u, v)のピースは (−∞, α1u], [α2iu,+∞)およ

び，[αku, αk+1u] (k = 1, . . . , 2i)である．ただし，

αk =

⎧⎨
⎩
−ak for k = 1, . . . , i,

a2i−k+1 for k = i+ 1, . . . , 2i.
(8)

次に，以下のような定義をする．

定義 3.8. ２変数関数 Vk(u, v) を Vk(u, v)
def
= H(v −

αku)H(αk+1u− v) (k = 1, . . . , 2n− 1)と定義する．ここ

で Φi(u, v) (u ≤ 1)の標準形を次のように定義する．

Φi(u, v)
a.e.
= H(u)H(1− u)

2i∑
k=0

Vk(u, v)pk(u, v)

+H(u)H(1− u)H(v + α2iu)u
i/i!

ただし，pk(u, v)は uと vの多項式とする．

ここで u > 1の場合については計算する必要がないこと

に注意しておく．もし u > 1である場合，Φn(u, v)は多面

体 C(0, u) ∩ [−1, 1]n ∩ {x ∈ R
n|a · x ≤ v}の体積と等し

い．この多面体は指数的に多くの頂点を持ちうる．

提案アルゴリズムはu ≤ 1である場合についてΦi(u, v)の

標準形を Φi−1(u, v) (i = 1, . . . , n)の標準形から計算する．

ここでΦi(u, v)の標準形は配列変数Ai(k)と三次元配列変数

Pi(k, du, dv) (k = 0, . . . , 2i, du = 0, . . . , i, dv = 0, . . . , i)

によって与えられる．添字の kは先に定義した標準形に現

れるシグマの中の変数 kと同じものである．添字 du, dv は

それぞれ pk(u, v)中での uおよび vの次数を表す．配列変

数 Ai(k)および Pi(k, du, dv)の値は Φi(u, v)において，標

準形の定義中の値 αk および，多項式 pk(u, v)で u, v の次
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数がそれぞれ du, dv で与えられる項の係数を表す．以下，

提案アルゴリズムを示す．

Algorithm 2. Input: a ∈ R
n
+ and b ∈ R.

1. Set P0(0, 0, 0) := 0, A0(0) := 0;

2. For i = 1, . . . , n do

3. For k = 0, . . . , 2i do

4. Set Ai(k) = αk as given in Observation 2;

5. For all (du, dv) ∈ {0, 1, . . . , i}2 do

6. Compute Pi(k, du, dv);

7. done;

8. done;

9. done;

10. Find k such that An(k − 1) ≤ b ≤ An(k);

11. Output
∑n

du=0

∑n
dv=0 Pn(k, du, dv)b

dv .

最後に Φn(u, v)の値，特に (u, v) = (1, b)の場合の値を

求める際には注意が必要である．得られる Φn(u, v)の標

準形は u ≤ 1について「ほとんど至るところで等しい」だ

けであるので，単純に (u, v) = (1, b)を代入すると誤った

値を得る恐れがある．これは (u, v) = (1, b)のときに，標

準形の中のステップ関数の引数のうち一つでも 0 になっ

た場合に起こりうる．そのような誤った値を避けるために

は，Φn(1− ε, b− ε′)の値を適当な ε, ε′ → 0 について求め

る必要があり，それは
∑n

du=0

∑n
dv=0 Pn(k, du, dv)b

dv に収

束する．

定理 1は次の補題によって証明できる．

補題 3.9. 固定された a ∈ R
n
+ について，Φi(u, v)の標準

形のステップ関数引数が全て 0でないとき，Φi(u, v)の値

と Φi(u, v)の標準形の値は一致する．更に，標準形の中の

pk(u, v)は u, vの次数が高々 iの多項式である．

Proof. 帰納法で証明を行う．まず基礎段階として，Φ1(u, v)

は次によって与えられる．

Φ1(u, v) = 2

∫ ∞

−∞
Φ0(u− |x1|, v − a1x1)f(x1)dx1

=

∫ 1

−1

H(u− |x1|)H(v − a1x1)dx1

=

∫ 0

−1

H(u)H(u+ x1)H(v − a1x1)dx1

+

∫ 1

0

H(u− x1)H(v − a1x1)dx1

a.e.
= min{1, u, v/a1}H(min{1, u, v/a1})+

(min{0, v/a1} −max{−1,−u})
H(min{0, v/a1} −max{−1,−u})

これらの maxおよび minはステップ関数をつかって下記

のように書き直せる．

max
i=1,...,�

{p�} a.e.
=

∑
i=1,...,�

∏
j �=i

H(pi − pj)pi (9)

min
i=1,...,�

{q�} a.e.
=

∑
i=1,...,�

∏
j �=i

H(qj − qi)qi (10)

したがって，次のことが言える．

min{0, v/a1} a.e.
= H(−v/a1)v/a1,

max{−1,−u} a.e.
= H(−1 + u)(−1) +H(−u+ 1)(−u),

min{1, u, v/a1} a.e.
= H(u− 1)H(v/a1 − 1)

+H(1− u)H(v/a1 − u)u

+H(1− v/a1)H(u− v/a1)v/a1

また，

H

(
min

i=1,...,�
{pi} − max

j=1,...,�′
{qj}

)

a.e.
=

∑
i=1,...,�

∏
j=1,...,�′

H(pi − qj)

が成立するので，

H(min{0, v/a1} −max{−1,−u})
a.e.
= H(u)H(v/a1 + 1)H(v/a1 + u)

かつ

H(min{1, u, v/a1}) a.e.
= H(u)H(v/a1)

であるといえる．このやり方で，次のように式を変形で

きる．

Φ1(u, v)

a.e.
= H(u)H(v/a1 + 1)H(v/a1 + u)H(−v/a1)v/a1

−H(u)H(v/a1 + 1)H(v/a1 + u)H(−1 + u)(−1)
−H(u)H(v/a1 + 1)H(v/a1 + u)H(−u+ 1)(−u)
+H(u)H(v/a1)H(u− 1)H(v/a1 − 1)

+H(u)H(v/a1)H(1− u)H(v/a1 − u)u

+H(u)H(v/a1)H(1− v/a1)H(u− v/a1)v/a1

(11)

a.e.
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 u < 0 or v < −a1u
u+ v/a1 0 < u < 1 and − a1u < v < a1u

2u 0 < u < 1 and a1u < v

1 + v/a1 1 < u and − a1 < v < a1

2 1 < u and a1 < v.

(12)

標準形は (12)から直ちに得られ，u ≤ 1について

Φ1(u, v)

a.e.
= H(u)H(1− u)H(v + a1u)H(a1u− v)(u+ v/a1)

+H(u)H(1− u)H(v − a1u)2u
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である．以上により，補題の主張は基礎段階では成立する．

次に帰納段階について述べる．帰納法の仮定として，

Φi−1(u, v)の標準形が得られており，pk(u, v) (k = 0, . . . , 2i)

は次数が高々 i−1の多項式とする．関数Φi(u, v)のピース

が与えられる形は観察 3.7の第三の主張の通りであるので，

ここでは多重積分の計算方法を述べる．つまり，0 ≤ k ≤ 2i

について各項H(u− |xi|)H(1− (u− |xi|))Vk(u− |xi|, v −
aixi)pk(u− |xi|, v − aixi) を積分するときの手続きを説明

する．簡単のため，最終項については少し異なるが同様の

処理を行うために省略をする．

さて一つの項を積分した結果は次のようなものにな

る．ここで qk(u− xi, v − aixi)および q̃k(u+ xi, v − aixi)

は d
dxi

qk(u − xi, v − aixi) = pk(u − xi, v − aixi) かつ
d

dxi
q̃k(u + xi, v − aixi) = pk(u + xi, v − aixi) を満たす

ものとする．場合分けをして，αk > 0かつ αk+1 > 0であ

る場合，次が言える．
∫ 1

−1

H(u− |xi|)H(1− (u− |xi|))Vk(u− |xi|, v − aixi)

pk(u− |xi|, v − aixi)dxi

=

∫ 1

0

H(u− xi)H(1 + xi − u)Vk(u− xi, v − aixi)

pk(u− xi, v − aixi)dxi

+

∫ 0

−1

H(u+ xi)H(1− xi − u)Vk(u+ xi, v − aixi)

pk(u+ xi, v − aixi)dxi (13)

a.e.
= [qk(u− xi, v − aixi)]

Tk(u,v)
Sk(u,v)

H(Tk(u, v)− Sk(u, v))

+ [q̃k(u+ xi, v − aixi)]
T̃k(u,v)

S̃k(u,v)
H(T̃k(u, v)− S̃k(u, v))

(14)

ただし， Tk(u, v), T̃k(u, v), Sk(u, v), S̃k(u, v) は αk および

αk+1 の値によって決まる．被積分関数はステップ関数の

因数 H(u∓ xi)H(1± xi − u)および

Vk(u∓ xi, v − aixi) = H(v − aixi − αk(u∓ xi))

H(αk+1(u∓ xi)− v + aixi)

を持っているのでので，これらのステップ関数因数は xiの

係数の符号に応じて積分の上限または下限を決める．もし

も αk + ai ≥ αk − ai > 0かつ αk+1 + ai ≥ αk+1 − ai > 0

である場合には，

Tk(u, v) = min

{
1, u,

−v + αk+1u

αk+1 − ai

}

Sk(u, v) = max

{
0, u− 1,

−v + αku

αk − ai

}

T̃k(u, v) = min

{
0, 1− u,

v − αku

αk + ai

}

S̃k(u, v) = max

{
−1,−u, v − αk+1u

αk+1 + ai

}

である．ここで，1, 0,−1は (13) の積分の上下限から得ら

れる．そして (14)は次の式と等しい．

qk(u− Tk(u, v), v − Tk(u, v))H(Tk(u, v)− Sk)

− qk(u− Sk(u, v), v − Sk(u, v))H(Tk(u, v)− Sk)

+ q̃k(u+ T̃k(u, v), v − T̃k(u, v)))H(T̃k(u, v)− S̃k(u, v))

− q̃k(u+ S̃k(u, v), v − S̃k(u, v))H(T̃k(u, v)− S̃k(u, v))

ここで minや maxはステップ関数を使って書き直しがで

きるので，積分の結果は明らかにステップ関数および u, v

の高々次数 i の多項式の積である．したがって，min と

maxをステップ関数で書き換えると，ステップ関数の引数

は次のようになる．

Tk(u, v)− Sk(u, v)

= min

{
1, u,

−v + αk+1u

αk+1 − ai

}
−max

{
0, u− 1,

−v + αku

αk − ai

}
,

かつ

T̃k(u, v)− S̃k(u, v)

= min

{
0, 1− u,

v − αku

αk + ai

}
−max

{
−1,−u, v − αk+1u

αk+1 + ai

}

他の αk および αk+1 の値の組み合わせの場合も同様であ

るため，ここでは証明を省略する．

関数 Φi(u, v)の標準形は次のようにして得ることができ

る．任意に 0に近い ε > 0及び k = 1, . . . , 2iについて，も

しも u = εかつ v = αk + εであった場合にステップ関数因

数が 0であるか 1であるかを調べる．つまり，εを選ぶ際

にどのステップ関数の引数も 0でないように選ぶ．このと

き多項式因数の部分に現れる uや v を εや αk + ε で置き

換えはしない．すると，pk(u, v)はステップ関数を 0ない

し 1で置き換えたときに残る式である．以上により，補題

は示された．

定理 1.1の証明は次のとおりである

Proof. (定理 1.1) 区分的多項式関数 Φi(u, v)及び途中計

算の積分式を記憶するのに必要な記憶領域を考える．関

数 Φi(u, v)を格納するのに配列 Ai(k)と配列 Pi(k, du, dv)

を使うので (k = 0, . . . , 2i, du = 0, . . . , i, dv = 0, . . . , i)，

O(i3)の領域で u ≤ 1について関数 Φi(u, v)を格納するの

に十分である．

さて関数 Φi−1(u− |xi|, v − aixi)を格納するだけの記憶

領域は一時的に関数 Φi−1(u, v)を格納するための領域に比

べて高々 i倍程度あれば十分である．これは，(u+ xi)
i−1，

(u− xi)
i−1，(v − aixi)

i−1 のような累乗を展開して積の和

の形にする際にそれぞれ高々 i個の項が現れるためである．

ここで，積和の形の多項式の積分をシンボリックに行う

ということは，各項について積分後の形に書き換えを行う

ということであり，これは各項について定数時間で実行可
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能である．つまり，積分を実行するのは被積分関数の長さ

について線形時間で完了する．したがって，高々 O(i4)時

間あれば積分
∫ 1

−1
Φi−1(u− |xi|, v− aixi)dxi の結果を得る

のに十分である．

積分の結果得られた多項式は標準形で必ずしも標準形

ではないので，この式を標準形に書き換える．この処理は

高々 O(i4)× 2i = O(i5)時間で完了する．

以上により，関数 Φi(u, v)の標準形は Φi−1(u, v)の標準

形からO(i5)時間で得られる．よって定理は示された．

4. 結論と今後の課題

本稿では，正軸体を一つの半空間で切り取ってできる多

面体の体積について，多項式時間アルゴリズムが存在する

ことを説明した．ハイパーキューブを一つの半空間で切り

取ってできる多面体 (0− 1ナップサック多面体) の体積を

求める問題が#P -困難であるのとは対照的に，正軸体を半

空間で切り取った場合は体積の計算は困難ではない．以前

の研究 [3], [4]で得られた結果と本稿の結果を合わせてみる

と，幾何双対性が効率的な体積計算アルゴリズムが存在す

るかどうかを保存する可能性がある．

今後の課題として，幾何双対の関係にある２つの多面体

の間で，効率的な体積計算アルゴリズムの存在が保存され

るかどうか，証明あるいは反例を探したい．その他，次の

２条件を満たすような多面体 K の体積を求める問題は多

項式時間で解決可能と考えている．

( 1 ) K ′ を poly(n)個の頂点からなる多面体とする．

( 2 ) K はK ′ を定数個の線形制約式（変数の絶対値を含む

ことを許す）によって切り取ってできる多面体である．

正軸体を半空間で一つの半空間で切り取ってできる多面

体の体積を計算するのには O(n6)かかるのに対し，ハイ

パーキューブと１点の凸包の体積を計算するのは O(n)で

完了する．このような計算時間の差が本質的かどうかは興

味深いと考えている．今回の提案アルゴリズムは実行時間

を最適化していないため，より高速なアルゴリズムが存在

する可能性がある．
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