
2日目までに生まれたすべてのゲームの構成
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概要：組合せゲーム理論においてゲームの値について調べることは，ゲームを解析する上でとても重要で
ある．また，ある値を持つゲームが実際にどのように表現できるのかを知ることによって，ゲームを解析

する際に具体例を用いた考察が可能となる．2日目までに生まれたゲームの構成について，コナネと呼ば

れるゲームにおいて高々 8 × 8の盤面に収まる高々 15個のマス目を用いて構成できることが知られてい

る．今回我々は “それはオレの魚だ！”と呼ばれるボードゲームの変種を用いて，さらに少ないマス目に

よって 2日目までに生まれたすべてのゲームを構成できた．
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Composition of All Games Born by Day 2
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Abstract: It is very important to analyze game values in combinatorial game theory. In addition, by know-
ing how a certain value can actually be expressed, it is possible to consider using specific examples when
analyzing the game by a position of concrete game. It is known that all the game positions born by day 2
can be constructed by at most 15 squares that fits on the board of 8 × 8 in the game called Konane. In this
paper, we report that all the game positions born by day 2 with fewer squares, can be constracted also using
a variation of the board game called “Hey, That’s My Fish!”.

Keywords: Combinatorial Game, The birthday of game, “Hey, That’s My Fish!”

1. はじめに

本研究には “それはオレの魚だ！”と呼ばれるボードゲー

ムの変種と，組合せゲーム理論を用いた．

1.1 組合せゲーム理論

組合せゲーム理論はConwayやBerlekampらによって考

案された理論であり，主に対戦ゲームの戦略を代数的に解

析することを目的としている．組合せゲーム理論の解説書

としては，[1]や [6]などがある．その数学的構造の美しさ

やアルゴリズム的な興味深さから，近年数学分野の一分野

として発展してきた．代数的な解析を行うためには，ゲー

ムというものを数学的にある程度うまく定式化する必要が
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ある．そのため，対戦ゲームのうち，組合せゲーム（偶然

要素を含まず，双方のプレイヤーがどの局面においても完

全な情報を持つゲーム）と呼ばれるゲームについて解析を

行うことが主流となっている．本研究には，ボードゲーム

“それはオレの魚だ！”の変形として得られる組合せゲーム

を用いる．

1.2 “それはオレの魚だ！”のルール

“それはオレの魚だ！” [3]のルールについて述べる．

“それはオレの魚だ！”は 2～4人で対戦するボードゲーム

である．有限個の正六角形のマス目を用いて対戦する．そ

れぞれのマス目には魚が 1～3尾描かれている．

まず，プレイヤーにはチームカラーが与えられる．プレ

イヤーはその時の対戦人数（n 人 (2 ≤ n ≤ 4)とする）に

応じて，魚が 1尾であるマス目にチームカラーのついたペ

ンギンを交互に 6− n羽置き，全てのプレイヤーがペンギ

ンを置き終わった時点から，ゲームが開始される．

プレイヤーは交互に手を打つ．プレイヤーが自身のター
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ンで行えるプレイは，自身のチームカラーの 1羽のペンギ

ンを選択し，動かすことである．ペンギンは任意の 6方向

に好きなだけ一直線に動かすことができる．ただし，途中

で方向転換を行うことはできず，行先に他のペンギン（自

分のチームのペンギンを含む）がいる場合や正六角形のマ

ス目が無い場合は飛び越すことはできない．ペンギンが動

いた後，そのペンギンが元いた正六角形のマス目は消滅し，

そのマス目に描かれている魚の数だけプレイヤーにポイ

ントが入る．どのペンギンも動かせなくなったとき，ゲー

ムは終了する．最終的に最も多くのポイントを得たプレイ

ヤーの勝ちである．

“それはオレの魚だ！”はプレイを進めると，ゲームの局

面が徐々に分割されていく．組合せゲーム理論で開発され

た様々な手法（温度理論など）はそのような局面を上手に

扱うことができるため，本ゲームは組合せゲーム理論を用

いて解析することに適したゲームであると考えられる．

本研究では，後述のように，このゲームのルールを簡略

化したゲームを用いた．

2. ゲームの定式化

2.1 ゲームの定義

組合せゲーム理論の代表的な書籍として知られる [1]

や [6]などを参考に，ゲームの定式化を行う．本稿では，以

下の性質を満たすものをゲームと呼ぶ．

• 2人のプレイヤー（左と右と呼ぶ）が交互に手を打つ．

• お互いのプレイに隠された情報は無い．（完全情報性）
• 偶然の要素を含まない．（確定性）
• 有限の着手で終了する．
• 手を打てなくなったプレイヤーの負けである．（正規
形）

Gをゲームの局面とする．Gの左選択肢（Gにおいて左

が手を打ったあとの局面）の全体を GL とし，同様に Gの

右選択肢（Gにおいて右が手を打ったあとの局面）の全体

を GR とする．ゲーム Gはそれらを対にして

G = {GL | GR} (1)

と表すことにする．

手詰まりになったゲームは，それぞれの選択肢が存在し

ない．そのようなゲームを空ゲームといい，{∅ | ∅}や {|}
などと書く．

一般に左選択肢と右選択肢が異なるゲームを非不偏ゲー

ムと呼び，特に左選択肢と右選択肢が同じであるゲームを

不偏ゲームと呼ぶ．例えば [7]は，“それはオレの魚だ！”

を特殊に変形し，不偏ゲームとみなしたものと同型（ゲー

ム木が等しい）となるゲームの研究である．

2.2 帰結類

各ゲームは次の 4 つの帰結類のいずれかただ一つに属

する．

• N · · · 先手必勝
• P · · · 後手必勝
• L · · · 左勝ち
• R · · · 右勝ち

また，ゲームGの帰結類を o(G)と書く．例えばGが左

勝ちならば o(G) = Lである．

2.3 ゲームの代数構造

ゲームには豊かな代数構造がある．ここでは特筆すべき

性質について述べる．

Definition 2.1 (ゲームの和). ゲーム G = {GL | GR}と
ゲームH = {HL | HR}の和G+H を，次のように再帰的

に定める．

G + H = {GL + H,G +HL | GR + H,G +HR}. (2)

Definition 2.2 (ゲームの逆). ゲーム G = {GL | GR}の
逆 −Gを，次のように再帰的に定める．

−G = {−GR | −GL}. (3)

G + (−H)は G−H と書く．

Theorem 2.3 ([1]). (1) ゲームの和は結合法則と交換法

則を満たす．

(2) 任意のゲームGに対して，0+G = G+0 = Gである．

(3) 任意のゲーム Gに対して，−(−G) = Gである．

Definition 2.4 (ゲームの同値性). 与えられたゲームG,H

と任意のゲーム X に対して，関係 ≡を次で定める．

G ≡ H ⇐⇒ o(G + X) = o(H + X). (4)

G ≡ H であるとき，Gと H は同値であるという．この関

係 ≡はゲーム全体の集合上での同値関係となる．

2.4 標準形のゲーム

ゲームは，プレイヤーの有利・不利に影響のない無駄な

手を省いて考察するのが良い．そのような無駄な手を省い

たゲームを標準形のゲームという．

Theorem 2.5 (劣位な選択肢). ゲーム

G = {A,B,C, . . . | H, I, J, . . .} (5)
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において B ≥ Aならば

G = {B,C, . . . | H, I, J, . . .} (6)

に対して，G ≡ G′ となる．

Theorem 2.6 (打消し可能な選択肢). ゲーム

G = {A,B,C, . . . | H, I, J, . . .} (7)

に対して，Aのある右選択肢 AR が G ≥ AR を満たすと

き，AR = {W,X, Y, . . . | . . .}とすると，

G′ = {W,X, Y, . . . , B,C, . . . | H, I, J, . . .} (8)

に対して，G ≡ G′ となる．

Definition 2.7 (標準形のゲーム). ゲーム Gおよび Gの

全局面が劣位な選択肢および打消し可能な選択肢を持たな

いとき，Gを標準形という．

ゲームの定義 2.4による同値類は，ただ一つであり，そ

のゲームで代表するのが自然である．以下，ゲームの同値

類は標準形で表し，それをゲームの値という．

2.5 ゲームの値

組合せゲーム理論においてゲームの値について調べるこ

とは，ゲームを解析する上でとても重要である．以下，簡

単にゲームの値について述べるが，特殊な値を持つゲーム

についての説明は省いている．

整数に対して次のように定義する．

• 0
def
= {∅ | ∅}

• n
def
= {n− 1 |}

• −n def
= {| −(n− 1)}

Example 2.8.

2 = {1 |} = {{0 |} |} = {{{|} |} |}. (9)

2進有理数について，次のように定義する．

j > 0および奇数mに対して

m

2j
def
= {m− 1

2j
| m + 1

2j
} (10)

Example 2.9.

19

32
= {18

32
| 20

32
} ≡ { 9

16
| 5

8
}. (11)

2.6 ゲームの誕生日

ゲームの誕生日について述べる．ゲームの誕生日とは，

一言でいえばゲーム木の高さのことである．

Definition 2.10 (誕生日). ゲーム G = {GL | GR}の誕生

日を b(G)と書き，次のように定義する．

b(G) = max{b(G′) | G′ ∈ GL ∪ GR}+ 1. (12)

ただし，GL = GR = ∅のとき，b(G) = 0であるとする．

b(G) ≤ n (n ∈ N0)であるゲーム Gを n日目までに生ま

れたゲームと呼ぶ．

Proposition 2.11 ([1]). 0日目までに生まれたゲームは

ただ 1つ，0 = {∅ | ∅}であり，1日目までに生まれたゲー

ムは次の 4つである．

0 = {∅ | ∅},

1 = {0 | ∅},−1 = {∅ | 0}, ∗ def
= {0 | 0}.

1日目までに生まれたゲームは 4つ存在することから，2

日目までに生まれたゲームの左選択肢，右選択肢はそれぞ

れ高々 24 = 16通りあり，2日目までに生まれたゲームは

16 × 16 = 256個存在しうる．しかし，実際にはそのうち

の多くのゲームは定義 2.4の意味で同値である．したがっ

て，2日目までに生まれたゲームについては次のことが知

られている．

Theorem 2.12 ([1]). 2日目までに生まれたゲームは次の

22個である．

0 = {∅ | ∅},

1 = {0 | ∅},−1 = {∅ | 0}, ∗ = {0 | 0},

2 = {1 | ∅},−2 = {∅ | −1},

1∗ def
= {1 | 1},−1∗ def

= {−1 | −1},
1

2
= {0 | 1},−1

2
= {−1 | 0},

{1 | ∗}, {∗ | −1}, {1 | 0}, {0 | −1},

↑def= {0 | ∗}, ↓def= {∗ | 0},

↑ ∗ def
= {0, ∗ | 0}, ↓ ∗ def

= {0 | 0, ∗},

{1 | 0, ∗}, {0, ∗ | −1},

∗2 def
= {0, ∗ | 0, ∗},±1

def
= {1 | −1}.

3. 主結果

ある値を持つゲームが実際にどのように表現できるのか

を知ることによって，ゲームを解析する際に，具体例を用

いた考察が可能となる．2日目までに生まれたゲームの構

成について，コナネと呼ばれるゲームにおいて高々 8 × 8

の盤面に収まる高々 15個のマス目を用いて構成できるこ

とが知られている [1]．今回我々は “それはオレの魚だ！”
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• ◦
× × • × ×
表 1 ↑= {0 | ∗}

を用いて，さらに少ないマス目によって 2日目までに生ま

れたすべてのゲームを構成できた．本研究で用いたゲーム

は，“それはオレの魚だ！”の変種であり，以下にそのゲー

ムのルールを示す．

• 2人のプレイヤーが対戦する．

• 有限個の正方形のマス目の上に青い駒（黒丸）と赤い
駒（白丸）が置いてある．

• 左のプレイヤーは青い駒（黒丸），右のプレイヤーは
赤い駒（白丸）を一つ選び，水平または垂直方向に一

直線にスライドさせることができる（ただし，他のコ

マや消えたマスを飛び越すことはできない）．

• 駒を動かした後，その駒が置いてあったマス目は消え，
そのマスに駒を置くことはできない（×で表現した）．

本ゲームは，正方形盤面で行う，マスの魚の数が一定の

“それはオレの魚だ！”と考えることができる．

Example 3.1. 次のゲーム（表 1）は ↑= {0 | ∗}の値を持
つゲームである．

次の定理が主結果である．

Theorem 3.2. 2 日目までに生まれた 22 個のすべての

ゲームの局面は，2× 6または 3× 4の盤面に収まる高々 8

個のマス目からなるゲームによって構成できる．

Proof. 付録 A.1に 3 × 4の盤面に収まる 2日目までに生

まれた 22個のすべてのゲームを列挙した．

2× 6の盤面についても同様に構成することができる．

以下，いくつかの予想について述べる．

Conjecture 3.3. 1× nの盤面において，2日目までに生

まれた 22個のゲームのうち，構成不可能なゲームが存在

する．

Conjecture 3.4. 2× 5の盤面において，2日目までに生

まれた 22個のゲームのうち，構成不可能なゲームが存在

する．

Conjecture 3.5. 3× 3の盤面において，2日目までに生

まれた 22個のゲームのうち，構成不可能なゲームが存在

する．

4. まとめと今後の課題

今回，ボードゲーム “それはオレの魚だ！”の変種を用い

て 2日目までに生まれたすべてのゲームを構成することに

成功した．本研究で用いた盤面のサイズは非常に小さく，

このような小さな盤面で様々な値を持つ局面を構成できた

ことは，非不偏ゲームの構造や性質を具体例を用いながら

考察することに貢献しうる．

3日目までのゲームは 1474個存在することが知られてい

るが，今後これらが今回扱ったゲームで実現できるかどう

かについて検討したい．

Nim と呼ばれる石取りゲームは，不偏ゲームのすべて

の値を構成することができるゲームとして知られており，

そのようなゲームは universalと呼ばれる．本稿で述べた

非不偏ゲームにおいて，一般化コナネは唯一 universalな

ゲームとして知られている [4],[5]．今回考察したゲームが

universalであるかどうかについても検討したい．

また，より元のゲームへと近づけるため，正六角形盤面

上で行う本ゲーム（すなわち，マスの魚の個数が一定であ

る “それはオレの魚だ！”）についても検証した．

その結果，正方形盤面の結果ほどシンプルなものは見つ

けることができなかったが，2日目までに生まれた 22個の

すべてのゲームを構成することができた（付録 A.2）．

これらのゲームの局面は実際の “それはオレの魚だ！”に

登場しうるものであり，本研究が “それはオレの魚だ！”

の局面分析に貢献できることを強く示している．
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付 録

A.1 2日目までに生まれた 22個のすべての
ゲーム～正方形版～
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∅
表 A·1 0 = {∅ | ∅}

•
表 A·2 1 = {0 | ∅}

◦
表 A·3 −1 = {∅ | 0}

• ◦
表 A·4 ∗ = {0 | 0}

•
表 A·5 2 = {1 | ∅}

◦
表 A·6 −2 = {∅ | −1}

• ◦
表 A·7 1

2
= {0 | 1}

◦ •
表 A·8 − 1

2
= {−1 | 0}

• × ◦
•

表 A·9 1∗ = {1 | 1}

◦ × •
◦

表 A·10 −1∗ = {−1 | −1}

•
◦ × ×

表 A·11 {1 | ∗}

◦
• × ×

表 A·12 {∗ | −1}

× ◦
•

表 A·13 {1 | 0}

× •
◦

表 A·14 {0 | −1}
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• ×
◦

× • ×
表 A·15 ↑= {0 | ∗}

◦ ×
•

× ◦ ×
表 A·16 ↓= {∗ | 0}

× ×
• ◦
× • × ×

表 A·17 ↑ ∗ = {0, ∗ | 0}

× ×
◦ •
× ◦ × ×

表 A·18 ↓ ∗ = {0 | 0, ∗}

× × ◦ ×
• ◦

• ×
表 A·19 {1 | 0, ∗}

× × • ×
◦ •

◦ ×
表 A·20 {0, ∗ | −1}

× ◦ ×
• ◦
× • ×

表 A·21 ∗2 = {0, ∗ | 0, ∗}

• ◦
表 A·22 ±1 = {1 | −1}

A.2 2日目までに生まれた 22個のすべての
ゲーム～正六角形版～

図 A·1 0 = {∅ | ∅}

図 A·2 1 = {0 | ∅}

図 A·3 −1 = {∅ | 0}

図 A·4 ∗ = {0 | 0}

図 A·5 2 = {1 | ∅}
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図 A·6 −2 = {∅ | −1}

図 A·7 1
2
= {0 | 1}

図 A·8 − 1
2
= {−1 | 0}

図 A·9 1∗ = {1 | 1}

図 A·10 −1∗ = {−1 | −1}

図 A·11 {1 | ∗}

図 A·12 {∗ | −1}

図 A·13 {1 | 0}

図 A·14 {0 | −1}

図 A·15 ↑= {0 | ∗}
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図 A·16 ↓= {∗ | 0}

図 A·17 ↑ ∗ = {0, ∗ | 0}

図 A·18 ↓ ∗ = {0 | 0, ∗}

図 A·19 {1 | 0, ∗}

図 A·20 {0, ∗ | −1}

図 A·21 ∗2 = {0, ∗ | 0, ∗}

図 A·22 ±1 = {1 | −1}
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