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概要：Nimの一種である制限 Nimは，石の山からあるルールに従って二人のプレイヤが石を取り除いてい

き，最後に石を取ったプレイヤを勝ちとするゲームである．除去可能な石の数が非負整数の集合で表され

る例がよく研究されているが，特に除去不可能な石の数が有限集合である場合が，近年研究されつつある．

このようなゲームは All-but Nimと呼ばれる．除去不可能な石の数の集合の要素数が 3以下の場合はこれ

まで研究されているため，本稿では要素数が 4の場合について解析を行った．
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All-but Nim with FES sets of size 4

Koki Suetsugu1,a) Tomoaki Abuku2,b)

Abstract: Subtraction Nim, which is a variant of Nim, is a game in which each player removes stones from
a heap obeying a certain rule and the player who moves the last wins. Almost all researches are conducted
under assumption that the set of the removable numbers of stones are given. In particular, the case that
the set is cofinite (that is, the set of the prohibited numbers of stones is finite) has often been studied. Such
games are a called All-but Nim. The case that the size of the prohibited-number set is no more than three
has been studied well by Siegel, Sleator and Slusky. We study the case that the size is 4.
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1. はじめに

組合せゲーム理論は，偶然や運に左右されず完全情報を

持つゲームの数学的構造について研究する理論であり，こ

れまで多くの成果が発表されている．また， [1], [2]など，

本理論を紹介する書籍もいくつも出版されている．

1.1 不偏ゲームとG-value

本研究では，二人で行う不偏ゲーム（盤面に対して，可

能な着手がプレイヤによって異ならない）の正規形（最後

の着手者を勝者とする）について議論を行う．引き分けの

ない不偏ゲームの任意の局面は，先手に必勝戦略があるか

後手に必勝戦略があるかのいずれかとなる．しかしゲーム
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木における頂点数や分岐が過多であるため，終了局面から

の再帰的なしらみつぶしでは現実的な時間内で実際に必勝

戦略を見つけることが困難な例が多々ある．そこでゲーム

の必勝法に関する様々な理論が研究されている．本小節で

は，その中でも中心的な役割を果たす G-valueの理論につ

いて紹介する．

定義 1. 非負整数 a, bに対して，a =
∑

i 2iai, b =
∑

i 2ibi

とする (ai, bi ∈ {0, 1})．排他的論理和（ニム和，XOR）⊕
を，以下のように定義する．桁数が足りないときは，適宜

左桁に 0を補う．

a⊕ b =
∑
i

2i((ai + bi) mod 2).

排他的論理和は結合律が成り立つので，三項以上の和も

括弧を用いずに表記することとする．

例 1. 3⊕ 6 = 112 ⊕ 1102 = 1012 = 5.

例 2. 4⊕ 5⊕ 7 = 1002 ⊕ 1012 ⊕ 1112 = 1102 = 6.

次に，ゲーム同士の直和を定義する．

定義 2. 二つのゲームの局面 gと hに対して，gと hを並
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行にプレイするゲームを考える．すなわち，局面として g

と hのペア (g, h)が与えられ，プレイヤは gに対する合法

手を着手し，gのある次局面 g′と hのペア (g′, h)へと全体

を変えるか，hに対する合法手を着手し，hのある次局面

h′ と g のペア (g, h′)へと全体を変えるかのいずれかを行

うゲームである．このようなゲームを，gと hの直和ゲー

ムと呼び，g + hと表す．

ゲームの局面 g, h, j に対して，結合律 (g + h) + j =

g + (h+ j)が成り立つ．従って，3つ以上の局面の直和も，

括弧を用いずに表す．

正規形不偏ゲームの直和ゲームについては，構成成分そ

れぞれの G-valueと呼ばれるパラメータを調べることで，

全体のゲームの性質を知ることできる．G-valueは他に，

Grundy数，Sprague-Grundy数，Nimber，エネルギーな

どとも呼ばれている．以下に紹介する事実が，Sprague [3]

と Grundy [4]によって，見出された．

定義 3. N0 の真部分集合 S を引数に，非負整数を返す関

数 mexを以下のように定義する．ただし，N0 は非負整数

全体の集合である．

mex(S) = min(N0 \ S).

例 3. mex({0, 1, 3}) = 2.

例 4. mex({1, 2, 3, 4, 6, 7}) = 0.

定義 4. ゲームの局面 gに対して，G-value G(g)を以下の

ように定義する．

G(g) =

0 (gが終了局面)

mex({G(g′) | g′は gの次局面 }) (それ以外).

定理 1. g で後手に必勝戦略があるとき，かつそのときに

限り，

G(g) = 0.

定理 2. 二つのゲームの局面 gと hについて，以下が成り

立つ．

G(g + h) = G(g)⊕ G(h).

本定理によって示されている通り，不偏ゲームの必勝性

を判定する際に G-valueは非常に重要な役割を果たす．そ

のため，多くの先行研究において，様々なゲームのG-value

の求め方が考察されている．詳しくは [1], [5]なども参照

いただきたい．

1.2 制限Nim

制限 Nimとは以下のようなゲームである．

ゲーム 1. 石の山がいくつかある．ある正整数の集合 S が

最初に与えられる．プレイヤは各手番で，s ∈ S 個の石を

山の一つから取り除く．最後の着手者が勝者である．

S = Nのとき，よく知られた不偏ゲームである Nimと

なる．ただし Nは正整数全体の集合とする．

S が与えられているとき，山の石の個数 nに対して G-

value GS(n)は一意に定まる．よって数列 {GS(n)}を考え
ることができる．これを Grundy数列と呼ぶこととする．

定義 5. l ≥ 0，s > 0と p > 0が存在して，任意の n ≥ l

に対して an+p = an + sが成り立つとき，数列 {an}は加
法周期的であるという．また，l = 0で成り立つとき純加

法周期的であるという．

制限 Nimの Grundy数列については，いくつかの性質

が知られている．そのなかで，本研究では以下の性質につ

いてより深く研究する．

定理 3 (Siegel [6]). X が有限集合であるとき，{GN\X(n)}
は加法周期的になる．

有限集合 X に対して，S = N \X に対する制限 Nimを

特に All-but Nimと呼ぶ．また，このとき集合 X を FES

集合（有限除外集合）と呼ぶ．All-but Nimについて，先

行研究 [6], [7]で以下が示されている．

定理 4. |X| ≤ 3 のとき，{GN\X(n)} は純加法周期的と
なる．

|X|が 4以上の場合は，{GN\X(n)}が純加法周期的となら
ない場合が存在することが知られている（X = {2, 3, 6, 8}
など） [6]．しかし，具体的にどのような場合が純加法周期

的となり，どのような場合が純加法周期的にならないかは

これまで詳しく調べられてこなかった．そこで本稿では，

主に |X| = 4の場合について，詳細を調べた．

1.3 FESアルゴリズム

All-but Nimの Grundy数列を解析するために，Sleator

と Sluskyが考案した FESアルゴリズムについて紹介する．

本小節の内容はすべて [7]によるものである．

FES アルゴリズム (Algorithm 1) は G-value GN\X(m)

を，引数mが小さい順ではなく G-value GN\X(m)が小さ

い順に求めていくというものである．ステップ k = 0, 1, . . .

に対し，GN\X(m) = k となるすべてのmを以下のように

求める．

• n = min{i : GN\X(i)が未確定 }とする．GN\X(n) = k.

• x ∈ Xについて昇順に GN\X(n+x)が未確定，かつすべ

てのm < n+x,GN\X(m) = kについて (n+x)−m ∈ X

ならば GN\X(n + x) = k.

定理 5. FESアルゴリズムは，それぞれの局面の G-value

を正しく求める．

証明. 帰納法で証明する．ステップ kの前に，G-valueが

0, 1, . . . , k− 1となるすべての局面が正しく求められている

と仮定する．このとき，G-valueが kとなる全ての局面を求

められることを示す．まず，n = min{i : GN\X(i)が未確定 }
について，GN\X(n) = kが成り立つ．なぜならば，帰納法の

仮定より GN\X(n) > k−1であり，かつ GN\X(m) = kとな

るようなm < nが存在しないので，GN\X(n) > kとはなら
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Algorithm 1 FESアルゴリズム
k = 0

while do

n⇐ min(i : G[i] が未確定)

G[n]⇐ k

for j = 0 . . . X.length do

if G[n+X[j]] が未確定 then

for m = 0 . . . n+X[j]− 1 do

if G[m] = k then

if n+X[j]−m ̸∈ X then

goto breakloop

end if

end if

end for

G[n+X[j]]⇐ k

breakloop

end if

end for

k ⇐ k + 1

end while

ないからである．GN\X(n+x)についても同様に，帰納法の

仮定よりGN\X(n+x)が未確定であればGN\X(n+x) > k−1

であり，またすでに求められた GN\X(m) = k となるよう

な任意の m について n + x − m ∈ X が保障されている

ので GN\X(n + x) = kとなる．また，この操作で G-value

が確定しなかった値mについてはある x ̸∈ X が存在して

GN\X(m − x) = k となるため，GN\X(m) = k とはならな

い．

注意すべき点は，ステップ k−1が終わり，G-valueが k−1

以下となる局面が求められた時点で，どの局面のG-valueが

kとなるかを知りたいときに，それまでの各局面のG-value

を記録しておく必要がなく，ただすでに G-valueが求めら

れているか否かがわかれば十分であるという点である．こ

の性質を利用するために，関数Hk
N\X(n) : N→ {∗, }を以

下のように定義する．

定義 6.

Hk
N\X(n) =

{
∗ (GN\X(n) < k)

(GN\X(n) ≥ k)

すなわち，ステップ kが始まる前に，すでにG-valueが求

められているか否かを表す関数である．このとき，Hk
N\X(n)

は nが十分小さい範囲においては ∗が連続し，nが十分大

きい範囲においては が連続することとなる（k = 0の場

合を除く）．

補題 1. 定数 kに対し，n = min{i : Hk
N\X(i) = }と定義

する．このとき，m ≥ n+ max(X)に対し，Hk
N\X(m) =

となる．

証明. FESアルゴリズムより，任意の k′ < k に対して，

GN\X(n′) = k′ となる最小の n′ は n′ < nを満たす．従っ

て，m ≥ n + max(X)に対して，m − n′ > max(X)とな

るのでm− n′ ̸∈ X を満たし，GN\X(m) ̸= k′ となる．

定義 7. Hk
N\X の境界パターンを以下の列であると定義

する．

{Hk
N\X(n),Hk

N\X(n + 1), . . . ,Hk
N\X(n + max(X)− 1)}

ただし，n = min{i : Hk
N\X(i) = }．

このとき，m < n であれば Hk
N\X(m) = ∗,m >

n + max(X) − 1 であれば Hk
N\X(m) = となる．Hk

N\X

の境界パターンは，Hk−1
N\X の境界パターンにより一意に定

まる．

境界パターンが周期的になる，すなわち，ある p > 0, l ≥ 0

が存在して，k ≥ lのときにHk+p
N\X の境界パターンとH

k
N\X

の境界パターンが等しくなることは，G-valueが加法周期

的になることと同値である．このことを利用して，定理 3

の別証明が得られる．

定理 3の別証明. 境界パターンは 2max(X) 通り存在しう
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る．ここで，それぞれの境界パターンに対応した 2max(X)

個の頂点を持つ有向グラフを考える．頂点 Aから頂点 B

に有向辺があるとき，頂点 Aに対応する境界パターンの次

のステップの境界パターンが頂点 Bに対応する境界パター

ンであるようにする．ある境界パターンから，次の境界パ

ターンは一意に定まるため，各頂点の出次数は高々 1とな

る．今，H0
N\X の境界パターンから始めて有向辺を辿って

行くと，各境界パターンには次の境界パターンが存在する

ため無限に辿り続けることができる．一方グラフは有限サ

イズであるため，どこかでサイクルになっていることがわ

かる．これは，境界パターンが周期を持っていることを意

味し，従って，Grundy数列は加法周期的になる．

2. 本研究

準備として，以下の定理を示す．

定理 6. X = {a1, a2, . . . , ar} の要素の最大公約
数 GCD(a1, a2, . . . , ar) を g とする．X ′ = {a1/g, a2/
g, . . . , ar/g} とする．このとき，GN\X(n) = GN\X′(⌊n/
g⌋)g + (n mod g)となる．

証明. 帰納法で証明する．n < k の時に主張が成立

していると仮定する．n = k のときについて考える．

G1 = GN\X′(⌊n/g⌋), G2 = (n mod g) とする．まず，任

意の p < G1g + G2 について，ある s ∈ N \ X が存在し
て，GN\X(n− s) = pとなることを示す．p = p1g + p2(0 ≤
p2 < g)とする．p1 = G1, p2 < G2のとき，G2− p2 < gよ

りG2− p2 ∈ N \X で，s = G2− p2とすると，帰納法の仮

定より，GN\X(n− (G2 − p2)) = G1g + p2 = p1g + p2 = p

となる．次に，p1 < G1 のとき，ある r < ⌊n/g⌋ が存在
して，GN\X′(r) = p1 かつ，⌊n/g⌋ − r ∈ N \ X ′ をみた

す．このとき，n′ = gr + p2 とすると，帰納法の仮定より

GN\X(n′) = p1g + p2 = pとなる．また，n − n′ = g(⌊n/
g⌋− r) +G2− p2であるが，G2− p2 ̸= 0であれば，n−n′

は g の倍数ではないので明らかに n − n′ ∈ N \ X とな
り，G2 − p2 = 0 のときは，⌊n/g⌋ − r ∈ N \ X ′ より，

n−n′ = g(⌊n/g⌋− r) ∈ N \X となる．よって，s = n−n′

とすればよい．

一方，p < n について，GN\X(p) = G1g + G2 のとき，

n− p ̸∈ N \X を示す．G2 = p2 であるので，n− p = ⌊n/
g⌋g − p1g かつ，GN\X′(⌊n/g⌋) = GN\X′(p1) であるから，

⌊n/g⌋ − p1 ̸∈ N \ X ′．よって，⌊n/g⌋ − p1 ∈ X ′ ゆえに，

⌊n/g⌋g − p1g ∈ X となり，n− p ̸∈ N \X となる．

本定理が成り立つため，S の要素の最大公約数が 1より

大きいときは，各要素を最大公約数で割った場合に帰着で

きる．

以下の定理が，本研究の主要な成果である．

定理 7. |X| = 4の場合，X = {a, b, c, d}(a < b < c < d)

について，

{a, b, c, d} =

{
{a, b, a + b, a + 2b}
{a, b, c, a + c}

(b ̸= 2a, c ̸= 2a)

のいずれかの形で表せない場合は，{GN\X(n)}は純加法周
期的となる．

証明. 以下の補題 2, 3, 4, 5, 6による．

補題 2. X = {a1, a2, . . . , ar} とする．(a1 < a2 < · · · <
ar) 任意の p, q に対して ap − aq ̸= a1 とする．このとき，

GN\X(n) = GN\{a1}(n)となる．

証明. Siegel [6]により，GN\{a1}(n) = a1⌊n/2a1⌋+(n mod

a1)が示されている．よって，任意の lに対して，i = min{i :

GN\{a1}(i) = l}とすると，GN\{a1}(i + a1) = lとなり，任

意のm(̸= i, i + a1)に対して，GN\{a1}(m) ̸= lとなる．

FES アルゴリズムを用いた帰納法によって証明する．

Hk
N\X = Hk

N\{a1} と仮定する．このとき，i = min{i :

Hk
N\X(i) = } とすると，GN\X(i) = GN\{a1}(i) = k とな

る．また，GN\{a1} の性質より，GN\{a1}(i + a1) = k とな

るが，これは Hk
N\X(i + a1) = Hk

N\{a1}(i + a1) = を意味

する．従って，FESアルゴリズムより，GN\X(i + a1) = k

となる．さらに n > i + a1 について，GN\X(n) = kとなる

ためには，ある p, qがあって，n− ap = i, n− aq = i + a1

となる必要があるが，そのためには ap − aq = a1となる必

要がある．これは，任意の p, qに対して ap − aq ̸= a1であ

るという仮定に反する．したがって，Hk+1
N\X = Hk+1

N\{a1} と

なる．

以上から，|X| = {a, b, c, d}について，b − a, c − b, d −
c, c − a, d − b, d − a のそれぞれの値が a であるか否かで

場合分けすればよいということがわかる．この場合分けは

高々 64通りであるが，実現不可能なものもあるので考え

る場合は実際には少ない．以下に，それぞれの場合の結果

を示す．

補題 3. GN\{a,2a,3a,4a}(n) = a1⌊n/5a1⌋ + (n mod a1) と

なる．

証明. 定理 6より GN\{1,2,3,4}(n) = ⌊n/5⌋を示せば十分で
ある．より一般に，GN\{1,2,...,l}(n) = ⌊n/(l + 1)⌋であるこ
とを示す．数学的帰納法を用いる．n < kで主張が成立し

ていると仮定する．GN\{1,2,...,l}(k) = mex({⌊(n− (l + 1))/

(l + 1)⌋, ⌊(n − (l + 2))/(l + 1)⌋, . . . , 0}) = ⌊(n − (l + 1))/

(l+1)⌋+1 = ⌊n/(l+1)⌋−1+1 = ⌊n/(l+1)⌋となる．

補 題 4. GN\{a,2a,3a,d}(n) = GN\{a,2a,c,3a}(n) =

GN\{a,b,2a,3a}(n) = GN\{a,2a,3a}(n) となる．ただし，

中括弧内の 4 つの数は昇順に並んでいるとする．また，

d ̸= 4aとする．

証明. GN\{a,2a,3a,d}(n) = GN\{a,2a,3a}(n)について，FES
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アルゴリズムを用いた数学的帰納法で証明する．m < k

について，Hm
N\{a,2a,3a,d} = Hm

N\{a,2a,3a} が成り立つと

仮定する．このとき，ステップ k について考える．

i = min{i : Hk
N\{a,2a,3a}(i) = } とすると，FES アル

ゴリズムと定理 6 より GN\{a,2a,3a}(i) = GN\{a,2a,3a}(i +

a) = GN\{a,2a,3a}(i + 2a) = GN\{a,2a,3a}(i + 3a) = k と

なる．一方，FES アルゴリズムと帰納法の仮定より，

GN\{a,2a,3a,d}(i) = GN\{a,2a,3a,d}(i+a) = GN\{a,2a,3a,d}(i+

2a) = GN\{a,2a,3a,d}(i + 3a) = k となる．さらに，i′ >

i + 3a について，d ̸= 4a より，GN\{a,2a,3a,d}(i′ − a) =

k,GN\{a,2a,3a,d}(i′ − 2a) = k,GN\{a,2a,3a,d}(i′ − 3a) =

k,GN\{a,2a,3a,d}(i′ − d) = k の四条件が同時に成り立つこ

とはない．よって，Hk+1
N\{a,2a,3a,d} = Hk+1

N\{a,2a,3a} となる．

GN\{a,2a,c,3a}(n) = GN\{a,2a,3a}(n),GN\{a,b,2a,3a}(n) =

GN\{a,2a,3a}(n)についても同様である．

補 題 5. GN\{a,2a,c,d}(n) = GN\{a,b,2a,d}(n) =

GN\{a,b,c,2a}(n) = GN\{a,2a}(n) となる．ただし，中

括弧内の 4 つの数は昇順に並んでいるとする．また，

c ̸= 3a, d ̸= 3a,とする．

証明. GN\{a,2a,c,d}(n) = GN\{a,2a}(n) について，FES ア

ルゴリズムを用いた数学的帰納法で証明する．m < k に

ついて，Hm
N\{a,2a,c,d} = Hm

N\{a,2a} が成り立つと仮定す

る．このとき，ステップ k について考える．i = min{i :

Hk
N\{a,2a}(i) = }とすると，FESアルゴリズムと定理 6よ

り GN\{a,2a}(i) = GN\{a,2a}(i + a) = GN\{a,2a}(i + 2a) = k

となる．一方，FES アルゴリズムと帰納法の仮定より，

GN\{a,2a,c,d}(i) = GN\{a,2a,c,d}(i + a) = GN\{a,2a,c,d}(i +

2a) = kとなる．さらに，i′ > i+2aについて，c ̸= 3a, d ̸= 3a

より，GN\{a,2a,c,d}(i′ − a) = k,GN\{a,2a,c,d}(i′ − 2a) =

k,GN\{a,2a,c,d}(i′ − c) = k,GN\{a,2a,c,d}(i′ − d) = k の四

条件のうち三つ以上が同時に成り立つことはない．よっ

て，Hk+1
N\{a,2a,c,d} = Hk+1

N\{a,2a} となる．

GN\{a,b,2a,d}(n) = GN\{a,2a}(n),GN\{a,b,c,2a}(n) =

GN\{a,2a}(n)についても同様である．

補 題 6. GN\{a,b,c,a+b}(n) = GN\{a,b,a+b,d}(n) =

GN\{a,b,a+b}(n)となる．ただし，中括弧内の数は昇順に並

んでいるとする．また，c ̸= 2a, d ̸= a + 2b, d ̸= 2a + bと

する．

証明. GN\{a,b,c,a+b}(n) = GN\{a,b,a+b}(n) を 示 す ．

GN\{a,b,a+b}(n) に つ い て は ，任 意 の k に つ い て ，

i = min{Hk
N\{a,b,a+b}(i) = }とすると，GN\{a,b,a+b}(i) =

GN\{a,b,a+b}(i + a) = GN\{a,b,a+b}(i + a + b) = k と

なり，それ以外の引数について G-value が k とな

らないか，GN\{a,b,a+b}(i) = GN\{a,b,a+b}(i + b) =

GN\{a,b,a+b}(i + a + b) = kとなり，それ以外の引数につい

て G-valueが kとならないかのいずれかであることが示さ

れている [7]．

m < k について，Hm
N\{a,b,c,a+b} = Hm

N\{a,b,a+b} が成

り立つと仮定する．このとき，ステップ k について

考える．i = min{Hk
N\{a,b,c,a+b}(i) = } とすると，(1)

GN\{a,b,a+b}(i) = GN\{a,b,a+b}(i+ a) = GN\{a,b,a+b}(i+ a+

b) = kとなるか，(2) GN\{a,b,a+b}(i) = GN\{a,b,a+b}(i+b) =

GN\{a,b,a+b}(i + a + b) = k となるかのいずれかである．

(1) の場合，FES アルゴリズムと帰納法の仮定より，

GN\{a,b,c,a+b}(i) = GN\{a,b,c,a+b}(i + a) = k となる．ま

た i + a < i′ < i + a + bなる i′ について，c ̸= 2aより，

GN\{a,b,c,a+b}(i′) = k となることはない．さらに，FESア

ルゴリズムと帰納法の仮定より GN\{a,b,c,a+b}(i+a+b) = k

となる．i′ > i + a + bについては，i′ − i ∈ N \X なので，
Hk+1

N\{a,b,c,a+b} = Hk+1
N\{a,b,a+b} となる．(2)についても同様

に示せる．GN\{a,b,a+b,d}(n) = GN\{a,b,a+b}(n)についても

同様である．

さらに，定理がカバーしていない場合の一部については，

以下の予想を立てた．

予想 1. i = ⌊(b − a)/2a⌋, j = ⌊(b − (2i + 1)a)/a⌋,
k = b− (2i+j+1)a, f = 4(i+j)(i+1)a2 +(4i+3)ka+k2

とする．{GN\{a,b,a+b,a+2b}(n)}は純加法周期的となり，そ
の周期は

f

b− a
(a < b < 2a)

f⌊
a + b− 1

2a

⌋
a

(b ≥ 2a,GCD(a, b) = a)

f

GCD(a, b)
(b ≥ 2a,GCD(a, b) ̸= a)

となる．

　本予想は数値計算によって得られた G-valueをもとに

立てたものであり，1 ≤ a ≤ 30, a + 1 ≤ b ≤ a + 30の範囲

で予想が成立することを確認した．表 1はその一部である．

　

予想 2. {GN\{a,b,a+b,2a+b}(n)}は b > 2aのとき純加法周

期的となる．

なお，a < b < 2aの場合は，純周期的とならない例が存

在することを確認した（{GN\{2,3,5,7}(n)}など）．本予想に
ついては，以下の補題はすでに示すことができた．

補題 7. {GN\{a,b,a+b,2a+b}(n)} はある正整数 m が存在し

て 2ma ≤ b ≤ (2m + 1)a と表せるとき，周期の長さ

(2m + 3)a + b で純加法周期的となる．ただし，b ̸= 2a

とする．

証明. FES ア ル ゴ リ ズ ム を 用 い て 証 明 す

る ．GN\{a,b,a+b,2a+b}(0) = 0 で あ る ．次 に ，

a ∈ {a, b, a + b, 2a + b}かつ a = min({a, b, a + b, 2a + b})

The 24th Game Programming Workshop 2019

© 2019 Information Processing Society of Japan - 38 -



a\b a+ 1 a+ 2 a+ 3 a+ 4 a+ 5 a+ 6 a+ 7 a+ 8 a+ 9 a+ 10 a+ 11 a+ 12

1 4 8 8 12 12 16 16 20 20 24 24 28

2 7 8 23 16 47 16 79 24 119 24 167 32

3 10 11 12 46 58 24 94 118 24 166 190 36

4 13 14 15 16 77 46 109 32 157 94 221 32

5 16 17 18 19 20 116 134 154 176 40 236 274

6 19 20 21 22 23 24 163 92 69 116 259 48

7 22 23 24 25 26 27 28 218 242 268 296 326

8 25 26 27 28 29 30 31 32 281 154 337 92

9 28 29 30 31 32 33 34 35 36 352 382 138

10 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 431 232

11 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 518

12 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

表 1 {GN\{a,b,a+b,a+2b}(n)} の周期の長さ
Table 1 Length of the periods of {GN\{a,b,a+b,a+2b}(n)}.

なので GN\{a,b,a+b,2a+b}(a) = 0 である．b ̸= 2a

よ り ，b − a ̸∈ {a, b, a + b, 2a + b} で あ る か
ら ，GN\{a,b,a+b,2a+b}(b) ̸= 0 と な る ．さ ら に

b ∈ {a, b, a+ b, 2a+ b}かつ a+ b ∈ {a, b, a+ b, 2a+ b}より
GN\{a,b,a+b,2a+b}(a + b) = 0となり，a ∈ {a, b, a + b, 2a +

b}, a+ b ∈ {a, b, a+ b, 2a+ b}, 2a+ b ∈ {a, b, a+ b, 2a+ b}
なので GN\{a,b,a+b,2a+b}(2a + b) = 0 である．以下

同様に FES アルゴリズムから GN\{a,b,a+b,2a+b}(i) =

GN\{a,b,a+b,2a+b}(i + a) = GN\{a,b,a+b,2a+b}(i + a + b) =

GN\{a,b,a+b,2a+b}(i + 2a + b) = i (0 < i < a) となる．

従って，

Ha
N\{a,b,a+b,2a+b}(n) =


∗ (0 ≤ n < 2a)

(2a ≤ n < a + b)

∗ (a + b ≤ n < 3a + b)

(3a + b ≤ n)

を得る．さらに FESアルゴリズムを進めると，

Hma
N\{a,b,a+b,2a+b}(n) =


∗ (0 ≤ n < 2ma)

(2ma ≤ n < a + b)

∗ (a + b ≤ n < (2m + 1)a + b)

((2m + 1) + b ≤ n)

を得る．x = b− 2maとすると，

Hma+x
N\{a,b,a+b,2a+b}(n) =



∗ (0 ≤ n < 2ma + x)

(2ma + x ≤ n < (2m + 1)a)

∗ ((2m + 1)a ≤ n < (2m + 1)a

+b + x)

((2m + 1)a + b + x ≤ n <

(2m + 2)a + b)

∗ ((2m + 2)a + b ≤ n <

(2m + 2)a + b + x)

((2m + 2)a + b + x ≤ n)

を得る．すなわち，

Hb−ma
N\{a,b,a+b,2a+b}(n) =



∗ (0 ≤ n < b)

(b ≤ n < (2m + 1)a)

∗ ((2m + 1)a ≤ n < a + 2b)

(a + 2b ≤ n < (2m + 2)a + b)

∗ ((2m + 2)a + b ≤ n < 2a + 2b)

(2a + 2b ≤ n)

を得る．ここで，min{i : Hb−ma
N\{a,b,a+b,2a+b}(i) = } = bで

あるから，GN\{a,b,a+b,2a+b}(b) = b − ma となり，また，

Hb−ma
N\{a,b,a+b,2a+b}(a + b) = ∗ から，GN\{a,b,a+b,2a+b}(a +

b) < b −maが示されている．一方 Hb−ma
N\{a,b,a+b,2a+b}(a +

2b) = から，GN\{a,b,a+b,2a+b}(a + 2b) ≥ b − ma

であるので，GN\{a,b,a+b,2a+b}(a + 2b) = b − ma，

さらに GN\{a,b,a+b,2a+b}(2a + 2b) についても同様に

GN\{a,b,a+b,2a+b}(2a+ 2b) = b−maとなり，i > 2a+ 2bで

は i− b > 2a + bより i− b ∈ N \ {a, b, a + b, 2a + b}であ
ることから，GN\{a,b,a+b,2a+b}(i) > b−maとなる．同様に

して FESアルゴリズムを進めると，

H(m+1)a
N\{a,b,a+b,2a+b}(n) =

{
∗ (0 ≤ n < (2m + 3)a + b)

((2m + 3)a + b ≤ n)

を得るので，境界パターンが H0
N\{a,b,a+b,2a+b} と一致す

る．従って，周期の長さ (2m + 3)a + bで加法周期的にな

る．

また，以下の予想を立てた．

予想 3. f ′ = ⌊(b + 2a− 1)/2a⌋4a2 + 3a(b mod a)とする．

ある非負整数 mが存在して (2m + 1)a < b < (2m + 2)a

と表せるとき，{GN\{a,b,a+b,2a+b}(n)}は純加法周期的とな
り，その周期の長さは f ′/GCD(a, b)となる．

このような場合については，数値計算により 1 ≤ a ≤
30, 2a+ 1 ≤ b ≤ 2a+ 30の範囲で予想が成立することを確

認した．
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a\b 2a+ 1 2a+ 2 2a+ 3 2a+ 4 2a+ 5 2a+ 6 2a+ 7 2a+ 8 2a+ 9 2a+ 10 2a+ 11 2a+ 12

1 8 11 12 15 16 19 20 23 24 27 28 31

2 15 16 38 22 23 24 54 30 31 32 70 38

3 22 23 24 81 90 33 34 35 36 117 126 45

4 29 30 31 32 140 76 164 44 45 46 47 48

5 36 37 38 39 40 215 230 245 260 55 56 57

6 43 44 45 46 47 48 306 162 114 180 378 66

7 50 51 52 53 54 55 56 413 434 455 476 497

8 57 58 59 60 61 62 63 64 536 280 584 152

9 64 65 66 67 68 69 70 71 72 675 702 243

10 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 830 430

11 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 1001

12 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96

表 2 {GN\{a,b,a+b,2a+b}(n)} の周期の長さ
Table 2 Length of the periods of {GN\{a,b,a+b,2a+b}(n)}.

3. まとめと今後の課題

本研究では，これまであまり手が付けられていなかった

要素数が 4の FES集合に対する All-but Nimの G-value

について詳細に検証し，多くの場合において純加法周期的

となることを示した．All-but Nimについては周期の性質

を利用した別のゲームの設計 [8]も知られていることから

も，本研究は有用であると考えられる．また，一方で，純

加法周期性を示せなかった場合についても，いくつかのパ

ターンについて数値計算をもとに予想を立てることに成功

した．特に予想 1, 3は閉じた形で周期の長さを表現してい

る一方，なぜそのような形になるのかが非常に不透明であ

り，今後解明することで G-value の性質をより深く理解す

ることに貢献できると考えられる．
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[3] Sprague, R. P.: Über mathematische Kampfspiele,
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