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Kahan-Hirota-Kimura 型離散 3 波システムと

QRT マッピング

髙江 宥光1,a) 髙田 雅美2,b) 木村 欣司3,c) 中村 佳正1,d)

概要：可積分 3 波相互作用システムは, 非線形光学やプラズマ物理などの分野に現れる偏微分方程式であ

る. 3 波システムから空間微分項を除去することにより, 3 波常微分方程式 (ordinary differential equation,

ODE) システムを得ることができる. Petrera らは, 3 波 ODE システムにおいて Kahan-Hirota-Kimura

離散化を実行し, 3 つの保存量を導出することに成功している. しかしながら, 離散 3 波システムのラック

ス対およびその解はまだ得られていない.

本稿では, 計算機代数を用いて, Kahan-Hirota-Kimura 型の離散 3 波システムの 3 つの保存量を導出する.

さらに, 離散化システムには, 3 波 ODE システムのハミルトニアンに対応する特徴的な変数が存在するこ

とを示す. これは, Quispel-Roberts-Thompson(QRT)マッピングの中に現れる変数である. すなわち, 連

続の ODEシステムのハミルトニアンに対応する離散 3 波 ODE システムにおける変数の解は, 楕円関数

を用いて表現できる. よって, 連続の ODEシステムのハミルトニアンに対応する変数の値は, 解析的であ

る. それにより, 陰的ルンゲクッタ法がもつ A安定性以外の差分スキームの安定性を示すことができる.

A Discrete Three-wave System of Kahan-Hirota-Kimura Type
and the QRT Mapping

1. はじめに

動的システムでは, システムの振る舞いを記述する動的

システムモデルを構築することによって, 自然現象などの

システムの様々な特性を調べることができる. よって, 動

的システムモデルとその解析は, 科学と工学の発展に大き

く貢献している.

システムが非線形である場合, 保存量や厳密解などの顕

著な性質を持つ特別なクラスの動的システムとして, 可積

分系がある. 連続の可積分系の特性を保持したまま離散化

された離散可積分系が注目されている. これらのシステム

を理解することにより, ソリトン方程式と数値アルゴリズ
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ムの間に密接な関係があることが確認されている. 本稿で

は, 離散 3 波システムの離散化を示す.

2. Kahan-Hirota-Kimura 型離散 3 波シス

テム

本章では, Kahan-Hirota-Kimura 型離散 3 波システムに

ついて説明する.

Petrera, Pfadler, Suris は, 3 波常微分方程式システム

の Kahan-Hirota-Kimura 離散化を実行することによって,

Kahan-Hirota-Kimura 型離散 3 波システムを導入してい

る [14].

可積分 3 波相互作用システムは, 非線形光学やプラズマ

物理などの分野に現れる, 良く知られた偏微分方程式であ

る [2]. 具体的には, 次の偏微分方程式である:

∂z1
∂t

+ α1
∂z1
∂x

= ϵz2z3, (1)

∂z2
∂t

+ α2
∂z2
∂x

= ϵz3z1, (2)

∂z3
∂t

+ α3
∂z3
∂x

= ϵz1z2. (3)

ここで, パラメータ αi(i = 1, 2, 3) と ϵ は, 実数であり,
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zi(i = 1, 2, 3) は, それぞれ, zi(i = 1, 2, 3) の複素共役を

表す.

∂zi
∂x

= 0, i = 1, 2, 3, (4)

の条件の下で, 3 波常微分方程式 (ordinary differential

equation, ODE)システムを,

dz1
dt

= z2z3,
dz2
dt

= z3z1,
dz3
dt

= z1z2, (5)

と表す. 変数変換により,

w1 = −z1
i
, w2 = −z2

i
, w3 =

z3
i
, (6)

となる. 式 (5)より, 3 波 ODE システムは,

dw1

dt
= i w2w3,

dw2

dt
= i w3w1,

dw3

dt
= i w1w2,

(7)

と書き換えることができる.

wi = xi + i yi , i = 1 , 2 , 3 , (8)

を用いて, 式 (7)より

dxi
dt

= xj yk + yj xk , (9)

dyi
dt

= xj xk − yj yk , (10)

が得られる. ここで, 変数 (i, j, k) は, (1, 2, 3)の巡回置換

である. Kahan-Hirota-Kimura 型の離散化では,(
xn+1
i − xn

i

)
δ

=xn
j y

n+1
k + xn+1

j ynk + ynj x
n+1
k + yn+1

j xn
k ,

(11)(
yn+1
i − yni

)
δ

=xn
j x

n+1
k + xn+1

j xn
k − ynj y

n+1
k − yn+1

j ynk ,

(12)

と表される. 行列表現では,

A(x, y, δ)

(
xn+1

yn+1

)
=

(
xn

yn

)

⇐⇒

(
xn+1

yn+1

)
= A−1(x, y, δ)

(
xn

yn

)
, (13)

となる. ここで,

A(x, y, δ) =

1 −δy3 −δy2 0 −δx3 −δx2

−δy3 1 −δy1 −δx3 0 −δx1

−δy2 −δy1 1 −δx2 −δx1 0

0 −δx3 −δx2 1 −δy3 −δy2

−δx3 0 −δx1 −δy3 1 −δy1

−δx2 −δx1 0 −δy2 −δy1 1


,

(14)
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図 1 (u0
1, u

0
2, u

0
3) = (−0.36 + 0.26i,−0.28 + 0.51i, 0.52 + 0.118i)

と δ = 0.1 を初期値とする Kahan-Hirota-Kimura 型離散 3

波システムの軌道

である.

我々の目的は, 離散システムの解を得ることである. そ

こで,

un
1 = 2yn1 − 2i xn

1 , (15)

vn1 = 2yn1 + 2i xn
1 , (16)

un
2 = 2yn2 − 2i xn

2 , (17)

vn2 = 2yn2 + 2i xn
2 , (18)

un
3 = −2yn3 + 2i xn

3 , (19)

vn3 = −2yn3 − 2i xn
3 , (20)

を用いて, 式 (11)と (12)より,(
un+1
i − un

i

)
/δ =

(
vn+1
j vnk + vnj v

n+1
k

)
/2, (21)(

vn+1
i − vni

)
/δ =

(
un+1
j un

k + un
j u

n+1
k

)
/2, (22)

を得る. (i, j, k) は, (1, 2, 3) の巡回置換である. ここで,

vni (i = 1, 2, 3) を un
i (i = 1, 2, 3) の複素共役とする. ゆえ

に, 式 (21), (22)を, Kahan-Hirota-Kimura の離散 3 波シ

ステムと呼ぶ.

3. 離散系と QRT 写像の関係

本章では, 離散 3 波システムの保存量を導入すると同時

に, Kahan-Hirota-Kimura型離散 3波システムと Quispel-

Roberts-Thompson(QRT)写像の関係を示す.

式 (5)で表される 3 波 ODE システムでは, ハミルトニ

アン

r = z1z2z3 − z1z2z3 (23)

が保存されている. しかしながら, 離散 3 波システムの式

(21), (22)に関して

rn = un
1u

n
2u

n
3 − vn1 v

n
2 v

n
3 (24)

は, 保存量ではない. rn に対する式より, Kahan-Hirota-
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図 2 rn のふるまい

Kimura 型離散 3 波システムは周期解を持つと予想できる.

ai (i = 0, . . . , 8) を複素定数とするとき, 次の 2 次方程式

a0 (r
n)

2 (
rn+1

)2
+ a1 (r

n)
2
rn+1 + a2r

n
(
rn+1

)2
+ a3 (r

n)
2
+ a4

(
rn+1

)2
+ a5r

nrn+1 + a6r
n

+ a7r
n+1 + a8 = 0, (25)

を仮定する. 初期値 u0
i , v

0
i (i = 1, 2, 3) とし, 式 (21), (22),

(24)から, 時間変化 rn (i = 0, . . . , 9) を計算し

A1,1 =
(
r0
)2 (

r1
)2

, A1,2 =
(
r0
)2

r1,

A1,3 = r0
(
r1
)2

, A1,4 =
(
r0
)2

,

A1,5 =
(
r1
)2

, A1,6 = r0r1,

A1,7 = r0, A1,8 = r1,

A1,9 = 1, · · ·

A9,1 =
(
r8
)2 (

r9
)2

, A9,2 =
(
r8
)2

r9,

A9,3 = r8
(
r9
)2

, A9,4 =
(
r8
)2

,

A9,5 =
(
r9
)2

, A9,6 = r8r9,

A9,7 = r8, A9,8 = r9,

A9,9 = 1,
A1,1 · · · A1,9

...
...

...

A9,1 · · · A9,9




a0
...

a8

 = 0, (26)

を得る. これらの方程式は, 自明ではない解を持つ. 特に,

a0 = 1, a1 = a2 = a3 = a4 = 0, a6 = a7, (27)

の場合, 式 (25)は

(rn)
2 (

rn+1
)2

+ a5r
nrn+1 + a6

(
rn + rn+1

)
+ a8 = 0,

(28)

となる. すなわち, a5, a6, a8 を適切に選択することによっ

て, 離散系の保存量が得られる. 計算を単純にするために,

(rn)
2 (

rn−1 + rn+1
)
+ h1r

n + h2 = 0, (29)

のように, 保存量を h1 と h2 とする.

(
rn−1

)2
(rn)

2
+ a5r

n−1rn + a6
(
rn−1 + rn

)
+ a8 = 0,

(30)

とおき, 式 (30) から式 (28) を減算し, さらに, h1 = a5,

h2 = a6 とすると, 式 (29)が得られる. その結果,

(rn)
2 (

rn−1 + rn+1
)
+ h1r

n + h2 = 0, (31)(
rn+1

)2 (
rn + rn+2

)
+ h1r

n+1 + h2 = 0, (32)

となる. h1 と h2 は, rn−1, rn, rn+1, rn+2 によって表され

る. さらに, 計算機代数システム REDUCE を用いて

rn−1 = un−1
1 un−1

2 un−1
3 − vn−1

1 vn−1
2 vn−1

3 , (33)

rn = un
1u

n
2u

n
3 − vn1 v

n
2 v

n
3 , (34)

rn+1 = un+1
1 un+1

2 un+1
3 − vn+1

1 vn+1
2 vn+1

3 , (35)

rn+2 = un+2
1 un+2

2 un+2
3 − vn+2

1 vn+2
2 vn+2

3 , (36)

(
un
1 − un−1

1

)
δ

=

(
vn2 v

n−1
3 + vn3 v

n−1
2

)
2

, (37)(
un
2 − un−1

2

)
δ

=

(
vn3 v

n−1
1 + vn1 v

n−1
3

)
2

, (38)(
un
3 − un−1

3

)
δ

=

(
vn1 v

n−1
2 + vn2 v

n−1
1

)
2

, (39)(
vn1 − vn−1

1

)
δ

=

(
un
2u

n−1
3 + un

3u
n−1
2

)
2

, (40)(
vn2 − vn−1

2

)
δ

=

(
un
3u

n−1
1 + un

1u
n−1
3

)
2

, (41)(
vn3 − vn−1

3

)
δ

=

(
un
1u

n−1
2 + un

2u
n−1
1

)
2

, (42)

(
un+2
1 − un+1

1

)
δ

=

(
vn+2
2 vn+1

3 + vn+2
3 vn+1

2

)
2

, (43)(
un+2
2 − un+1

2

)
δ

=

(
vn+2
3 vn+1

1 + vn+2
1 vn+1

3

)
2

, (44)(
un+2
3 − un+1

3

)
δ

=

(
vn+2
1 vn+1

2 + vn+2
2 vn+1

1

)
2

, (45)(
vn+2
1 − vn+1

1

)
δ

=

(
un+2
2 un+1

3 + un+2
3 un+1

2

)
2

, (46)(
vn+2
2 − vn+1

2

)
δ

=

(
un+2
3 un+1

1 + un+2
1 un+1

3

)
2

, (47)(
vn+2
3 − vn+1

3

)
δ

=

(
un+2
1 un+1

2 + un+2
2 un+1

1

)
2

, (48)

を計算し, un
i (i = 1, 2, 3) と vni (i = 1, 2, 3) の観点から h1

と h2 の明示的な表現を得る.

h1 =
2(−3(un

1 )
6(un

2 )
2(un

3 )
2(vn1 )

4 + · · · )
(un

1 )
4(vn1 )

4 − 8(un
1 )− 3un

2u
n
3 (v

n
1 )

3vn2 v
n
3 + · · ·

(49)

=
105 terms

42 terms
, (50)

h2 =
4((un

1 )
9(un

2 )
3(un

3 )
3(vn1 )

6 − · · · )
(un

1 )
6(vn1 )

6 − 12(un
1 )

5un
2u

n
3 (v

n
1 )

5vn2 v
n
3 + · · ·

(51)

=
336 terms

106 terms
. (52)
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計算代数 Risa/ASIR [17] に搭載されている Gröbner 基

底を用いることによって, h1 と h2 が離散 3 波システムの

式 (21), (22)の保存量であることを確認できる. G を離散

3 波 ODE システムの Gröbner 基底とし, hn
1 , h

n
2 は保存量

とする. その結果,

Numerator
(
hn+1
1 − hn

1

) *−→
G

0, (53)

Numerator
(
hn+1
2 − hn

2

) *−→
G

0, (54)

となる. 式 (29)は,

rn+1 =
−h1r

n − h2 − rn−1(rn)
2

(rn)
2 , (55)

と表される. 式 (55)は,

f1(r
n) = −h1r

n − h2, (56)

f2(r
n) = (rn)2, (57)

f3(r
n) = 0, (58)

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =


0 0 0

0 0 0

0 0 1

 , (59)


b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 =


1 0 0

0 h1 h2

0 h2 1

 , (60)

の条件における QRT マッピング [15], [16]の特別な場合を

満たす. このため, 変数 rn = un
1u

n
2u

n
3 − vn1 v

n
2 v

n
3 は, QRT

マッピングの中に現れる変数である. QRT マッピングが

楕円関数を用いて求積できる事実より, rn の解は楕円関数

で表現される.

Kahan-Hirota-Kimuraの離散化では,式 (23)の r の値を

厳密には保持しない. しかしながら, Kahan-Hirota-Kimura

の離散化によるハミルトニアンを離散化した式 (24)にお

ける rn は, 楕円関数によって表現される.

4. まとめ

本稿では, 計算機代数を用いて, Kahan-Hirota-Kimura

型の離散 3 波システムの保存量を導出している. 変数

rn = un
1u

n
2u

n
3 − vn1 v

n
2 v

n
3 は, 連続の 3 波 ODE システムの

ハミルトニアンに対応する変数であり, rnは, QRT マッピ

ングの中に現れる変数でもある. QRT マッピングは, 楕円

関数でパラメトライズされるため, rn は楕円関数によって

求積される.

連続 3 波 ODE システムの解は, 超楕円関数によって

表現できることが知られている. しかしながら, Kahan-

Hirota-Kimura 型の離散 3 波システムと楕円関数の間には

関係が見出されていない. これに対して, 本稿では, QRT

マッピングを用いて関係性を示している.

今後の課題として, Kahan-Hirota-Kimura 型の離散 3 波

システムの un
i , v

n
i (i = 1, 2, 3) の解を求めることをあげる.
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