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ヤコビ回転カーネルを用いたヤコビ固有値計算手法の性能
評価

工藤 周平1,a) 今村 俊幸1

概要：ヤコビの固有値計算手法（ヤコビ法）は計算精度の面で他手法と比べ優れるが，演算量が大きいた
め，極めて並列度が高いような特殊な状況を除けば，速度面で他手法に大きく劣る．我々はこれまで，ヤコ
ビ法の主要な計算を計算カーネル（ヤコビ回転カーネル）として構成する手法について提案し，計算カー
ネル自体は高性能に実装可能であることを示したが，ヤコビ法全体を高性能化できるかどうかについては
未検証であった．そこで本稿ではヤコビ法全体での性能評価を行い，ヤコビ回転カーネルを用いた実装が
用いないものと比べて 30%から 40%程度，実行時間を削減することを示す．また，この結果，他の固有値
計算手法と比べても 2倍程度の実行時間にまで抑えられることが可能となり，我々の手法がヤコビ法の弱
点を大きく改善することを示す．

1. はじめに
ヤコビ法は実対象行列の固有値分解手法の一つであり，

行列分解（三重対角化）を前処理として用いる他手法と比
べて良い誤差上界をもつ点 [2]で優れているが，一方で計
算時間についてはそれらの手法と比べて一般的に大きいと
いう問題をもつ．
ヤコビ法の主要な計算は行列に対するヤコビ回転（平面

回転，またはGivens回転）を繰り返し適用することであり，
この部分が計算時間の大半を占める．そこで通常は，回転
を部分的に小行列へと集積し，計算を行列積へと変換する
ことで，高速な行列積実装を活用する．ただしこの手法は
演算量の増大という問題がある．そこで我々は既報 [15]に
おいて，ヤコビ回転を含むループ構造を再構築し，行列積
に似た計算カーネル構造を抽出することで，ヤコビ回転自
体の高性能実装（ヤコビ回転カーネル）を作成した．この
手法を用いれば，演算量はそのままに，行列積に近い高い
実行効率を実現することが可能となる．また高速平面回転
(FPR) を適用すれば，演算量自体も削減でき，ヤコビ法全
体の高性能化につながると考えられる．しかしながら，ヤ
コビ回転カーネルの実装は高度なチューニングを要し，実
装の手間が大きいため，そのコストに見合うほどの効果が
得られるのかどうかについて，検討する必要がある．
そこで，本稿では既報で議論できていなかった，ヤコビ
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回転カーネルを実際にヤコビ法へ組み込んだときの性能
について評価する．ただし，単なる性能評価ではなく，次
の点で拡充されている．第一に，既報では実装できていな
かった，FPRを用いないヤコビ回転カーネルを作成し評価
に含んでいる点，第二に，ヤコビ回転を集積した行列の持
つ非零構造を利用した行列積高速化手法についての議論を
行っている点，第三に，並列化実装手法の議論を含んでい
る点である．
本稿での性能測定は表 1の環境を用いて行う．これは既

報と比べて数が減っているが，コンパイラーのサポートす
る言語バージョンと，プログラミングや性能測定の容易さ
から選ばれたものである．しかし，KNLや SKXといった
最新のメニーコア CPUが含まれるため，十分有益な結果
が得られていると考えている．
本稿は 6つに分かれている．1節では本稿の概要と，既

報との関係について示した．2節では，ヤコビ法のアルゴ
リズムと，既報のヤコビ回転カーネル構成手法，また上述
の非零構造の利用法について解説する．3節では本稿で比
較する実装手法について，演算量を用いた性能比較を行う．
4節では本稿の実装で用いる並列化手法について議論する．
5節では上記の計算機環境における性能評価結果について
示す．そして最後の節で本稿をまとめる．

2. ヤコビ法のアルゴリズム
2.1 ヤコビ法
簡単のため，行列X の i, j要素を小文字の xi,j と表記す
る．対角化する n次元の実対称行列を Aとおく．ヤコビ
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表 1 The specifications of tested platforms and CPUs

model freq. SIMD cores $ size GFlop/s compiler

HSW Core i7-4790 3.6 GHz 256 4 9 MiB 230.0


icc

19.0.1.

144

KNL Xeon Phi 7210 1.1 GHz 512 64 32 MiB 2252.8

SKX Xeon Gold 6126 2.3 GHz 512 12×2 64 MiB 1766.4

procedure JevSweep(n, {a·,·}, {v·,·}, P , {r·,·,·})
for (p, q) ∈ P

if ap,q has large magnitude then

Compute c and s using Eq.2.

r1,p,q ← c; r2,p,q ← s;

for i = 1 to p− 1

t← ai,p, ai,p ← ct− sai,q, ai,q ← st+ cai,q;

for I = p+ 1 to q − 1

t← ai,p, ai,p ← ct− saq,i, aq,i ← st+ caq,i;

for i = q + 1 to n

t← ap,i, ap,i ← ct− saq,i, aq,i ← st+ caq,i;

for i = 1 to n

t← vi,p, vi,p ← ct− svi,q, vi,q ← st+ cvi,q;

図 1 A pseudo code for a single sweep of the Jacobi method

法では初期値 A(0) := A, 初期固有ベクトル V (0) := In,nと
おき，ある回転軸 (p(k), q(k))と角度 θ(k)に関するヤコビ回
転 G(k) := G(p(k), q(k), θ(k))を反復的に適用する：

A(k+1) =
(
G(k)

)⊤
A(k)G(k), V (k+1) = V (k)G(k). (1)

ヤコビ回転は次の 4 つの要素を除き単位行列と一致する
直交変換である：g

(k)

p(k),q(k) = g
(k)

q(k),q(k) = c(k) := cos θ(k),

g
(k)

p(k),q(k) = −g
(k)

q(k),p(k) = s(k) := sin θ(k). θ(k) は A(k) の
(p(k), q(k))要素を消去するよう設定する．具体的には：

tan 2θ(k) =
2a

(k)

p(k),q(k)

a
(k)

p(k),p(k) − a
(k)

q(k),q(k)

,
∣∣∣θ(k)∣∣∣ ≤ π

4
. (2)

このとき，ヤコビ回転の適用前後で非対角要素の二乗和が
2
(
a
(k)

p(k),q(k)

)2

だけ減少するため，A(k) は対角行列へと収
束していく．回転軸の選び方は次小節にて議論する．
ヤコビ回転は行列の 2列（行）のみを変化させ，具体的

には右側回転のとき i = 1, . . . , nについて

v
(k+1)

i,p(k) = c(k)v
(k)

i,p(k) − s(k)v
(k)

i,q(k) , (3)

v
(k+1)

i,q(k) = s(k)v
(k)

i,p(k) + s(k)v
(k)

i,q(k) . (4)

左側についても同様となる．そこで，ヤコビ回転適用の演
算量は，V (k) の更新については 6n，A(k) の更新について
は，A(k)の対称性を用いると 6(n− 2)となる．これは，高
速平面回転 (Fast Plane Rotation, FPR) [4] によって削減
可能である．
FPRのアイデアは，回転を縮小成分と平行四辺形ゆがみ成
分とに分解し，両者による変換を個別に追跡することである．
いま対角スケーリング成分D(k) = diag(d

(k)
1 , d

(k)
2 , . . . , d

(k)
n )

によって V (k) = U (k)D(k) と分解する．ただし初期値は

図 2 An example of the ordering for n = 8 and b = 3.

D(0) = In,n. このとき，V (k) に対する回転 G(k) を，U (k)

に対する変換 Ĝと D(k) の対角成分に対する変換とに分離
することで，前者の演算量を減らす：

U (k)D(k)G(k) =
(
U (k)Ĝ

)
D(k+1) = U (k+1)D(k+1). (5)

D(k+1) は Ĝの対角成分が 1となるものを選ぶ:[
d
(k)

p(k)

d
(k)

q(k)

][
c(k) s(k)

−s(k) c(k)

]

=

[
1 ĝp(k),q(k)

ĝp(k),q(k) 1

][
d
(k+1)

p(k)

d
(k+1)

q(k)

]
, (6)

ここで ĝp(k),q(k) =
s(k)d

(k)

q(k)

c(k)d
(k)

p(k)

, ĝq(k),p(k) =
−s(k)d

(k)

p(k)

c(k)d
(k)

q(k)

, d
(k+1)

p(k) =

d
(k)

p(k)c
(k), そして d

(k+1)

q(k) = d
(k)

q(k)c
(k). この変形によってU (k)

の更新に必要な演算量は 4nとなり，元の演算量の 2/3倍と
なる．また演算パターンは xAXPYとなり，積和演算を利
用しやすい．ただし FPRには値の拡大によるオーバーフ
ローの危険性が知られている．我々の既報 [15]では，オー
バーフローの直前で安全な動作に切り替える簡易的な手法
についての議論がある．
図 1にヤコビ法の疑似コードを示す．疑似コードは与え
られた回転軸の列 P に従い計算を進め，同時に回転角を
Rに格納する．収束判定などを含めたより現実的なコード
例については Demmel [2], Alg. 3.1などを参照されたい．
このコードを FPR用に変更することは容易である．また，
V が不必要な場合はその計算をしないように変更すると演
算量をさらに半減できる．

2.2 巡回順序
回転軸の選択はヤコビ法の性質を大きく変える．Jacobi

による初期の手法 [8]では局所最大に行列を対角へと近づ
ける軸を探索するが，探索自体に計算量がかかる．軸の選
択順序を事前に決め，同じ順序を繰り返し用いることで探
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procedure BJevSweep(N , b, {AI,J}, {VI,J}, PB)

for (P,Q) ∈ PB

if P == Q then

V̂ ← Ib,b;

¨ JevSweep(b, AP,P , V̂ , R̂, Pin); ▷ on triu(AP,P )

© AI,P ← AI,P V̂ for I = 1 to P − 1;

© AP,I ← V̂ ⊤AP,I for I = P + 1 to N ;

© VI,P ← VI,P V̂ for I = 1 to N ;

else

Â1,1 ← AP,P ; Â1,2 ← AP,Q; Â2,2 ← AQ,Q, V̂ ← I2b,2b;

¨ JevSweep(b, Â, V̂ , R̂, Pout); ▷ on Â1,2

AP,P ← Â1,1; AP,Q ← Â1,2; AQ,Q ← Â2,2;

© [AI,P , AI,Q]← [AI,P , AI,Q]V̂ for I = 1 to P − 1;

© [A⊤
P,I , AI,Q]← [A⊤

P,I , AI,Q]V̂ for I = P +1 to Q− 1;

© [A⊤
P,I , A

⊤
Q,I ]← [A⊤

P,I , A
⊤
Q,I ]V̂ for I = Q+ 1 to N ;

© [VI,P , VI,Q]← [VI,P , VI,Q]V̂ for I = 1 to N ;

図 3 A pseudo code for a single sweep of the blocked Jacobi

method

索の手間を省く手法があり，巡回ヤコビ法と呼ばれる．こ
の順序のことを巡回順序と呼ぶ．巡回順序はヤコビ法の収
束性や計算性能に影響を与える．並列巡回順序は連続する
2つの回転軸が重ならないものを含む順序であり，そのよ
うな回転軸に対する計算を並列に行える．ブロック指向順
序は，ブロック行列のブロック内部に対する消去が連続し
て行われる順序である．
我々が用いた順序の例を図 2に示す．この順序はブロッ

ク指向順序の 1つであり，ブロック内部に列巡回順序 [3],

ブロックの選択に並列巡回順序の 1 つであるモジュロ順
序 [11]を用いたものである．これによって異なる 2つ以
上のブロックを同時に巡回可能とする．この組み合わせは
Schroffら [13]のブロック弱ウェーブフロント順序となっ
ており，これはもっとも単純な巡回順序である列巡回順序
と収束性を共有する [13], Th. 5. また，並列化の必要のな
い単体コア上での実行の場合，ブロックの選択はモジュロ
順序に代えて行巡回順序を用いている．これは列巡回順序
と厳密に同値なブロックウェーブフロント順序となってい
る [13], Th. 3．

2.3 ブロックヤコビ法
ブロック指向順序において，ブロック内部の計算と，他の

ブロックの計算を分離することができる；非対角要素の消去
や行・列の更新におけるデータ依存は，一部のブロック中に
閉じているためである．いま行列A(k)と V (k)をN ×N 個
ブロックへ分割し，それぞれA(k) = {A(k)

I,J}, V (k) = {V (k)
I,J }

と表記する．個々のブロックの大きさは簡単のためすべて
b × bとし，n = Nbが成り立つ場合を考える．ブロック
指向順序においてあるブロック軸 (P,Q)を選択したとき，

(P,Q)に関するピボット行列 Â :=

[
AP,P AP,Q

AQ,P AQ,Q

]
を定義

する．ブロック指向順序では Âの内部を巡回し，Âを更新
すると同時に，回転を V̂ へ蓄積する．つまり内部で用いた

図 4 An illustration of the fill-ins in the computation of V̂

ヤコビ回転を Ĝ1, Ĝ2, . . .とおくと，V̂ = Ĝ1Ĝ2 · · · が成り
立つ．この計算をピボット巡回と呼ぶ．V̂ は後に残りのブ
ロックへと適用する．この計算をブロック更新と呼ぶ．
図 3にブロックヤコビ法の疑似コードを示す．コード

中，“¨”がピボット巡回，“©”がブロック更新に相当する．
コードでは非対角ブロックと対角ブロックの処理を分けて
いる*1が，これは巡回順序の違いにより手順が大きく異な
るためである．コードにおいて PB はブロックの選択順序，
Pinや Poutはブロック内部の巡回順序であり，図 2に対応
するものとなっている．
ブロックヤコビ法の演算時間はピボット巡回とブロック

更新に支配される．前者の演算量自体は全体の O( b
n )の割

合であり，N が十分大きければ無視できる．実際にはピ
ボット巡回の演算効率が低いため，影響は小さくない．後
者は演算量自体が大きいため，高性能化が不可欠である．
通常はコード中のように行列積 xGEMMを使えるため，簡
単に高性能実装を得られる．ただし詳細に解析すれば V̂ の
非零構造を用いて演算量を削減できることがわかる．これ
については次小節で議論する．また，V̂ を生成した後に行
列積を用いるよりも，Ĝ1, Ĝ2, . . .を行列に直接適用する方
が性能面での利点がいくつかある．そこでヤコビ回転適用
の高性能化について § 2.5で議論する．また，手法の組み
合わせによる性能への影響を次節で議論する．
ピボット巡回の計算は，部分行列の近似固有値分解だと

とらえることもできる．そこで，ピボット巡回の代わりに，
厳密な固有値分解を行うことも考えられる．この手法をフ
ルブロックヤコビ法と区別して呼ぶ．フルブロックヤコビ
法はヤコビ法のアナロジーとなっているが，数値的には別
物であり，収束性の議論や収束のための修正など，複雑と
なるため [6]，本稿では対象としていない．

2.4 V̂ の非零構造を用いる手法
V̂ は単位行列に対して限られた回数のヤコビ回転を特定
の順序でかけたものとなっており，正確に計算手順を追え
ば，規則的な非零構造を見つけることができる．図 4は V̂

の計算途中で発生するフィルインの様子を図示している．
図中，橙色のブロックは回転軸に対応する要素，水色のブ
ロックはフィルインが発生した要素を表している．右上ブ
ロックにおける列巡回の最初の 1列の処理では左上ブロッ
*1 対角ブロックは非対角要素を含むことに注意．
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procedure ApplyR(b, {x·,·}, {y·,·}, {r·,·,·})
for i = 1 to b

for j = 1 to b

for k = 1 to b

t← xk,j ;

xk,j ← r1,j,it− r2,j,iyk,i;

yk,i ← r2,j,it+ r1,j,iyk,i;

図 5 A pseudo code of the application of the rotations.

クの上三角が満たされ，左下ブロックは 1行のみ満たされ
る．2列目以降の巡回によって 1列ずつ右下ブロックの上
三角部分が満たされていく．この結果，巡回の最後には上
三角行列の左下を密にした形を得る．この構造をブロック
ヤコビ法に用いた例は筆者の知る範囲にはないが，Ltaiefa

らの二段階 Hessenberg分解を Givens QRを基礎として行
う手法において出現している [10], fig. 2.

この非零構造を用いることで演算量をほぼ 3/4倍に削減
できる．ただしこのような構造を直接扱う BLASルーチン
は存在しないため，上三角部分と小正方部分とに分けて計
算する必要がある．前者は Level-3 BLASの xTRMMを使
えば計算でき，後者は単純な xGEMMとなる．また演算
量の削減分ほど実際の性能を向上させるかについては別問
題であり，xTRMMのチューニング度合いに依存する．

2.5 ヤコビ回転カーネル
ブロック更新において直接ヤコビ回転を適用する場合，

その計算は図 5のように記述できる．これは長さ bの三重
ループであり，行列積と類似した構造を持つ．再内側計算
は積+積和であるが，FPRを用いる場合は単純な積和とな
り，より行列積と似る．そこで我々は既報 [15]において，
Gotoらの行列積高性能実装手法 [5]をブロック更新へ応用
することを提案した．
図 6は最適化後の疑似コードを示している．このコード

は 2つに分けられており，ループブロック化後の外側ルー
プ (Driver) と，固定サイズの内側ループ (Kernel) である．
Driverは，ブロックをさらに細かく分割した部分行列であ
るパネルを選択し，バッファへと並び替えた後に，並び替
えたデータを用いてKernelを呼び出す．並び替え時は，ブ
ロック更新の位置に応じて転置も行う．Kernelは与えられ
たパネルのペアに対して回転を適用する．Kernelは計算時
間の大部分を占めることになるため，高度なチューニング
に値する．チューニング戦略の核は，パネルをレジスター
に置くことで演算回数に対するキャッシュやメモリーへの
アクセス回数を減らすことである．ここではデータストア
の回数を減らすために，図中 xをレジスターに置く．
以上の構成により，ブロック幅に比例するデータ再利用

回数を実現でき，演算密度を高められ，行列積に似た高性
能を実現できる．さらに FPRを用いれば演算量の面でも
利点がある．表 2に 3つの CPU上での Kernel部分の性

procedure Driver(b, X·,·, Y·,·, R·,·,·)

for J = 0 to nj(⌈b/bJ⌉ − 1), step nj

for i = 1 to ⌈b/bi⌉
for k = 1 to ⌈b/bk⌉

Load Yk,i into y;

for j = J + 1 to J + nj

Load Xk,j into x;

kernel(x, y, R·,i,j)

Store x back to Xk,j ;

Store y back to Yk,i;

procedure Kernel(x·,·, y·,·, r·,·,·)

Load x·,· to the SIMD registers;

for i = 1 to bi ▷ unrolled by 1–4. bi can be a variable

Load y·,i to the SIMD registers;

for j = 1 to bj ▷ full-unrolled

for k = 1 to bk ▷ full-unrolled and SIMDized

t← xk,j

xk,j ← r1,j,it− r2,j,iyk,i

yk,i ← r2,j,it+ r1,j,iyk,i

Store y·,i back;

Store x·,· back;

図 6 A pseudo code for an optimized code for the rotations

表 2 The performance of the kernels for the rotations

GFlop/s (FPR) GFlop/s (Regular)

HSW 49.5± 0.0 36.5± 0.0

KNL 20.6± 0.3 23.3± 0.2

SKX 99.0± 0.3 81.7± 0.7

能を示す．表では FPRを用いたときの性能と，通常のヤ
コビ回転を用いたときの性能 (Regular) の両方を示してい
る．どの CPUにおいても 1コアの理論性能の 8割以上に
達している．ただし，Regularでは積と和の比率の問題か
ら，理論性能が CPUの演算性能の 2/3となっていること
に注意．また，KNL上の FPRのみ 6割程度の性能となっ
ているが，これは命令実行幅が他の 2つの CPUと比べて
狭いことが原因である．詳細なチューニングや性能解析に
ついては既報 [15]を参照されたい．

3. ブロック更新手法の比較
ここでは 4つのブロック更新手法の比較を行う．1つは
行列積を使うもの (MM )，もう 1つは非零構造を使うもの
(MMsp)，そして残り 2つはヤコビ回転カーネルを用いる
ものであり，通常の回転を用いるもの (Regular) と FPR

を用いるもの (FPR) とがある．これらの手法はブロック
更新における演算量が異なると同時に，ピボット巡回にお
ける V̂ の計算の要不要も異なる．ブロック更新は演算量
の大部分を占めるためより重要であるが，ピボット巡回の
実行効率は低いため，単純な演算量の数値以上に影響を及
ぼす．そこで両者を分けて比較を行う
表 3に各手法の 1ステップあたりの演算量を示す．ここ

では演算量の大部分を占める非対角ブロックの更新 (P ̸= Q

の場合)のものを示している．表中の各列では，ピボット
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表 3 Computational costs for a single sweep over an off-diagonal block

sweep Â update A update V total

FPR 8b3 +O(b2) 4nb2 − 8b3 4nb2 8nb2 +O(b2)

Regular 12b3 +O(b2) 6nb2 − 12b3 6nb2 12nb2 +O(b2)

MM 24b3 +O(b2) 8nb2 − 16b3 +O(nb) 8nb2 +O(nb) 16nb2 + 8b3 +O(nb)

MMsp 24b3 +O(b2) 6nb2 − 12b3 +O(nb) 6nb3 +O(nb) 12nb2 + 12b3 +O(nb)

巡回 (sweep Â) と Aに関するブロック更新 (update A)，
V に関するブロック更新 (update V )，そしてそれらの合
計 (total) を示している．FPRはピボット巡回の演算量が
少なく，また合計の演算量も少ない．そこで他手法と同程
度の実行効率を実現できれば最も速くなると予測できる．
Regularは FPRに続いて，ピボット巡回の演算量と合計の
演算量が小さい．ただし Regularは積と和の比率の問題に
影響されるため，演算量の数値ほどの性能とはならない．
MMやMMspは V̂ の計算が必要であるため，ピボット巡
回の演算量が大きい．この結果，演算量の合計にオーバー
ヘッド項 O(b3)として表れている．MMは演算量が最も大
きく，FPRの 2倍以上となる．MMspは非零構造のため
MMの 3/4程度となるが，実際の性能は Level-3 BLASの
チューニング状況に依存する．
以上の通りヤコビ回転を行列に直接かける 2手法，FPR

と Regular は演算量削減に効果があるだけでなく，オー
バーヘッド項の削減にも役立つ．しかしながら，FPRや
Regular が実際に高性能となるためにはヤコビ回転カー
ネルの高度なチューニングが不可欠である．一方で MM

やMMspは BLASのルーチンを利用可能という利点があ
り，ポータビリティーの面で優れている．そこで，FPRや
Regularが実装の手間に匹敵するほどの性能面での利点が
あるかどうかについて調査することが本研究の目的である．

4. ブロックヤコビ法のタスク並列化
我々は単体コアでの性能測定だけでなく，より現実的な

結果を得るために，スレッド並列化した実装を作成した．
ブロックヤコビ法はブロック単位で記述された明快な構造
を持っているため，並列化もブロック単位で行えばわかり
やすい．我々は，ブロック単位の処理をタスクとみなし，
OpenMPのタスク並列化 [12], § 2.10，とくに task depends

節 [12], § 2.17.11を用いたランタイムの DAGスケジュー
リングによって並列化を行った．このスケジューリング手
法は，記述が単純になるにもかかわらず，利用の難しい隠
れた並列性を自動的に発見し性能向上につなげられるとい
うメリットがある．
図 7にブロックヤコビ法における処理の依存関係の例を

示す．この図ではピボット巡回と，Aについてのブロック
更新という 2種類の計算について示しており，ピボット巡
回を行うブロックを橙色，ブロック更新を行うブロックを
青色に表示している．ピボット巡回は V̂ または回転角の

図 7 An illustration of the task dependency for the first 4 steps

of the blocked Jacobi sweep on 5× 5 blocks

列 Rを生成し，ブロック更新はそれをもとに非対角ブロッ
クを更新する．また次のステップのピボット巡回は，更新
済みのブロックを用いることがある．図中，黒矢印が V̂ ま
たは Rについての，青矢印が非対角ブロックについての
Flow依存を示している．また端点のない緑矢印は処理の
開始点を表す．図からわかるように，ブロックヤコビ法で
は巡回順序によっては複数のピボット巡回を同時実行可能
である（並列巡回順序）．ただし複数のピボットに関する
ブロック更新の間には依存関係が一部に生じる．
このような複雑な依存関係を解決する専用の機構を作成

することは大きな労力を要するが，DAGスケジューリン
グのような一般解法に任せてしまえば簡単である．ただし
DAGスケジューリングはスケジューリングコストが大き
いデメリットがあるため，最適なスケジューリング手法の
開発は今後の課題である．

5. 性能測定
我々はヤコビ回転カーネルを用いたブロックヤコビ法

の性能評価を行うため，次の 3つのテストを行った．1つ
は，単体コア上で各ブロック更新手法を用いたブロック
ヤコビ法の 1巡回を行ったときの実行時間の測定であり，
純粋な演算性能を比較する目的がある．ここではブロッ
ク化していない単純なヤコビ法実装との性能比較も行う．
もう 1つは，複数コアを用いたときの同様の実験であり，
より現実的な状況下での性能を測定する目的がある．最
後は，収束まで反復を繰り返した場合の実行時間測定で
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ある．ここでは他の固有値計算手法との性能比較も行う
ことで，我々の実装の実用性を検証する．すべてのテス
トは倍精度浮動小数点数で行い，テスト行列は minij行列
を用いた：ai,j := min(i, j)．BLAS実装は Intel MKLの
ものを使用しており，性能比較においては Intel MKLの
LAPACK 実装から DSYEV と DSYEVD を用いている．
（ブロック）ヤコビ法の収束判定では相対的基準を用いてい
る：|a(k)i,j | ≤ ϵ

√
n|a(k)i,i a

(k)
j,j |, ただし ϵ ≈ 1.01× 10−16は計算

機イプシロン．これは Demmel [2]の推奨する基準である
が，今回のテスト行列については正定値ではないため，過
剰な基準となっている．すべてのテストは同じ設定を用い
7回繰り返し，観測値を点，その平均値を折れ線として表
示している．表示上の工夫として，はじめの 2つのテスト
では n3 を実行時間で割った値（正規化性能, n3/s），最後
のテストでは DSYEVの実行時間の平均値との比をプロッ
トしている．前者は適切な係数をかけるとGFlop/s値に換
算できる値である；ただし各手法の 1反復当たりの演算量
が異なることに注意．後者はとくに比較に重きを置いたた
めである．

5.1 1巡回での正規化性能
図 8に単体コアを用いたときの正規化性能を示す．正規
化性能は大きな値ほど高速であることを意味する．ここで
は行列サイズ n = 10から 2, 000を用い，ブロック幅 b = 8

から 128の中で最も平均性能が良いものを表示している．
図中 serialはブロック化していないが，巡回順序としては
他と同じものを使用したヤコビ法である．
serialは小さな行列（n < 100程度）を除いては最も遅
い．逆に最も速いものは FPRであり，HSWや SKXでは
MMの 2倍近い性能に達している．ただし KNLの場合は
ヤコビ回転カーネルの性能を反映して，他の CPUと比べ
て差が小さくなっている．Regularは FPRと比べて遅い
が，MMやMMspよりも高性能となっている．MMspは
演算量では MMよりも優れているはずだが，実際の実行
時間では，ほとんど差がない (HSW)かむしろMMよりも
遅い結果となっている (KNL, SKX)．どの結果においても
n = 2, 000になっても性能上昇を続けているものがあるが，
単体コアでは実行時間が大きく，これ以上大きな行列サイ
ズでのテストはできていない．
図 9に CPU上のすべてのコアを用いた時の正規化性能

を示す．ここでは行列サイズ n = 100から 4, 000(HSW),

または 10, 000 (KNL, SKX)を用い，ブロック幅 b = 16か
ら 400までの中で最も平均性能が良いものを表示している．
複数コアを用いた場合でも単体コアを用いたときと性能
の傾向は似通っており，FPRが最も速く，続いてRegular，
そして MMと MMspはほぼ同程度だが，HSWを除いて
はMMspの方が遅くなっている．

5.2 他の固有値計算手法との性能比較
図 10に DSYEVとの実行時間の比を示す．この値は小

さいほど高速であることを意味する．ここでは行列サイズ
n = 800から 10, 000(HSW)または 16, 000(KNL, SKX)を
用い，ブロック幅は，2つ目のテストで最もよかった値を
用いている．ただし，行列サイズが 2つ目のテストの範囲
を超えるものについては最も近い行列サイズに対応するブ
ロック幅を用いている．
このテストでは DSYEVDが最も速く，DSYEVの半分

以下の実行時間となっている点もある．FPRはブロックヤ
コビ法の中では最も速く，KNLでは DSYEVよりも高速
となる点が多数ある．それ以外の CPUにおいても，HSW

では約 2倍から 3倍，SKXでは 2倍以下の範囲に入ってい
る．他のブロックヤコビ法の性能傾向は 2つ目のテストと
類似しており，DSYEVからはさらに差を広げられる．ブ
ロックヤコビ法の曲線が n = 8, 000付近を境にして急激に
変化しているように見える．これは逆であり，DSYEVや
DSYEVDの実行時間がその付近においてなめらかでない
変化をしている．簡単な調査によれば，MKLは n = 7, 800

を境に，内部で呼び出す関数が大きく変化しており，何ら
かのアルゴリズムの切り替えをしていることが伺えるが，
詳細は不明である．
表 4に各 CPUごとの最も大きな行列サイズにおける実
行時間を示す．HSWでは，FPRによってMMやMMsp

から実行時間を 47%削減している．またKNLでのその数
値は 33%, SKXでは 41%となっており，演算量の削減幅
に近い大きな削減となっている．

6. まとめ
ブロックヤコビ法は部分行列に対するヤコビ回転を小行

列 V̂ へ集積し，V̂ との行列積 xGEMMによって行列を更
新することで高性能化を実現するが，ヤコビ回転を直接行
列にかける方が，少演算量や低オーバーヘッドなどの利点
がある．そこで我々は既報 [15]において，ヤコビ回転自
体の高性能化手法（ヤコビ回転カーネル）を検討し，実際
に，行列積に近い高い実行効率を実現可能であることを示
した．そこで本稿では，ヤコビ回転カーネルをヤコビ法に
組み込んだときの性能を検証した．
実験結果から，ヤコビ回転カーネルによって行列積を用

いた実装と比べて性能向上することがわかった．とくに，
高速平面回転 (FPR) と組み合わせた場合には，行列積を
ベースとした実装と比べて，30%から 40%程度の実行時
間の削減を実現した．また他の固有値計算手法 (DSYEV,

DSYEVD)との性能比較においては，ヤコビ回転カーネル
を用いてもブロックヤコビ法はまだそれらの手法と比べて
低速であったが，その差を大きく縮め，DSYEVと比べて，
2倍程度の実行時間で計算を完了することに成功している．
我々は，この性能向上はヤコビ法の適用範囲を広げるこ
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図 10 The relative average time of methods compared with MKL’s DSYEV

表 4 The computation timeof the methods in seconds for the largest matrices

n FPR Regular MM MMsp DSYEV DSYEVD

HSW 10, 000 360± 0.4 597± 0.8 681± 1.8 608± 2.2 120± 0.6 58.9± 0.5

KNL 16, 000 296± 1.0 352± 0.8 446± 2.4 448± 0.5 184± 0.5 79.6± 0.5

SKX 16, 000 211± 0.1 314± 0.1 358± 0.2 386± 0.9 130± 0.7 45.5± 0.5
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とに大きく役立つと考えている．ヤコビ法は他の固有値計
算手法よりも良い誤差評価を持っているため，より小さな
コストでそれを実現できるようになったのは大きな利点で
ある．また，ヤコビ法は反復解法であり，反復回数（巡回
回数）の小さな行列に対しては高速に動作する．従来は他
手法との性能差が大きく，反復回数のきわめて小さな行列
でしか性能面でのメリットがなかったが，今回の性能改善
によってより多くの行列に対して性能上のメリットが得ら
れるようになったと考えられる．
今後の課題としては，並列化手法の検討があげられる．

本稿では単純化のために OpenMPのタスク並列化を用い
た DAGスケジューリングを行ったが，これは，メニーコ
ア CPUのような並列化が難しい環境における高性能化手
法として，近年の線形計算ソフトウェアに取り入れられて
いるものである（例えば PLASMA [1]）．そこでこのよう
な最新手法がヤコビ法にも適するか調査することは興味深
い．また，本稿の結果は実対称行列向けのヤコビ法に限ら
れるが，同じ手法やアイデアは他のヤコビ様アルゴリズム
にも適用できる．例として，片側ヤコビ法（Hestenes法）
[7] や Kogbetliantz 法 [9] は SVD 向けのヤコビ法である
が，同様に多数のヤコビ回転を行い，またブロック化も可
能であるため，ヤコビ回転カーネルが役立つ．また，不定
値行列に対する高精度なヤコビ法である J-Jacobi法 [14]

は，ヤコビ回転の他に Hyperbolic回転を行うが，これは
符号を除いてヤコビ回転と一致するため，ヤコビ回転カー
ネルを応用できる．また，ヤコビ回転カーネルは分散メモ
リー並列向けのヤコビ法実装にも役立つと考えられる．と
くに，回転角 Rのデータ量は V̂ の半分または 1/4にでき
るため，通信量の削減にもつながることが興味深い．
謝辞 本研究は JSPS科研費 JP19H04127の助成を受け

たものです．
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