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Taylor展開法による常微分方程式の数値解法の高速化

平山 弘1,a)

概要：C++言語や Fortran 90を使えば、Taylor級数の四則演算や関数計算を容易に定義できる。この定

義を使えば四則演算、標準関数および条件文等で記述された関数を Taylor級数に展開できる。

この Taylor級数法を使えば、微分方程式 dy
dx = f(x,y) の解を Taylor級数に展開できる。Taylor級数解は

任意の次数まで計算出来るので、Runge-Kutta法等に代わる任意次数の計算法として利用できる。Taylor

展開式は誤差や与えられた許容誤差内での最良のステップの大きさの計算に容易に使える。

この方法を無駄を排し、高速化すると常微分方程式の級数解法と同様になる。常微分方程式の級数解法は、

筆算で行うためか、Taylor級数の加減乗算の範囲で行われている。この方法は計算機を使えば、除算だけ

でなく、指数対数関数、三角関数等を含む場合も容易に効率的に解くことができる。

実際の具体例では、6段 5次の Fehlbergの公式と比較して、10倍以上の高速化を図ることができた。
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1. はじめに

常微分方程式の一段法の数値計算法として、現在Runge-

Kutta法がよく使われている。その他に Taylor展開式を

解法 [3]が知られている。

これらの解法にはそれぞれ次のような特徴がある。

Runge-Kutta法は、いろいろな次数の公式が存在するが、

次数毎に計算公式の係数をかなり計算量の大きい計算を行

い決定しなければならない。たとえば、25段 12次の公式

の係数を計算するには 7813個の非線形方程式 [9]を解かな

ければならない。各次数の公式は独立性が高く、１次だけ

次数が高いだけでも、共通部分があまりない。一部共通範

囲がある公式を埋め込み型と呼ばれている。僅かな追加計

算でその計算精度が推定できる公式としてよく使われる。

この型の公式として Fehlbergの公式 [2]がよく知られてい

る。この参考文献 [2]には Runge-Kuttaの公式の係数の表

が多数掲載されている。

Taylor展開法では、１個のプログラムで何次でも計算可

能である。展開式は途中の次数まで共通であるから、すべ

ての式が誤差評価可能でその計算の誤差推定が容易である。

Taylor展開法はこのように良い点がいろいろあるが、プ

ログラミングに現れるすべての関数の Taylor展開計算法
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だけでなく、四則演算や平方根などの計算法もユーザーが

プログラミングしなければならないなどの問題点がある。

このような問題点の解決策として、著者等は Taylor展開

計算のプログラムは東北大の計算センターのライブラリと

して登録 [4]している。

2. 関数のTaylor展開法

関数 f(x)は、f((x− a) + a)を計算することによって、

x = aにおける Taylor展開式を次のように計算することが

できる。

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2

+ · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n + · · ·

ここでは、この方法を代入法と呼ぶことにする。

Taylor展開を単純化するため展開位置を原点になるよう

に平行移動して、計算を行う。

f(x+ a) = f(a) +
f ′(a)

1!
x+

f ′′(a)

2!
x2

+ · · ·+ f (n)(a)

n!
xn + · · ·

関数 f(x)の点 x = aにおける Taylor展開式は、xに x+ a

を代入することによって計算出来る。

例えば、関数 f(x) = x3 を x = 1で Taylor展開すると、

次のようになる。

f(x+ 1) = (x+ 1)3 = 1 + 3x+ 3x2 + x3
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すなわち、

f(x) = x3 = 1 + 3(x− 1) + 3(x− 1)2 + (x− 1)3

この計算法は、汎用性があり、いろいろな関数を Taylor展

開することができる。

例として、f(x) = exとして f(x+1)の Taylor展開式を

計算する。

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · · (1)

(1)の 6次まで式に、xの代わりに x+1を代入すると次の

式が得られる。

2.71806 + 2.71667x+ 1.35417x2 + 0.444444x3

+0.104167x4 + 0.0166667x5 + 0.00138889x6

この展開式は、(1)の 6次まで採った式の Taylor展開とし

ては正確な Taylor展開式であるが、ex の正確な Taylor展

開式を比較すると定数項は 4桁、1次と 2次の係数は 3桁、

３次と 4次の係数は１桁しか合っていない。それ以降は 1

桁も合っていない。これが倍精度 (15桁)精度計算するに

は 100次程度まで計算する必要がある場合がある。

計算は関数の解析接続するため計算と同じで、「関数を

解析接続するためには、非常に高次の Taylor展開式を必要

とする。」の事実と一致する。

この代入法は、精度よく計算するには、収束が良い展開

式で、非常に次数の高い式を利用して計算しなければなら

ないことがわかる。

Taylor 展開式でなくとも、計算可能な式ならば

容易に Taylor 展開式を計算出来る。たとえば、Rie-

mann の zeta 関数は、ζ(x) =
∞∑
k=1

1

kx
と定義される

関数で、次のように収束の良い形に変形できる。

(https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann zeta function)

ζ(x) =
1

1− 21−x

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(−1)k
(n
k

)
(1 + k)−x

)

この関数の xに x+ 2を代入して計算すると次のようにな

る。4次まで表示すると次の式となる。

ζ(x) = 1.64493− 0.937548(x− 2) + 0.99464(x− 2)2

− 1.00002(x− 2)3 + 1.00006(x− 2)4

このように、原理的には容易に Taylor 展開が求め

られる。定数項はよく知られているように π2

6 =

1.64493406684822643647 · · ·となる。

3. 常微分方程式の解のTaylor展開

次の微分方程式の解の Taylor展開式を計算する。

y′(x) = f(x, y(x)) y0(x) = y0 (2)

この常微分方程式の解はピカール (Picard)の逐次近似法で

求めることができる。

yn+1(x) = y0 +

∫ x

0

f(t, yn(t))dt (3)

漸化式 (3)の 1回の計算で最低でも近似精度が 1次上がる。

2次以上あがる問題もある。

例として、次の微分方程式をPicardの逐次近似法で解く。

y′(x) = y(x) + 1 y0(0) = 1 解: y(x) = 2ex − 1 (4)

Picardの逐次近似法の漸化式は

yn+1(x) = 1 +

∫ x

0

(yn(t) + 1)dt (5)

n = 0, 1, · · ·として、漸化式 (5)を計算すると

y1(x) = 1 + 2x

y2(x) = 1 + 2x+ x2

y3(x) = 1 + 2x+ x2 +
x3

3

y4(x) = 1 + 2x+ x2 +
x3

3
+

x4

12

このように 1回の反復毎に 1次次数が増えることがわか

る。上の式では、係数は分数になっているが、実際の計算

は倍精度浮動小点数で計算される。

1回の反復で 2次次数が増加する例を挙げる。

y′(x) = (y(x))2 + 1 y(0) = 0 解: y(x) = tanx (6)

この方程式の Picardの逐次近似法の漸化式は次のように

なる。

y0(x) = 0

yn+1(x) =
∫ x

0
((yn(t))

2 + 1)dt
(7)

n = 0, 1, · · ·として、漸化式 (7)を計算すると

y1(x) = x

y2(x) = x+
x3

3

y3(x) = x+
x3

3
+

2x5

15
+

x7

63

y4(x) = x+
x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+

38x9

2835
+ · · ·+ x15

59535

y1(x)は 1次まで、y2(x)は 3次まで、y3(x)は 5次まで、

正しく計算できる。y1(x)は 1次まで正しい式であるから、

(7)の被積分関数は 1次まで正しく計算出来る。それを積

分した関数は 2次まで正しく計算出来る。

この問題の場合、解は奇関数であるため、y1(x)は 1次

式であるが、2次の項は零なので、2次まで正しい式となっ

ている。このため、(7)の被積分関数は 2次まで正しく計

算出来る。それを積分すれば 3次まで正しい式を計算出来

る。そのため、y2(x)は 3次まで正しい式が求めることが

できる。
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y4(x) の計算するために、y3(x) を (7) に代入し 6 次ま

で正しく計算する。6次まで正しく計算するためには 7次

以上の項は不要なので零と置いて計算することができる。

同様に y4(x)の 9次以上の項は零とおいて効率的に計算出

来る。

(7)の計算で、yn(x)から yn+1(x)を計算する場合、2乗

の項の計算は、(2n − 1)次の部分は共通なので、(2n + 1)

次の部分だけを計算することによって効率化することがで

きる。このように 2次づつ解の次数が上がるのは、初期値

が y(0) = 0の場合で、y(0) = 1の場合を計算するとわかる

ように一般には 1次づつ増加する。

(6)の方程式の解を y(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·である

として代入し、xnに係数を等しいと置くと、定数項 (n = 0)

および n次の係数から次の式が得られる。

a1 = 1 + a0

an+1 =
1

n+ 1

n∑
k=0

akan−k
(8)

この公式を使えば最も効率的に計算出来ることがわかる。

(8)の積和の部分は、対称性からさらに約半分の計算量を

減らせる。この方法は、常微分方程式の級数展開法そのも

のであることがわかる。この計算法は、効率的ではあるが

通常筆算で行うため加減乗算だけ、しかも簡単な乗算を含

む問題だけに使われて来た。

計算機を使えば、この方法で多くの微分方程式でも、解

くことができる。筆算で解ける微分方程式の Taylor級数

解の第 n項の係数は簡単な nの式で表されることが多い

が、計算機で解く複雑な微分方程式の級数解の係数は一般

には、nの簡単な関数にはならない。ここでは、この方法

が常微分方程式の解法の効率的な解法であることを示す。

4. Taylor級数の計算

平行移動によって、展開位置を原点移すことができるの

で一般性を失うことなしに、原点で展開した式だけを扱う

ことができる。この級数を次のように定義する。

f(x) = f0 + f1x+ f2x
2 + f3x

3 + · · ·
g(x) = g0 + g1x+ g2x

2 + g3x
3 + · · ·

h(x) = h0 + h1x+ h2x
2 + h3x

3 + · · ·
(9)

加減算

h(x) = f(x)± g(x)は係数間の加減算を計算することが

できるので、次のようになる。

hn = fn ± gn (n = 0, 1, 2, · · ·)

乗算

乗算 h(x) = f(x)g(x)は簡単にでき、次のようになる。

hn =

n∑
k=0

fkgn−k (n = 0, 1, 2, · · ·)

除算

乗算 h(x) = f(x)
g(x) は h(x)g(x) = f(x)と変形し、(9)を代

入し各次数の係数を比較することによって、次の式が得ら

れる。

h0 =
f0
g0

,

hn =
1

g0

(
fn −

n∑
k=1

gkhn−k

)
(n = 1, 2, · · ·)

べき乗

h(x) = f(x)a(a は定数) を計算する。この計算式を微

分すると h′(x) = af(x)a−1f ′(x) となる。h(x) = f(x)a

であるから h′(x) = ah(x)f ′(x)/f(x)となる。したがって

h′(x)f(x) = ah(x)f ′(x)となる。この式に (9)を代入し各

次数の係数を比較することによって、次の式が得られる。

h0 = fa
0 ,

hn =
1

nf0

(
n∑

k=1

((a+ 1)k − n)fkhn−k

)
(n = 1, 2, · · ·)

a = 1
2 と置くと平方根も計算出来る。Taylor展開式の平方

根については、ニュートン法によって効率的に計算する方

法がある。

指数対数、三角関数等も同様に計算出来る。

5. 数値例

ここでは、誤差評価を簡単にするため、解析解が知られ

ている二体問題 (Kepler equation)[5]を解くことを考える。

方程式は次のようになる。

dx1

dt = x3,
dx2

dt = x4,
dx2

dt = −x1

r3 ,
dx4

dt = −x2

r3 ,

r =
√

x2
1 + x2

2

(10)

初期値は、eが 0 ≤ e < 1を満たす実数とする。初期値が

以下の式で表されるとする。

x1(0) = 1− e, x2(0) = x3(0) = 0, (11)

x4(0) =

√
1 + e

1− e

このとき、解析解は、E(t)が E(t)− e sinE(t) = tを満た

すとき、次のように書ける。

x1(t) = cosE(t)− e,

x2(t) =
√
1− e2 sinE(t),

x3(t) =
sinE(t)

e cosE(t)− 1
,

x4(t) =

√
1− e2 cosE(t)

1− e cosE(t)

(12)

この問題を e = 0.5の場合を解いた。区間 [0,10]の分割数

N を変えて計算した。最大誤差を次のように定義する。

ϵN = max
1≤n≤N

|xn − x(tn)|∞ (13)
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このときの Rung-Kutta法といろいろな次数の Taylor展

開法の − log2 ϵN の値を表 1 に示す。最初の Ruge-Kutta

法の結果は三井等 [5]による結果である。このように、高

次の Taylor級数を計算することによって分割数が少ない

場合でも高精度で解くことができる。

また、10次の Taylor級数が得られるならば、9次まで

の計算結果を比較することによって誤差が推定できるなど

Taylor展開法には Runge-Kutta法にはない特徴がある。

6. 長時間計算

Taylor 展開法を使って長時間の計算を行った。問題は

前問と同じ Keplerの問題を扱った。e=0.9の場合を区間

[0,10],[0,100][0,1000] の間を計算し、最後の点に達したと

きの計算時間、誤差を求めた。RK 法として、6 段 5 次

の Runge-Kutta-Fehlberg法を使った刻み幅自動調節プロ

グラム [6][10]を使い、許容誤差 1.0e-12として計算した。

Taylor法でも刻み幅自動調節を行った。Taylor級数の最

後の項が許容誤差以下になるように刻み幅を決めて計算し

た。すなわち、展開位置が pで最後の項の次数がmの時、

次の式が成り立つ。

|am(x− p)m| ≤ ϵ

h = x− pと置くと、この式から刻み幅 hが得られる。

h ≤ m

√
ϵ

|am|

Taylor級数の係数のm次の係数だけが、特別の大きかった

り小さかったりする可能性がある。この場合、m− 1の係

数に対しても同様に刻み幅を計算し、その中で小さい方を

刻み幅 hとするようにする。ある程度次数が高い場合は、

この方法が使うことができるが、次数が低い場合、この方

法はあまり効果的ではない場合が多い。

この方法を使うと 5次の Taylor展開法は 5次の項が刻

み幅の計算に使われ実質４次以下の計算となり非常に時間

のかかる計算になることがある。

この刻み幅決定方法は、一様に係数が変化すると仮定し

ているため、途中でその一様性が破られた場合、その刻み

幅があまり適切でない場合がある。特に 5次程度の低次の

Taylor展開法では、この一様性の仮定があまりよく成り立

たない場合がある。

表 2 の測定では計算機として、Intel Core i7-8700K

3.7GHzを使用した。

表 1 Kepler 問題の最大誤差

N 160 640 1280 2560 5120

4th Rung 13.99 18.21 22.34 26.40 30.44

4th Tay 9.88 13.84 17.82 21.81 25.81

10th Tay 35.20 44.10 43.06

15th Tay 44.38 45.05 43.06

20th Tay 44.38

6.1 各次数の係数の計算

プログラムは C++言語で記述し、クラス機能を使って

Taylor級数を定義した。無駄な計算を省くため、計算すべ

き係数の次数をグローバル変数 (n)とし、各関数では、そ

の次数の係数を計算するように作成した。

例えば Taylor級数 x,yの加算は次のような形になる。

taylor operator+( const taylor &x, const taylor &y )

{

taylor& tmp = stack[stack_pointer++] ;

tmp[n] = x[n] + y[n] ;

return tmp ;

}

Taylor級数の加算は、n次の係数 (x[n],y[n])を加えるとい

う単純な計算であるが、n次未満の係数も返す必要がある

ので、これまで計算した Taylor級数の係数をスタックに

とって置き、そのスタックの n次の係数を書き換えるよう

にプログラムを作成する必要がある。

Taylor級数 x,yの乗算は次のような形になる。

taylor operator*( const taylor &x, const taylor &y )

{

taylor& tmp = stack[stack_pointer++] ;

tmp[n] = 0 ;

for( int i=0 ; i<=n ; i++ )

tmp[n] += x[i]*y[n-i] ;

return tmp ;

}

Taylor級数の乗算では、2つの係数 (x[i],y[n-1])の積を加

え、それをスタックの n次の係数に代入する計算を行う。

加算よりも複雑な計算なので、スタック操作は相対的に無

視できるが加減算などでは、そのスタック操作は無視でき

ない。単純な負の符号 (-)は、単に符号を変えるだけの関

数であるがスタック操作が入るため、相対的にかなり遅い

計算になる。

このようなプログラムを作成すると、通常のプログラミ

ング言語で微分方程式の右辺を定義するのとほとんど変わ

らないように記述できるようになる。

ここで扱っている Keplerの問題は、次のように記述で

きる。

void func( const taylor *y, taylor *f )

{

static taylor r2, r15 ;

f[0] = y[2] ;

f[1] = y[3] ;

r2 = square(y[0])+square(y[1]) ;

r15 = pow( r2, -1.5 ) ;

f[2] =-y[0]*r15 ;

f[3] = -y[1]*r15 ;

}
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ここで、関数 square(x)は、Taylor級数 xを 2乗する関数

である。

中間変数は、それまでの次数の係数を保存している必要

があるため、静的変数 (static)と宣言しておく必要がある。

比較のために、Runge-Kuta法で解くために作成した関

数を以下に示す。

void func( const double *y, double *dy )

{

double r2, r15 ;

dy[0] =y[2] ;

dy[1] =y[3] ;

r2 = y[0]*y[0]+y[1]*y[1] ;

r15 = pow( r2, -1.5 ) ;

dy[2] =-y[0]*r15 ;

dy[3] = -y[1]*r15 ;

}

このように、Taylor展開式を使って常微分方程式を解くた

めに定義しなければならない関数は Taylor展開法と比較

すると宣言部分が変わるだけでほぼ同じ関数になる。

6.2 計算実行結果

この計算を行うために、コンパイラーとして、Visual

Studio C++ 2017を使用した。このコンパイラによって１

コア用のオブジェクトコードを生成した。このプログラム

を使って、次数が 5次から 29次まで Taylor展開法を使っ

て計算した。その中の 5次、10次、15次、20次、25次の

計算結果を表 2に示した。

この結果から、5次の低次の場合は、相対的に、スタッ

ク操作等のオーバーヘッドのため、RKF法による計算と

比較し、約 3倍程度時間がかかった。この問題では 15次

以上の Taylor展開法を使うと長時間に渡って、高精度で、

高速に計算が可能であることがわかる。

計算次数が 20次の時が計算時間が最小であった。区間

[0,10000]のときの計算速度は、6段 5次の Runge-Kutta-

Fehlberg法の 16.7倍であった。このように、高次のTaylor

展開法を使えば、10倍以上の速度で計算することができる

可能性がある。

使い易くするために、低次の計算ではオーバーヘッドの

多いプログラムとなった。このオーバーヘッドをなくすに

は、方程式の Taylor展開するプログラムを直接書くことに

よって行うことができる。この方法は、多くの実際に計算

されている微分方程式が多くの部分が線形で、比較的単純

なので、容易に出来る可能性がある。今回の Keplerの問

題では、平方根の計算 (pow(x,a))の部分は面倒であるが他

の部分は比較的容易に行える。

7. おわりに

Taylor展開法は、高次の計算が容易なので、高精度で高

表 2 kepler 問題の計算時間と誤差

t 誤差 step 数 計算時間 (msec) 最小刻幅

RKF 法

10.0 5.7e-12 25356 1.29 1.7e-05

100.0 1.8e0-9 260574 13.31 4.7e-07

1000.0 1.2e-07 2663118 136.75 9.8e-08

10000.0 4.3e-06 26582346 1181.50 2.9e-08

5th Taylor

10.0 1.1e-13 27302 3.45 3.0e-04

100.0 4.3e-12 281592 34.39 3.0e-04

1000.0 5.9e-10 2872230 345.04 3.0e-04

10000.0 2.7e-08 28674280 3463.91 3.0e-04

10th Taylor

10.0 2.6e-13 622 0.17 1.4e-02

100.0 9.3e-12 6356 1.43 1.4e-02

1000.0 1.2e-09 64708 14.23 1.4e-02

10000.0 6.5e-08 646014 140.78 1.4e-02

15th Taylor

10.0 1.6e-13 216 0.076 4.3e-02

100.0 6.6e-12 2182 0.78 4.3e-02

1000.0 6.6e-10 22188 8.80 4.3e-02

10000.0 3.6e-08 221492 78.79 4.3e-02

20th Taylor

10.0 8.8e-13 134 0.070 7.2e-02

100.0 1.0e-10 1318 0.72 7.2e-02

1000.0 8.2e-09 13384 7.20 7.2e-02

10000.0 4.2e-07 133602 70.58 7.2e-02

25th Taylor

10.0 4.5e-12 100 0.075 9.8e-02

100.0 3.1e-10 982 0.76 9.8e-02

1000.0 2.0e-07 9956 7.60 9.8e-02

10000.0 1.2e-05 99362 75.49 9.8e-02

速な計算が可能である。Keplerの問題については、10倍

以上の性能が発揮することが示すことができた。常微分方

程式の高速高精度な数値計算には Taylor展開法を使うべ

きである。

常微分方程式以外の数値計算で高次計算が容易な分野で

は 10次や 20次の公式を使うのは当たり前であるが、常微

分方程式では、よく使われる Runge-Kuttaの公式が 4次

の公式であるためか、4次程度の公式を使うにのが当たり

前になってなっている。これでは、長時間にわたる、高精

度計算が非常に難しくなる。

Taylor展開法は筆算で計算する方法としては昔から知ら

れている方法であるが、計算機を使って Taylor展開する法

は現時点では、あまり参考資料がないためか、あまり使わ

れているとは言えない。

Taylor展開法は、微分代数方程式にも容易に適用出来で

きるため、それを強調する論文 [11][7][8]が多い。微分代数

方程式は、Runge-Kutta系列の解法では一部の問題を除い

てほとんど不可能であるため、Taylor展開法で解くことが
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できることが強調され、比較対象もないためか計算速度は

ほとんど述べられていない。
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