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概要：イジングマシンは組合せ最適化問題を高速に解法し準最適解を得るためのハードウェアとして注目
されている．組合せ最適化問題の中でも，多地点を最短経路で巡回する経路を探索する巡回セールスマン

問題は NP困難な問題であり，トラックの配送経路の最適化などに社会的に重要な最適化問題の基礎とし

て知られている．本稿ではシミュレーテッドアニーリング (SA)ベースのイジングマシンにて巡回セール

スマン問題を高速に解法する手法を提案する．SAベースのイジングマシンで巡回セールスマン問題を解

法するには，ハミルトニアンに現れる制約重みをいかに設定するかが鍵となる．制約重みが小さいほど解

空間がなめらかになり局所解を抜け出しやすくなることが期待される．しかし，制約重みが小さすぎると

制約を満たす解を得られなくなる．我々は，巡回セールスマン問題では，多地点を巡回する最短経路を構

成する辺について，従来手法は問題中の辺の長さの最大値に制約重みを設定するのに対し，我々は隣り合

う辺の和の最大値より少し大きい値に制約重みを設定することで最適解を得る確率の向上を確認した．ま

た制約重みを，最短経路における隣り合う辺の長さの和の最大値よりも小さい場合に設定した場合には，

制約を満たす解が得られないことを理論的考察および，実験にて確認した．しかし，どの辺が最短経路に

含まれるかを予め知ることは一般に困難である．そこで提案手法はまず，問題中の辺の長さの最大値から

最小値の範囲で制約重みをm種類選び，m種類の重みでアニーリングして得たm個の結果のうち最良の

ものを採用することにする．提案手法により，予めどの辺が最短経路に含まれるかを知ることなく，適当

な制約重みでアニーリングした結果を得ることができ，高速に精度の良い解を得ることが期待できる．提

案手法を用いた場合と用いない場合を比較した結果，ランダムに生成した 32地点の巡回セールスマン問題

において，提案手法を用いた場合は従来手法と同程度の解を最も高速な場合で，1/1000程度の総イテレー

ション数で得ることができた．
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1. はじめに

組合せ最適化問題は多数の変数に対して制約条件を満た

した上で最適な変数の組合せを求める問題である．また，

NP困難な組合せ最適化問題 [1]は変数の数が増加すると

厳密解を求めるのに必要な計算時間が指数的に増加すると

考えられており，ノイマン型コンピュータを用いて多項式

時間で NP困難な組合せ最適化問題の厳密解を求めること

は難しい．NP困難な組合せ最適化問題を解く場合，実用

上は準最適解を求めることが多い．

近年，組合せ最適化問題を処理するマシンとして非ノ
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イマン型の計算技術の一つであるイジングマシンが精力

的に研究されている [2–6]．イジングマシンはイジング

モデル [7]や Quadratic Unconstrained Binary Optimiza-

tion (QUBO)モデルのエネルギーが低い (安定)状態を得

るように動作するマシンである．イジングモデルは，スピ

ンと呼ばれるミクロな要素が多数集まったときに，各スピ

ンに働く強制力，及び 2 つのスピン間に働く相互作用に

よって，どのようなマクロな現象が現れるか，を表現する

統計力学モデルである．スピンは +1または −1を取る二

値変数で表現され，スピン変数の 1次の項と 2次の項から

成る多項式で表されたモデルである．QUBOは 0または 1

を取るバイナリ変数が複数個あり，かつ，2次の項により

定義されたエネルギー関数のモデルである．イジングモデ

ルと QUBOは相互に変換可能である．イジングマシンを

用いて組合せ最適化問題を解く場合，問題をイジングモデ

ルまたは QUBOで表現し，イジングマシンに入力する．
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典型的な組合せ最適化問題をイジングモデルや QUBO

に変換する手法 [8–10]は提案されている．イジングマシン

を用いて実問題を解く際，等式制約や不等式制約をペナル

ティ関数の形で導入する必要があり，その係数値（制約重

み）の選び方によって計算精度が変わる．そのため，制約

条件がある組合せ最適化問題について，精度の良い解を高

速に得るための工夫を行う必要がある．本論文では組合せ

最適化問題の一つである巡回セールスマン問題 (TSP)を

例題として，制約条件のある組合せ最適化問題におけるイ

ジングマシンによる高効率解法を提案する．

TSPは，複数の地点と各地点間の移動距離が与えられた

とき，各地点を一度だけ通るという制約条件を満たした上

で総移動距離が最小となる巡回ルートを見つける NP困難

な問題である [1]．TSPはトラックの配送経路の最適化な

ど社会的に重要な組合せ最適化問題の基礎として知られて

いる．

本論文は TSPにおける制約重みと解精度の関係を調査

し，シミュレーテッドアニーリング (SA) [11]ベースのイ

ジングマシンにより TSPを高速解法するための多種軽量

係数試行法を提案する．

本論文の貢献点は以下の 2点である．

• QUBOで表現された TSPの制約重みと解精度の関係

について示す．

• SA ベースのイジングマシンで TSP を高速解法する

ための多種軽量係数試行法を提案し，ランダムに生成

した TSPにおいて多種軽量係数試行法を使用するこ

とで，既存の制約重み [8]を用いたアニーリング結果

と比較して総イテレーション数を，最も高速な場合

で，1/1000程度に削減することに成功した実験結果を

示す．

2. イジングモデルとQUBO

イジングマシンで組合せ最適化問題を解く場合，問題を

イジングモデルやQUBOで表現し，エネルギーの低い状態

へ遷移させる動作を用いて準最適解を導く．イジングモデ

ルと QUBOは相互に変換可能であるため，組合せ最適化

問題をどちらかのモデルで定式化できればイジングマシン

を用いて解を得られる．本章ではイジングモデルとQUBO

について紹介する．

2.1 イジングモデル

イジングモデルは，スピンと呼ばれるミクロな要素が多

数集まったときに，各スピンに働く強制力，及び 2つのス

ピン間に働く相互作用によって，どのようなマクロな現象

が現れるか，を表現する統計力学モデルである．図 1にイ

ジングモデルの例を示す．イジングモデルは無向グラフ

G = (V,E)上に定義される．V は頂点集合を表し，Eは頂

点間の辺集合を表す．頂点 i ∈ V にスピン σi がある．ス
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図 1: イジングモデルの例．

ピン σi は ±1のいずれかの値を取る変数である．スピン

σi に働く局所的な磁場を hi、2つのスピン σi と σj に働く

相互作用の強さを Jij とする．このイジングモデルのエネ

ルギー HIsing は，次の式で与えられる．

HIsing = −
∑
i∈V

hiσi −
∑

(i,j)∈E

Jijσiσj (1)

ここで Jij = 0のとき，σi と σj の間に相互作用が無いこ

とを表す．

物理学によれば，エネルギーが低いほど安定な状態であ

ることが知られている．また，最もエネルギーが低い状態

を基底状態と呼ぶ．式 (1)の第一項で，外部磁場係数 hiの

値が大きいほど σi = 1になりやすいことを表す．また，式

(1)の第二項で，相互作用係数 Jij の値が大きいほど 2つ

のスピン σi と σj は同じ向きになりやすい．

2.2 QUBO

QUBO(Quadratic Unconstrained Binary Optimiza-

tion) は，0 または 1 を取るバイナリ変数 xi について，

式 (2)で表されるエネルギー HQUBO を最小化する問題で

ある．

HQUBO =

N∑
i=1

N∑
j=1

Qijxixj (2)

ここで，2.1で紹介したイジングモデルとQUBOの対応を

考える．式 (1)で定義されるイジングモデルにおける頂点

数 |V |がN のとき，以下の変換を用いることにより，イジ

ングモデルと QUBOは互いに変換可能である．

xi =
σi + 1

2
(3)

ただしこの変換を用いた際に，HIsing と HQUBO は定数差

が生じるが，この定数はスピン変数ないしはバイナリ変数

に依存しないため，組合せ最適化問題の解法としては同等

の問題を取り扱っていることに相当する．

3. QUBOによる巡回セールスマン問題の表
現 [8]

TSPは，訪れるべき地点の集合 V (|V | = n)と完全グラ
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(a) (b)

図 2: (a)5地点の TSPの例．(b)(a)をバイナリ変数 xt,iを

用いて表現した場合．

フを構成する重み付き無向辺の集合 E が与えられたとき，

全ての地点を 1度ずつのみ通って初期地点に帰還するとい

う制約の下で総距離が最小となる巡回ルートを見つける問

題である．

文献 [8]では，TSPを QUBOで表現する一つの方法に

ついて紹介されている．この表現方法では，t番目に地点

iを通過するか否かを表現するバイナリ変数 xt,i を導入す

る．t番目に地点 iを通過することを xt,i = 1として表現

し，t番目に地点 iを通過しないことを xt,i = 0として表

現する．図 2に 5地点の TSPとバイナリ変数 xt,i での表

現例を示す．図 2では巡回ルートは 1→ 2→ 3→ 5→ 4で

ある．図 2(a)は 5都市の TSPの例である．図 2(b)中の赤

丸は巡回ルートに含まれることを表す．

以下で，文献 [8]で導入されている TSPの QUBO表現

を見ていく．

H = H0 +H1 +H2 (4)

H0 =
n∑

t=1

n∑
a=1

n∑
b=1

da,bxt,axt+1,b (5)

H1 = α

n∑
t=1

(
n∑

a=1

xt,a − 1

)2

(6)

H2 = α

n∑
a=1

(
n∑

t=1

xt,a − 1

)2

(7)

ただしここで，任意の aについて，xn+1,a = x1,aとする．

これは最後の場所から最初の場所に戻る巡回を表す．da,b

は地点 aから b (a, b ∈ V )への距離を表す．いま，無向辺

を考えているので，任意の a, b ∈ V について，da,b = db,a

である．式 (6)，式 (7)で αは制約重みを表す正の定数と

する．地点数 |V |の TSPを解く場合，|V |2 のスピン数が
必要である．

H の各項について説明する．

( 1 ) H0：総距離

式 (5)は巡回ルートの総距離を表す．巡回ルートの総

距離が短いほど H が小さくなる．

(a) (b)

図 3: TSPの最適解から 3都市分を切り出してきた場合．

(a) 制約を満たす状態，(b) 制約を満たさない場合．

( 2 ) H1：制約項 1

式 (6)は任意の時刻に一つの地点にしか存在しない制

約を表す．時刻 tで選択される地点が 1つのときに最

小値 H1 = 0になる．αを大きくするほど制約が強く

なる．

( 3 ) H2：制約項 2

式 (7)は任意の地点に一つの時刻でしか存在しない制

約を表す．地点 aが選択される時刻が 1つのときに最

小値 H2 = 0になる．αを大きくするほど制約が強く

なる．

H1 = 0かつ H2 = 0を満たす場合にのみ，TSPの解と

して成立する．したがって，H1 = 0かつH2 = 0を満たし

た上でH0 を最小化することで，TSPの最適解を得ること

ができる．また，文献 [8]では，制約重み αは問題中の辺

の長さの最大値よりも大きい値にすると述べられている．

4. 巡回セールスマン問題における制約重みと
解精度の関係

4.1 巡回セールスマン問題における制約重みと解精度の

関係に関する考察

SAベースのイジングマシンで巡回セールスマン問題を

解法する場合，式 (6)，式 (7)中の制約重み αが小さいほ

ど解空間がなだらかになり局所解を抜け出しやすくなるこ

とが期待される．しかし，制約重みが小さすぎると制約を

満たす解を得られなくなる．先行研究 [8]では，式 (6)，式

(7)中の制約重み αを問題中の最長距離より大きい値に設

定することで TSPの最適解とQUBOの基底状態が一致す

ると述べている．ここで，αをさらに小さくすることで効

率的な基底状態の探索が期待できるケースが存在する．

TSPの最適解を出発点とし，制約重み αが状態遷移に

及ぼす影響を考える．TSPの最適解の一部の 3地点を抽

出する（図 3）．切り出してきた 3地点を a,b,cとする．図

3(a)は TSPの QUBO表現で式 (6)，式 (7)の制約を満た

している．図 3(b) では TSP の QUBO 表現で式 (6)，式

(7)の制約を違反してペナルティー 2αが課されている．図

3(a) 中の緑のスピンに注目したときのエネルギーを考え

る．2α > da,b + db,cのとき，制約を違反するペナルティー
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2αよりも距離を表す項のエネルギー増分 da,b + db,c の方

が小さいので，図 3(a)の制約を違反しない状態が安定とな

る．2α < da,b + db,cのとき，制約を違反するペナルティー

2αよりも距離を表す項のエネルギー増分 da,b + db,c の方

が大きい．よって，図 3(a)は安定な状態でなくなり，図

3(b)の状態へ遷移しようとする．2α = da,b + db,c のとき，

制約を違反するペナルティー 2αと距離を表す項のエネル

ギー増分 da,b + db,c が等しくなる．

ここで，TSPの最適解中のある地点から伸びる 2辺の

長さの和の最大値を η とおくと，TSPの最適解と QUBO

の基底状態が一致するためには 2α > ηである必要がある．

また，制約重み α が小さいほど解空間がなだらかになり

局所解を抜け出しやすくなることが期待されるため，αが
η
2 + ϵ付近のとき，解空間がなだらかになり最適解に到達

しやすくなり，制約を満たす解が平均的に良くなることが

期待される．ただし ϵは問題を構成する任意の辺の長さよ

り十分小さい値とする．

4.2 巡回セールスマン問題における制約重みと解精度の

関係に関する実験

TSPにおける制約重み αと解精度の関係を調査する．図

4に地点数 17で完全グラフである TSPの例題を示す．図

4中の赤線はこの問題の最適解であり，図 4では最適解を構

成する辺と最長辺のみ図示した．最短辺の長さは 1，最長

辺の長さは dmax = 10である．最適解の総距離は 28であ

り，図 4のTSPの最適解中の右下の地点から伸びる 2辺の

長さの和が最大値であるため，η = 2+3 = 5となる．制約

重み α = kdmax + ϵとおく．k = (α− ϵ)/dmax であること

から，kは dmaxを 1として正規化したとき αの割合とみな

せる．上記の考察によれば αが η
2 + ϵ付近のとき最適解に

到達しやすくなると期待されるため，k = ( η2 )/dmax = 0.25

付近のとき最適解に到達しやすくなると期待される．イテ

レーション数一定で 50回ずつアニーリングしたときの，制

約を満たす解の個数，最適解の個数，制約を満たす解の距

離の平均値の k依存性を図 5に示す．ただし， ϵ = 0.0001

とした．

デジタルアニーラ [5] を用いて実験する．デジタルア

ニーラは任意の 2スピン間に相互作用係数を設定できるイ

ジングマシンである．スピン数は 1024であり，相互作用

係数を 16bit, 外部磁場係数を 27bitの符号付整数を表現で

きる．デジタルアニーラのパラメータを以下に示す．温度

更新間隔が intervalのとき，interval回のイテレーション

毎に温度に減衰率 Tdecay を乗じて温度を降下する．

• イテレーション数：iteration = 2× 107

• 温度更新間隔：interval = 10

• 初期温度：Tstart = 2|V |Imax

• 最終温度：Tend = 0.045

図 4: 17地点の TSPの例．赤線は最適解を表す．

• 減衰率：Tdecay =
(

Tend

Tstart

)( interval
iteration )

ただし Imax は TSPを QUBOに変換した際の相互作用係

数または外部磁場係数の最大値とする．また，デジタルア

ニーラは小数値を扱えないため，相互作用係数および外部

磁場係数の絶対値の最大値が 212 になるよう正規化して整

数値を入力する．

図 5(a)で k ≥ η
2dmax

= 0.25のとき，k が 0.25に近づく

ほど制約を満たす解を得る確率は減少する．k < 0.25のと

き制約を満たす解を確認できなかった．図 5(b)より最適

解を最も得やすい αは η
2 に必ずしも一致しないことがわか

る．今回の実験では，既存の制約重み [8]に一致する k ≥ 1

のときは最適解を得られなかった．図 5(c)より，k ≥ 0.25

で k が 0.25に近づくほど制約を満たす解の距離の平均値

が小さくなることが分かる．k < 0.25のとき制約を満たす

解を確認できなかった．

5. 多種軽量係数試行法

4章では，αが η
2 + ϵ付近のとき既存の制約重み [8]より

も制約を満たす解を得る確率が低いが，最適解を得る確率

が高く，制約を満たす解の距離の平均値が短いことを示し

た．しかし，最短経路を構成する辺を事前に得ることは一

般に困難である．

そこで，制約重み αを複数種類試行し，経路の距離が最

小のものを採用する戦略をとる．複数の制約重みを試すこ

とで，最短経路を構成する辺を知ることなしに適当な制約

重みでアニーリングした結果を得ることができ，高速に精

度の良い解を得ることが期待できる．dmin と dmax をそれ

ぞれ，問題中の辺の長さの最小値，最大値とする．先と同

様，ηを TSPの最適解中のある地点から伸びる 2辺の長さ

の最大値とする．このとき，dmin ≤ η
2 ≤ dmax が成り立つ

ため，αは dmin + ϵ ≤ α ≤ dmax + ϵの範囲を試行すれば

よい．

本手法のアルゴリズムは以下の通りである (多種軽量係

数試行法と呼ぶ)．

( 1 ) 問題を構成する辺の長さの最小値 dmin を求める．

( 2 ) 問題を構成する辺の長さを d′a,b = da,b − dmin((a, b) ∈
E)と補正する．
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(a)

　　　　

(b)

　　　　

(c)

　　　　

図 5: 図 4の TSPをデジタルアニーラで，50回ずつアニー

リングした場合の結果．(a) 制約を満たす解の個数の k 依

存性．(b) 最適解の個数の k 依存性，(c) 制約を満たす解

の距離の平均値の k依存性．

( 3 ) 補正後の辺の長さの最大値 d′max を求める．

( 4 ) 0+ ϵ以上 d′max + ϵのm種類の異なる αに対して独立

にアニーリングする．

( 5 ) 4.で得たm個の答えのうち最良のものを答えとする．

手順 1-3は辺の数に対して線形時間で実行可能である．手

順 4 の各アニーリングは独立であるため並列に実行可能

である．本論文では m = 10, ϵ = 0.0001 とした．また，

αi =
i

m−1d
′
max + ϵ (0 ≤ i < m, i ∈ Z)とし，各 αi でのイ

テレーション数は一定とした．

多種軽量係数試行法は dmax と
η
2 の差 D = dmax − η

2 に

着目した手法であるため，Dが大きいほど提案手法による

距離の平均値の改善が見込まれ，逆にDが小さいほど提案

手法による距離の平均値の改善が見込めない．

図 6: 地点数と距離の平均値の関係．

6. 評価実験

本章では 5章で提案した多種軽量係数試行法を検証する

実験の結果を示す．SAベースのイジングマシンとしてデ

ジタルアニーラを使用した [5]．

6.1 実験方法

TSPの問題は各地点の座標 (x, y)をそれぞれ [0,1)の実

数として一様乱数で発生させ，任意の地点間にユークリッ

ド距離を重みとする無向辺を用意する．多種軽量係数試行

法と，既存の制約重み [8]を比較する．表 1に各手法のパ

ラメータを示す．ただし表中のMethod1は既存の制約重

み [8]で一度だけイテレーション数 N でアニーリングす

る方法を表し，Method2は既存の制約重み [8]でイテレー

ション数N/mでm回アニーリングし，最良の結果を採用

する方法を表し，Proposalは多種軽量係数試行法を表し，

m個の異なる制約重みについて，それぞれ N/m回のイテ

レーションでアニーリングした結果から最良のものを採用

する方法を表す。本実験では多種軽量係数試行法の分割数

mを 10，微小な値 ϵを 0.0001と固定する．

実験で使用するデジタルアニーラのパラメータは 4章と

同様である．

6.2 地点数と距離の平均値の関係についての実験

総イテレーション数 N を 107 と固定し，地点数 |V |を
8,16,24,32と変化させたときの地点数と距離の平均値の関

係について調査する．各地点数で 10個の TSPの問題を生

成する．各問題に各手法を 20回試行したときの距離の平均

値を比較する．ただし，各手法の距離の平均値はMethod2

による距離の平均値を 1として正規化する．本実験ではす

べての手法で常に制約を満たす解を得ることができた．

図 6に地点数と距離の平均値の関係を示す．地点数が多

いほど多種軽量係数試行法による距離の平均値の改善が確

認できる．これは，問題を構成する辺の長さの最大値 dmax

と，最適解中のある地点から伸びる 2辺の長さの和の最大

値 ηの差が地点数の増大とともに大きくなるからであると

考えられる．
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表 1: 各手法のパラメータ．

手法 イテレーション数 アニーリング回数 総イテレーション数 制約重み α

Method1 N 1 N dmax + ϵ [8]

Method2 N
m m N dmax + ϵ [8]

Proposal N
m m N dmin + ϵ ≤ α ≤ dmax + ϵ

�������

�����

図 7: 総イテレーション数と距離の平均値の関係．

6.3 総イテレーション数と距離の平均値の関係について

の実験

32地点のTSPをランダムに生成したひとつの問題につい

て，各手法により得た距離の平均値を調査する．N ≤ 5×107

のときは各手法を 20回試行し，N > 5× 107のときは各手

法を 4回試行した．

図 7 に総イテレーション数と距離の平均値の関係を示

す．本実験ではすべての手法で常に制約を満たす解を得る

ことができた．Method1とMethod2が 2 × 109 の総イテ

レーション数をかけて得た距離の平均値よりも低い距離の

平均値を多種軽量係数試行法は 2× 106 の総イテレーショ

ン数で達成した．また，最適解に近い解を得ようとするほ

ど多種軽量係数試行法による総イテレーション数の削減量

が増大する傾向が確認できる．

7. おわりに

本論文では，TSPにおける制約重みと解精度の関係に

ついての調査結果を示した．続いて，TSPを SAベースの

イジングマシンで高速解法するための手法として多種軽量

係数試行法を提案した．ランダムに生成した TSPにおい

て多種軽量係数試行法を使用することで，最も高速な場合

で，総イテレーション数を 1/1000程度に削減することに

成功した．

今後の課題として，多種軽量係数試行法による係数のよ

り適切な設定方法の検証がある．更に，今回用いた実イジ

ングマシンとは異なる機構で動作する，量子効果を用いた

イジングマシンにおいても，多種軽量係数試行法が有効で

あるかどうかを確認する．
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