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Preimage Sampleable Functionで用いられる格子上のサ
ンプリングに対する考察

太中 裕貴1,2,a) 宇野 隼平2,3 鈴木 洋一2

概要：格子を用いた暗号技術は, 耐量子計算暗号の候補として近年注目をあびている. 格子暗号の応用の

うち, 電子署名や ID ベース暗号等の主要な応用では主に Preimage Samplable Functionというアルゴリ

ズムを用いている. 一方で, Preimage Samplable Functionで使用される離散ガウス分布の生成法は, 既存

の研究では任意の分散値に対してサンプリングする一般的な方法が知られていない. そこで, 本稿では,

MP12(Micciancio and Peikert, CRYPTO 2012)で提案された手法で用いられるような型の離散ガウス分

布に対し, 格子の特徴を利用することで, 任意の分散値に対してサンプリングを行う手法について考察を与

える. 任意の分散値に対して, サンプリングすることにより, 秘密鍵の長さを削減できることが期待できる.
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Investigatig Lattice Sampling Inspired by the Closest Vector Problem
for Discrete Gaussian Sampling

Yuki Tanaka1,2,a) Shumpei Uno2,3 Yohichi Suzuki2

Abstract: Lattice-based cryptographic systems have recently attracted as a candidate of post-quantum
cryptography. In several known lattice-based algorithms, discrete Gaussian sampling is used. In this paper,
we show one-dimensional reduction of the multi-dimensional discrete Gaussian distribution under the lattice
proposed in MP12(Micciancio and Peikert, CRYPTO 2012).

Keywords: Lattice-based cryptography, Discrete Gaussian distribution, Sampling method

1. はじめに

現在用いられている RSA暗号は, Shor[1]による量子ア

ルゴリズムによって, 理論上多項式時間で解読できるとい

う発見がなされた. それ以来, RSA暗号に替わる暗号の開

発が喫緊の課題になっている [2]. 特に, 安全性が重視され

る金融機関において, 量子コンピュータに対して耐性のあ
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る暗号への変更は必須となる. システム移行の期間を踏ま

えると現時点において研究・開発に取り組むべきだとの報

告もなされている [3], [4]. このように, 耐量子暗号の研究

開発が重要視されている中で, 耐量子暗号の候補として, 格

子暗号 [5] , [6], [7]が有力視されている. 格子暗号は 耐量

子性の他に暗号文のままで計算できる準同型暗号といった

豊かな応用性に対しても注目を浴びている [8], [9], [10]. 本

稿は, 耐量子性と応用性を有する格子暗号について, 暗号応

用技術として用いる際の最も重要な要素技術の一つである

Preimage Sampleable Fucntionに関する研究である. 特に

Preimage Sampleable Fucntionの構成として, 有力とされ

るMP12[5]に着目する. 格子暗号や署名, その他の暗号応

用技術において, 離散ガウス分布に従う乱数生成は重要な
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役割を果たす [11].

MP12[5]における Preimage sampleable Function にお

いては, 格子上の離散ガウス分布に従う乱数生成が使用さ

れている. 一般の格子上で, 離散ガウス分布を分散値の制

限なしににサンプリングすることは困難である. 既存研

究 [11]の手法では, 格子の基底を Bとセキュリティパラ

メータ nとした時, 分散値が ω(
√
log n)∥B̃∥以上のものに

限りサンプリングできる. ただし, ∥B̃∥は行列 Bに対して

グラムシュミット直交基底を取った場合の行列ノルムを表

す. 他にも, 一般次元におけるサンプリング法として, [12]

や [13]が挙げられる.

MP12[5]では, 署名や暗号を構成する度に, 次で表される

格子上の離散ガウス分布に従う乱数を必要とする.

Sp =



p 0 0 · · · 0

−1 p 0 · · · 0

0 −1 p 0
...

...
... p

...

0 0 · · · −1 p


ここで pは任意の整数である. 格子基底を Sp とするサン

プリングは “G-sampling”と呼ばれる. “G-sampling” は,

様々な場面で用いられる重要なサンプリングであり [14], サ

ンプリングを効率化する方法が研究されている [15]. 既存

研究 [15]よると, 任意のmodulousに対して, 分散値に制約

ω(
√
log n)|S̃p|をつけて効率化する手法がのべられている.

本研究では, 上に示した格子基底 Spの基底の等長性に注

目し, 任意の分散値に対してサンプリングする方法を提案

する.

2. 格子と離散ガウス分布の定義

以下で, 格子と離散ガウス分布の定義を与える.

定義 1. B = [b1, · · · ,bn] ∈ Zm×n を基底にもつ格子を

L(B) =

{∑
i

aibi

∣∣∣∣∣ここで ai ∈ Z

}

で定める. 行列 Bを格子基底, bi を基底ベクトルと呼ぶ.

定義 2. 格子 L(B)上の標準偏差が σ ∈ R, 中心が c ∈ Rn

の n次元離散ガウス分布を,

DL(B),σ,c(x) =
exp

(
− 1

σ2 ∥Bx− c∥2
)∑

x∈Zn exp
(
− 1

σ2 ∥Bx− c∥2
) (1)

と定義する. ここで, 確率変数 x ∈ Zn であり, Bx ∈ L(B)

である. また, ∥v∥はベクトル vの L2 ノルムを表す.

3. 提案アルゴリズム

本節では, MP12[5]において用いられている離散ガウス

分布

Pr(x) =
exp

(
− 1

σ2 ∥S2x− c∥2
)∑

x∈Z3n

exp
(
− 1

σ2 ∥S2x− c∥2
)

= DL(S2),σ,c(x)

(2)

に従って, 離散確率変数 x ∈ Z3n をサンプリングする手法

を提案する. ここで, 格子基底 S2 は Z3n×3n の下 2重対角

行列

S2 =



2 0 0 · · · 0

−1 2 0 · · · 0

0 −1 2 0
...

...
... 2

...

0 0 · · · −1 2


(3)

であり, σ ∈ Rは分布の標準偏差, c ∈ R3n は分布の中心で

ある. ここでは, 一例として, 格子基底 S2を考えるが, 一般

の Sp への拡張は容易であると考えられる.

本節で提案するアルゴリズムでは, 3.1 節で説明する

ような格子基底 S2 の性質を利用することで, 確率変数

x = (x1, x2, · · · , x3n)を

x3i−2 = αi
1 + αi

2 + δi

x3i−1 = αi
1 − αi

2

x3i = 21 · 8n−iαi
3 + βi

where αi
1, α

i
2, α

i
3 ∈ Z

δi ∈ {0, 1}, βi ∈ Z ∩ {0 ≤ x ≤ 8n−i − 1}

(4)

と変数変換を行うことで, 式 (2)の同時確率分布が

Pr(x) = Pr(β, δ)
n∏

i=1

Pr(αi
3 | αi−1

3 , βi, βi−1)

× Pr(α3i−2 | αi
3, α

i−1
3 , βi, βi−1, δi)

× Pr(α3i−1 | αi
3, α

i−1
3 , βi, βi−1, δi)

(5)

と置き換えられることを利用してサンプリングを行う. こ

こで, 式 (5)の確率の表式では, 付録 A.1節で定義される周

辺確率分布及び条件付き確率分布の定義を用いている. ま

た, δ = (δ1, δ2, · · · , δn),β = (β1, β2, · · · , βn)とし, 表式を

簡単にするため β0 = α0
3 = 0とした.

以下, まず 3.1節で格子基底 S2 の性質及びその性質を利

用するための変数変換について説明する. 次に 3.2節で,

3.1節の格子の性質を用いて, 式 (2)の一部を分解する方法

について示す. その後, 3.3節において, 付録 A.3で説明す

る格子の並進対称性を用いて, 更に, 式 (2)を分解する方法

を示す. 最後に, 3.4節において, 式 (5)の分解を利用した

サンプリングアルゴリズムを提案する.

3.1 格子の性質:基底ベクトルの等長性

ここでは, MP12[5]で用いられる格子基底 S2 の性質に

ついて説明を行う. 格子基底 S2 は, 隣り合う基底ベクトル

のノルムが等しいという性質を有する. ノルムが等しい基
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図 1 格子の分解の模式図

底によって張られる格子は, 図 1に示すように, 直交する 2

つの格子に分解することが可能である.

例えば, 式 (3)の格子基底を

S2 = (v1,v2, · · · ,v3n) (6)

と書いたときの隣合う 2つの基底ベクトル v1,v2 を考え

る. ここでは簡単のため, v1,v2 の最初の 3成分を

u1 =


2

−1

0

 ,u2 =


0

2

−1

 , (7)

とおく. このベクトル u1,u2 により張られる格子

L(u1,u2) = L


2 0

−1 2

0 −1

 (8)

は, 図 1に示すように, 直交基底により張られる格子

L(s1, s2) = L


2 2

1 −3

−1 1

 (9)

と, 式 (9)を平行移動させた

L(s1, s2) + u1 = L


2 2

1 −3

−1 1

+


2

−1

0

 (10)

に分離することが可能である.

以下, 式 (9)及び式 (10)の基底ベクトル

s1 =


2

1

−1

 , s2 =


2

−3

1

 , (11)

及び, これらに対して直交する基底

s3 =


1

2

4

 (12)

を用いて, 式 (3)に現れる格子点 S2x を表現することを考

えていく.

格子点 S2xを直交基底で表すことができれば, 付録 A.2

で示すように, 多次元の離散ガウス分布を 1次元離散ガウ

ス分布の積で記述することが可能であるため, 既存のサン

プリング方法 [16], [17] を適用することが出来ると考えら

れる.

3n次元上の格子点 S2x を表現するために, 以下のよう

に記号を導入する.

si1 = 2e3i−2 + e3i−1 − e3i = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
3i − 3 個

, sT1 , 0, · · · , 0)T

si2 = 2e3i−2 − 3e3i−1 + e3i = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
3i − 3 個

, sT2 , 0, · · · , 0)T

si3 = e3i−2 + 2e3i−1 + 4e3i = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
3i − 3 個

, sT3 , 0, · · · , 0)T

ここで, ei は, 第 i成分が 1である単位ベクトルであり, ま

た, 上付きの添字 T は転置を表す. この {sji}を用いて, 3n

次元の格子点 S2xは, 次のように表すことができる.

S2x =
n∑

i=1

xivi

=

n∑
i=1

(
αi
1 +

δi

2
− 1

3
x3i −

1

3
x3i−3

)
si1

+
n∑

i=1

(
αi
2 +

δi

2
+

1

7
x3i −

1

7
x3i−3

)
si2

+
n∑

i=1

(
8

21
x3i −

1

21
x3i−3

)
si3

(13)

となる. ここで,

x3i−2 = αi
1 + αi

2 + δi

x3i−1 = αi
1 − αi

2

where αi
1, α

i
2 ∈ Z, δi ∈ {0, 1}

(14)

であり, また, 表記の簡単のため α0
3i−2 = α0

3i−1 = 0とし

た. この表式から, 任意の格子点を直交する基底を用いて

表現できていることがわかる.

以下, 3.2節では, 格子の直交性を用いて, 式 (2)の同時確

率分布 Pr(x)の分解を行っていく.

3.2 格子の直交性を用いた同時確率分布の分解

ここでは, 3.1 節において導入した直交基底を用い

て, 式 (2) の同時確率分布 Pr(x) を, 条件付き確率分布

(1 次元離散ガウス分布) の積として表現できることを

示す. 同時確率分布 Pr(x) の確率変数 x は, 変数変換

に伴い, α1 = (α1
1, α

2
1, · · · , αn

1 ), α2 = (α1
2, α

2
2, · · ·αn

2 ),

x3 = (x3, x6, · · ·x3n), δ = (δ1, δ2, · · · , δn) の関数と見な
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すことができる. ここで, 同時確率分布を Pr(α1,α2,x3, δ)

と書いた場合,

Pr(α1,α2,x3, δ) = Pr(α1,α2|x3, δ) · Pr(x3, δ) (15)

が成立する. ここで, Pr(α1,α2|x3, δ)は, 条件付き確率を

表し, ベクトル si1, s
i
2, s

i
3 の直交性から,

Pr(α1,α2|x3, δ) =

n∏
i=1

Pr(αi
1|x3i, x3i−3, δ

i)

× Pr(αi
2|x3i, x3i−3, δ

i) (16)

が成立する．ここで, 表式を簡単にするため x0 = 0を導入

した. 式 (16)について, 簡単のため, n = 2の場合について

付録 A.2 に記述するが, 一般的の nに対する導出も容易で

ある. なお, 式 (16)に現れる条件付き確率は, 1次元離散ガ

ウス分布

D1
σ,c(x) =

exp
(
− 1

σ2 (x− c)2
)∑

x∈Z
exp

(
− 1

σ2 (x− c)2
) ,

σ, c ∈ R, x ∈ Z

(17)

を用いて,

Pr(αi
1|x3i, x3i−3, δ

i) = D1

σ
∥s1∥ ,

xi
3
3 +

x
i−1
3
3 − δi

2 +Ci
1

(αi
1)

Pr(αi
2|x3i, x3i−3, δ

i) = D1

σ
∥s1∥ ,−

xi
3
7 +

x
i−1
3
7 − δi

2 +Ci
2

(αi
2)

(18)

と具体的に 書き下すことが出来る. ここで, 式 (18)の Ci
1

及び Ci
2 は, 式 (2)の分布の中心 c = (c1, c2, · · · , c3n)を用

いて

Ci
1 =

2c3i−2 + c3i−1 + c3i
6

Ci
2 =

2c3i−2 − 3c3i−1 + c3i
14

(19)

と定義した.

以上より, 同時確率分布は

Pr(α1,α2,x3, δ) = Pr(x3, δ)

n∏
i=1

Pr(αi
1|x3i, x3i−3, δ

i)

× Pr(αi
2|x3i, x3i−3, δ

i) (20)

となり, 一部を条件付き確率 (1次元離散ガウス分布)の積

の形に分解できることを示した. 以下, 式 (20)の 1次元離

散ガウス分布以外の部分 (Pr(x3, δ))について更に分解を

行うことを考えていく.

3.3 格子の並進対称性を用いた同時確率分布の分解

ここでは式 (20)の周辺確率分布 Pr(x3, δ)について, 付

録 A.3に示した格子の並進対称性を用いて, 分解を行った

結果を示す.

付録 A.3 の並進対称性を利用するため, x3 =

(x3, x6, · · · , x3n)に関して, 以下の変数変換を行う.

x3i = 21 · 8n−iαi
3 + βi

αi
3 ∈ Z, βi ∈ {0, 1, · · · , 21 · 8n−i − 1}

(21)

この時, 周辺確率分布 Pr(x3, δ)は, α3 = (α1
3, α

2
3, · · · , αn

3 )

及び β = (β1, β2, · · · , βn) の関数と見なすことが出来る.

そこで, 周辺確率分布 Pr(x3, δ)を Pr(α3,β, δ) と書くと,

条件付き確率の定義から

Pr(α3,β, δ) = Pr(β, δ) Pr(α3 | β, δ) (22)

が成立する.

式 (22)の右辺の Pr(β, δ)は, 付録A.3の並進対称性を考

慮して, 以下のように式変形をすることが出来る (ここで

は, 表記の簡単のため, 正規化をしていない相対確率を示

す).

Pr(β, δ)

∝
n∏

i=1

S
(

σ

∥s1∥
,−δi

2
+

βi

3
+

βi

3
+ Ci

1

)
× S

(
σ

∥s2∥
,−δi

2
− βi

7
+

βi

7
+ Ci

2

)
× S

(
σ

8n−i+1∥si3∥
,

−1

8n−i+1

(
8

21
βi − 1

21
βi−1 − Ci

3

))
(23)

ここで, Ci
1 及び Ci

2 は式 (19)であり, Ci
3 は

Ci
3 =

c3i−2 + c3i−1 + 4c3i
21

(24)

とした. また、S(σ, c)は、

S(σ, c) =
∑
x∈Z

exp

(
− 1

σ2
(x− c)2

)
(25)

である。式 (25)の和は, 楕円シータ関数

θ3(u, q) = 1 + 2
∞∑
i=1

qi
2

cos(2iu) (26)

を用いて,

S(σ, c) =
√
πσ2θ3

(
−cπ, exp(−π2σ2)

)
(27)

と表すことが出来, 比較的容易に計算出来ることが知られ

ている.

式 (22)の右辺の Pr(α3 | β, δ)に対しては, 条件付き確

率の定義に従い,

Pr(α3 | β, δ) =
n∏

i=1

Pr
(
αi
3, | β, δ, α1

3, α
2
3 · · · , αi−1

3

)
(28)

が成立する. ここで, 式 (28)の右辺は基底の直交性及び格

子の並進対称性を考慮すると, 以下のように 1次元離散ガ
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ウス分布で表すことが出来る.

Pr
(
αi
3, | β, δ, α1

3, α
2
3 · · · , αi−1

3

)
= D1

σ

8n−i+1∥s3∥
,αi−1

3 − 1
21 ·

(
βi− βi−1

8

) (αi
3

)
= Pr

(
αi
3, | βi, βi−1, αi−1

3

) (29)

以上をまとめると, 3n次元離散ガウス分布 Pr(x)は, 式

(5)の積の形に分解することが出来る.以下, 3.4節では, こ

の分解を利用したサンプリングアルゴリズムについて述

べる.

3.4 サンプリングアルゴリズム

前節までで, MP12[5]で用いられている 3n次元離散ガウ

ス分布が

Pr(x) = Pr(β, δ)

n∏
i=1

Pr(αi
3 | αi−1

3 , βi, βi−1)

× Pr(αi
1 | αi

3, α
i−1
3 , βi, βi−1, δi)

× Pr(αi
2 | αi

3, α
i−1
3 , βi, βi−1, δi)

(30)

の積の形に分解出来ることを確認した. ここで, Pr(β, δ)

は楕円シータ関数の積で表されており, 比較的容易に評価

することが可能である. また, その他の条件付き確率は全

て 1次元の離散ガウス分布である. この分解を利用して,

MP12[5]で用いられている 3n次元離散ガウス分布のサン

プリング手法を以下に示す.

Step 1: Pr(β, δ) を全ての β, δ に対し, 結果を保存して

おく.

Step 2: 計算した Pr(β, δ)に従って,β, δ をサンプリング

する.

Step 3: Pr(αi
3 | αi−1

3 , βi, βi−1)に従って, αi
3を i = 1から

順に nまでサンプリングする.

Step 4: Pr(αi
1 | αi

3, α
i−1
3 , βi, βi−1, δi) 及び Pr(αi

2 |
αi
3, α

i−1
3 , βi, βi−1, δi) に従って, 全ての i =

1, · · · , n に対して αi
1 及び αi

2 をサンプリング

する.

Step 5: 式 (4)を使って, α1,α2,α2,β, δ を xに変換する.

ここで, 確率変数 xを繰り返しサンプリングする場合には,

Step 1は 1度だけ計算すればよく, Step 2から Step 5の

みを繰り返す. また, Step 4は全ての iに関して, 並列でサ

ンプリングすることが可能である.

4. まとめと今後の展望

本稿では,格子暗号の重要な要素技術の一つであるPreim-

age Sampleable Functionで重要となる離散ガウス分布の

サンプリングアルゴリズムの提案を行った. 提案したアル

ゴリズムは, 格子基底の等長性を利用した直交化及び格子

の並進対称性を利用することで, 3n次元離散ガウス分布を,

楕円シータ関数と 1次元離散ガウス分布の積の形にかける

という事実に基づき, 構成されている.

今後,提案したアルゴリズムの計算時間やメモリ使用量

等を既存の研究と比較することで, 本アルゴリズムが優位

性を持つパラメータ領域等について確認を行う必要がある.

また,本稿では,格子基底について 3n次元,格子基底 Sp に

ついて p = 2のみを考えたが, これらについて一般化する

ことも重要であると考えられる.
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付 録

A.1 周辺確率分布と条件付き確率分布

本節では, 本文中で用いられる周辺確率分布及び条件付

き確率分布の定義を示す.

確率変数 X1, X2, · · · , Xn に対して, ある値 x =

(x1, x2, · · · , xn)が観測される同時確率分布が

Pr(x) = Pr(x1, x2, · · · , xn) (A.1)

と与えられているとする.この時, x1, x2, · · · , xm, (m < n)

が観測される周辺確率分布を,

Pr(x1, x2, · · · , xm) =
∑

xm+1,xm+2··· ,xn

Pr(x1, x2, · · · , xn)

(A.2)

と定義する. ここで,
∑

xm+1,xm+2··· ,xn

は, 同時確率分布

Pr(x1, x2, · · · , xn) の定義域全体に関して和をとること

とする.

また, xm+1, xm+2, · · ·xn が与えられた条件の下で,

x1, x2, · · · , xm を得る条件付き確率 Pr(x1, x2, · · · , xm |
xm+1, xm+2, · · ·xn)を

Pr(x1, x2, · · · , xm | xm+1, xm+2, · · · , xn)

=
Pr(x1, x2, · · · , xn)

Pr(xm+1, xm+2, · · · , xn)

=
Pr(x1, x2, · · · , xn)∑

x1,x2··· ,xm

Pr(x1, x2, · · · , xm, · · · , xn)

(A.3)

と定義する.

以上と同様にして, l < m < n を満たす整数 l,

m に対して, 条件付き周辺確率分布 Pr(x1, x2, · · · , xl |
xl+1, xl+2, · · ·xm) は,

Pr(x1, x2, · · · , xl | xl+1, xl+2, · · · , xm)

=
Pr(x1, x2, · · · , xm)

Pr(xl+1, xl+2, · · · , xm)

=

∑
xm+1,xm+2··· ,xn

Pr(x1, · · · , xm, · · · , xn)∑
x1,··· ,xl,xm+1,xm+2,··· ,xn

Pr(x1, · · · , xl, · · · , xm, · · · , xn)

(A.4)

と定義される.

3節では, 以上の定義を用いて, 同時確率分布 (2)から定

義される周辺確率分布や条件付き確率分布を用いて, 記述

を行っている.

A.2 基底の直交性と確率の分離

本節では, 基底が直交する場合に, 離散ガウス分布が基底

毎に独立した 1次元ガウス分布に分解可能であることを述

べる. 3.2節では, 本節の結果を用いて式変形を行っている.

まず, 簡単のため, 以下の 2次元の同時確率分布を考える.

Pr(x1, x2, c1, c2)

=
exp

(
− 1

σ2 ∥x1s1 + x2s2 − c1s1 − c2s2∥2
)∑

x1,x2,c1,c2∈Z
exp

(
− 1

σ2 ∥x1s1 + x2s2 − c1s1 − c2s2∥2
)

(A.5)

ここで, s1, s2 は直交する基底ベクトルであり, σ は分布の

標準偏差, c1, c2 ∈ Zは分布の中心とする. この時, c1, c2

が与えられた下での条件付き確率

Pr(x1, x2 | c1, c2)

=
exp

(
− 1

σ2 ∥x1s1 + x2s2 − c1s1 − c2s2∥2
)∑

x1,x2∈Z
exp

(
− 1

σ2 ∥x1s1 + x2s2 − c1s1 − c2s2∥2
)

(A.6)

は, 基底ベクトル s1 と s2 の直交性により, 1次元離散ガウ

ス分布の積に分解することが出来る:

Pr(x1, x2 | c1, c2)

=
exp

(
− 1

σ2 ∥x1s1 − c1s1∥2
)∑

x1∈Z
exp

(
− 1

σ2 ∥x1s1 − c1s1∥2
)

×
exp

(
− 1

σ2 ∥x2s2 − c2s2∥2
)∑

x2∈Z
exp

(
− 1

σ2 ∥x2s2 − c2s2∥2
)

= D1
σ

∥s1∥ ,c1
(x1) ·D1

σ
∥s2∥ ,c2

(x2)

(A.7)

ここで, 1次元離散ガウス分布を

D1
σ,c(x) =

exp
(
− 1

σ2 (x− c)2
)∑

x∈Z
exp

(
− 1

σ2 (x− c)2
) ,

σ, c ∈ R, x ∈ Z

(A.8)

と表した.(A.5)の同時確率分布から求められる条件付き周
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辺確率分布が

Pr(xi | ci) =
exp

(
− 1

σ2 ∥xisi − cisi∥2
)∑

xi∈Z
exp

(
− 1

σ2 ∥xis1 − cisi∥2
)

= Di
σ

∥si∥
,ci(xi)

(A.9)

と与えられることを考慮すると, 式 (A.6)の条件付き確率は

Pr(x1, x2 | c1, c2) = Pr(x1 | c1) Pr(x2 | c2) (A.10)

と表すことが出来る.

同様にして, 同時確率分布が直交した基底ベクトルを持

つ n次元離散ガウス分布

Pr(x1, x2, · · · , xn, c1, c2, · · · , cn)

=

exp

(
− 1

σ2

∥∥∥∥ n∑
i=1

xisi − cisi

∥∥∥∥2
)

∑
x1,··· ,xn,c1,··· ,cn∈Z

exp

(
− 1

σ2

∥∥∥∥ n∑
i=1

xisi − cisi

∥∥∥∥2
)

(A.11)

で表される時, n個の 1次元離散ガウス分布の積に分解す

ることが可能である.

Pr(x1, x2, · · · , xn | c1, c2, · · · , cn) =
n∏

i=1

Pr(xi | ci)

(A.12)

3.2節では, 式 (A.12) の分解を用いることにより, 条件

付き確率の各直交基底毎の 1次元離散ガウス分布への分解

Pr(α1,α2 | x3, δ)

=
n∏

i=1

Pr(αi
1 | x3i, x3i−3, δ

i) Pr(αi
2 | x3i, x3i−3, δ

i)

(A.13)

を行っている.

A.3 1次元離散ガウス分布の和の離散並進対
称性

本節では, 3.3節で用いた 1次元離散ガウス分布の和の離

散並進対称性について述べる.

1次元離散ガウス分布

D1
σ,c(x) =

exp
(
− 1

σ2 (x− c)2
)∑

x∈Z
exp

(
− 1

σ2 (x− c)2
) ,

σ, c ∈ R, x ∈ Z

(A.14)

の確率変数 xを整数全体 Zについて和を取った量

S(σ, c) =
∑
x∈Z

D1
σ,c(x) (A.15)

は以下の離散並進対称性を有する.

S(σ, c+ k) = S(σ, c), k ∈ Z (A.16)

このため, 例えば∑
x1,x2∈Z

D1
σ1,c1(x1 + x2)D1

σ2,c2(x2)

=
∑

x1,x2∈Z

D1
σ1,c1(x1)D1

σ2,c2(x2)

=
∑
x1∈Z

D1
σ1,c1(x1)

∑
x2∈Z

D1
σ2,c2(x2)

= 1

(A.17)

のような演算が可能となる.3.3節では, (A.16)及び (A.17)

の離散並進対称性を用いて, 確率の分解を行っている.
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