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AVX機能を使った高精度数のFFTによる乗算

平山 弘1,a)

概要：AVX2の機能を利用して、倍精度浮動小数点数を 2個または 4個の配列を並列に計算できる FFT

プログラムを作成した。2個の多倍長数を 2分割し 4個の数値にして、この４並列 FFTプログラムを利用

して、乗算プログラムを作成した。この方法によって、乗算をこれまでのプログラムと比較して 1.25倍か

ら 2.34倍の高速化を行うことが出来た。この方法は、倍精度浮動小数点数を 2個利用した 4倍精度数の４

並列の FFTも作成した。この方法を使えば、倍精度を利用した場合の限界を超えた高精度数の計算も行

うことができる。

High Precision Multiplication by FFT using AVX

Hiroshi Hirayama1,a)

Abstract: Using the function of AVX 2, we created an FFT program that can compute 2 or 4 arrays in
parallel with double precision floating point numbers. Two high precision numbers were divided into two and
made four numerical values, and a multiplication program was created using this 4 parallel FFT program. By
this method, the multiplication can be speeded up from 1.25 times to 2.34 times compared with the previous
program.
In this method, four parallel FFTs of quad precision number using two double precision floating point num-
bers were also created. By using this method, it is possible to calculate a high precision number exceeding
the limit accuracy when double precision is used.
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1. はじめに

最近の高性能の計算機は、1個の CPUでも複数の計算

機 (コア)を持ち、コアには、AVX(Intel Advanced Vector

Extensions)[5]と呼ばれるベクトル演算機能をもっている

ものがごく普通に見られるようになって来ている。このよ

うに、高速計算できる機能を持っているが、コンパイラが

これらの機能を十分に発揮できるコードを生成できないた

めかこれらの機能はあまり利用されていないように思え

る。これらの機能を使って、いろいろな問題を高速にしよ

うと思うのは当然である。

本論文では、特別な CPU等を準備しないで、高精度数
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の演算の高速化を試みた。1個の CPUで、複数のコアを持

ち、各コアは AVX２の機能を持つものと仮定して、問題

の高速化を行った。ここでは特に、高精度数の乗算につい

て調べた。同様のことを double-double型 [10][11]の 4倍

精度数でも同様なことができることを示し、その性能につ

いても述べた。

ここで取り上げた計算例の実行時間は、主に Intel i7-

8700K CPU 3.7GHzで実行した時間である。

2. ベクトル機能とマルチスレッドによるFFT

の計算

現在のパーソナル・コンピュータは、複数のコアを持ち、

それぞれのコアはベクトル演算機能 (AVX) を持っている。

計算を高速化するには、複数のコアを使い、それぞれのコ

アのベクトル機能を使うのが最も効果的と思われる。複数

のコアを使うには、OpenMP機能を使いマルチスレッド化
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し、ベクトル機能を使うことが考えられる。マルチスレッ

ド化とベクトル機能を比較するために、4個のデータ列の

FFTの計算をマルチスレッド法とベクトル化法で計算し

た。FFTのプログラムとして、大浦 [8]の基数 8のプログ

ラムを変更し使用した。これらの FFTは高精度数の乗算

に使うことを想定しているので、添え字の小さい半分には、

4桁の数値を与え、添え字の大きい半分はゼロとした。そ

の結果は、表 1と表 2に示す。

表 1 マルチスレッド倍精度数 FFT の実行時間 (単位μ sec)

N 　 1 thread 2 threads 4 threads

256 0.82973 1.85784 1.84973

512 1.81135 3.96054 3.93892

1024 3.66703 8.36486 8.70649

2048 8.1773 18.4308 18.7276

4096 16.9422 36.8357 37.7768

8192 47.8973 85.1486 85.7573

16384 95.6876 176.038 176.481

32768 220.097 329.305 393.174

65536 456.353 811.025 813.761

131072 1126.26 1859.67 1810.12

262144 2118.1 3779.1 3739.85

524288 4866.76 8714.6 8524.78

表 2 ベクトル使用した倍精度数 FFT の実行時間 (単位μ sec)

N 　 scalar vector 128bit vector 256bit

256 0.82540 1.33811 1.00541

512 1.77297 2.81162 1.96865

1024 3.6600 5.98838 4.2827

2048 8.1827 12.3059 12.2773

4096 16.9103 26.4132 22.0778

8192 47.7362 64.3892 60.1595

16384 95.7735 123.944 126.634

32768 220.566 368.852 282.505

65536 454.559 754.023 699.763

131072 1116.38 1465.28 1442.15

262144 2044.27 3093.05 2728.56

524288 4786.8 8094.86 9681.54

表 1の 1 threadは、通常のスカラー計算に対応する。2

threadの計算は 2コアを使って並列に計算することを意味

する。4 threadの計算は 4コアを使い 4並列に計算したと

きの時間である。

表 2の scalarは通常のスカラー計算で、表 1の 1 thread

の計算と同じものである。時間が異なるのは、メモリーや

キャッシュの状態が異なるために時間が違って出たものと

思われる。他の計算時間もこの程度の差があると思われる。

この結果を見ると 2組のデータの FFTの計算と４組の

データの FFTの計算にはあまり時間に違いがないことが

わかる。また、スレッド計算より、ベクトル計算の方が高

速に計算できる場合が多いことがわかる。

この結果から、今回は、4組のデータの FFTをベクトル

計算で行うことにした。

2.1 AVXを利用するためのベクトル計算

ベクトル計算とは、4個の倍精度浮動小数点の集まりを

1つのベクトルとし、そのベクトルと行う演算である。ベ

クトル間の演算だけでなく整数や倍精度間の演算も含む。

これらの演算を定義すれば、容易にベクトルの配列の FFT

を計算できる。

このような演算プログラムを Visual C++に付属するイ

ンテル社製の dvec.hを使用して作成した。このファイル

の中では、4個の倍精度浮動小数点の集まりのベクトルを

F64vec4と定義されており、次の例のように演算が定義さ

れている。

F64vec4 a, b, c;// 4個の倍精度数の要素を持つ

// ベクトル a,b,cを宣言

a=F64vec4(3.6);// aの 4要素をすべて 3.6にする。

b=F64vec4(1.0,2.0,3.0,4.0);// bの 4個の要素に

// 数値{1.0,2.0,3.0,4.0}を代入

c=a + b ; // aと bをベクトル的に加算し cに代入

c=a - b ; // aと bをベクトル的に減算し cに代入

c=a * b ; // aと bをベクトル的に乗算し cに代入

c=a / b ; // aと bをベクトル的に除算し cに代入

c=round(a) ; // aの各要素を丸め cに代入

c=floor(a) ; // aの各要素の floorを求め cに代入

c=sqrt(a) ; // aの各要素の平方根を計算する。

cout<<c[0]<<endl ;// cの 0番目の要素 c[0]を出力

例えば、f(x) = (x ∗x+x) ∗x+xとしたとき、xが 2,3,4,5

の場合の f(x)の値を計算するとき、プログラムは次のよ

うになる。

#include <dvec.h>

#include <iostream>

using namespace std ;

int main()

{

F64vec4 x, y ;

x=F64vec4( 2.0, 3.0, 4.0, 5.0 ) ;

cout <<"x="<<x[3]<<" "<<x[2]<<" " ;

cout <<x[1]<<" "<<x[0]<< endl ;

y=(x*x+x)*x+x ;

cout <<"y="<<y[3]<<" "<<y[2]<<" " ;

cout <<y[1]<<" "<<y[0]<< endl ;

}

計算結果は次のようになる。

x=2 3 4 5

y=14 39 84 155

ファイル dvec.hでは、F64vec4と整数や倍精度浮動小数点

等の数値との加算等の四則演算が定義されていないのでこ
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のような定義を行えばより使いやすくなる。

本論文で示したベクトルを使用した計算では、このよう

な変更がなされたインクルード・ファイルを作成し使用し

ている。また、このファイルでは定義されていない関数も

あるので、Intel社のマニュアル [4]を使って追加して利用

している。例えば fma(a,b,c)などの関数である。

3. ベクトル機能を使った FFTによる高精度
数の乗算

4個のベクトル機能を使って高精度計算にを行う方法と

して、高精度数を４個の同じ桁数の数値に分割する方法が

考えられる。この方法は、高橋等 [7]で述べられているよ

うに、高精度数の乗算法としては効率の良い方法であるこ

とが知られている。8個のベクトル機能である AVX512を

持つ CPUならば、4分割が最も適切な方法と思われるが、

今回は、乗数と被乗数を 2分割し 4個のデータ列にする方

法を行った。乗数と被乗数を 2分割し、同時にこれらの数

値の FFTを AVX2の機能しか持たない CPUでも効率的

に FFTを行えるからである。

乗数と被乗数を 2分割することを考える。乗数と被乗数

の数値の桁数が一般的には異なるが、ここでは、同じ程度の

桁数の高精度数であると仮定し、その中で桁数の多い数の

桁数を r進数m桁とする。m ≤ 2pを満たす整数 pを求め、

M = 2pとする。また、乗数を a、被乗数を bとする。aの

上位M/2桁を a0残りの下位桁を a1、同様に bの上位M/2

桁を b0残りの下位桁を b1とする。a0, a1, b0, b1の下位桁に

0を付加して、m桁の数値にする。この 4つの数値列をベ

クトル機能を使って同時にフーリエ変換する。a0, a1, b0, b1

をフーリエ変換したものをそれぞれ fa0, fa1, fb0, fb1と

する。

次に、fa0と fb0、fa0と fb1、fa1と fb0、fa1と fb1

の積を計算する。この計算は一般に複素数の計算にはなる

が、対応する要素同士の計算であるから比較的容易に計算

出来る。フーリエ変換は、通常実フーリエ変換と呼ばれる

プログラムを利用する。共役な複素数は同じ領域を使用し

てデータ領域を節約し、計算の高速化が計られている。こ

のようにフーリエ変換された数値列間の乗算を行う。この

計算結果は、再び 4個のデータ列になる。

このデータ列を逆フーリエ変換して、元に戻す。得られ

た数値列は、数値列の個数に比例した倍率 (m/2)になって

いるので、この数値で割ることよって、正規化する。この

計算は、浮動小数点数の計算なので、誤差が生じる。この

誤差は、計算結果は整数になるはずであるから、計算され

た数値を丸め処理を行って、整数に変換する。もし誤差が

0.5より小さいならば、この処理によって正確な計算がで

きることになる。

この誤差は、最後の丸め処理によって厳密な値になるた

めには、次のような関係式を満たさなければならない。こ

の式は Henrici[1]によって導かれたものである。r 進数 l

桁の数値を厳密に乗算できるには、計算精度の相対誤差を

ϵ (マシン・イプシロン)とすると

ϵ <
1

(192l2 log l)r2
(1)

を満たさなければならない。この式から基数 rが大きいほ

ど要求精度が高くなることがわかる。桁数 lも大ききなると

要求精度が高くなることがわかる。この式は、相対誤差の２

乗以上の高次の項を省略する方法で、誤差を評価しているの

で、十分条件になる。現実にはもっと高い精度でも計算可能

である。たとえば、上の式で、r = 10000, ϵ = 2.22×10−16

（IEEE方式の倍精度浮動小数点）の場合、計算可能桁数は

428桁となる。実際には 1000万桁の数も計算可能である。

ここで示した 2分割法で計算した結果と従来の分割しな

い方法 [3] との比較を表 3に示す。

表 3 従来の方法と 2 分割法の乗算実行時間 (単位 msec)

計算桁数 従来の方法　 2 分割法　 従来/2 分割

2048 0.072298 0.057791 1.251

4096 0.103197 0.044706 2.308

8192 0.166722 0.109015 1.529

16384 0.322814 0.148475 2.174

32768 0.614781 0.280299 2.193

65536 1.416 0.807310 1.754

131072 2.912 1.531 1.902

262144 5.981 3.091 1.935

524288 11.372 6.578 1.729

1048576 24.772 14.182 1.747

2097152 50.534 38.573 1.310

4194304 121.944 91.12 1.338

この結果を見ると、2分割法を行うことによって、分割

しない方法と比較すると 1.25～2.19倍高速化できることが

わかる。

Henriciの式 (1)は、各桁の数値 r が大きな数値になっ

ているとき、計算可能桁数は最も小さくなることを示して

いる。

高精度数を 4桁毎に分割したとき、各桁に入れられる最

大値は 9999となる。この数値を使って、フーリエ変換し

て、乗算を行うと、桁数は正確に計算できる数の最大桁数

は、16777216桁の数値であることがわかる。このときの

最大誤差は 0.4375である。この倍の 33554432桁で計算す

ると、計算結果は正しく計算出来なかった。この数値は十

分条件で多くの場合、この倍の 3355万桁まで可能である。

円周率計算プログラムで 3355万桁まで計算できるのはこ

のためである。経験的には、さらにその倍の 6710万桁ま

での計算が可能な場合がよくある。

2分割すると、各乗算が 16777216桁が限界になるので、

全体としては計算の限界は 33554432 桁となる。高精度

数を 3 桁毎に分割すると、計算可能な桁数は、約 8 億桁
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(805306368)となる。この計算に 2分割法を適用すると、

計算可能な桁数は約 16億桁になる。

4. 4倍精度を使った高精度数の乗算

前節からわかるように、FFTを使った乗算で倍精度数

を超える精度の浮動小数点数を使えると計算効率は非常

に良くなる。ここでは、4倍精度数値で効率的に計算出来

る double-double型 [2]の数値を使う。この 4倍精度数は、

次のような簡単なプログラムで加減算 [9]および乗算が出

来る。

real16 add( const real16 &a, const real16 &b )

{

real16 c ;

double sh, eh, v, ss ;

sh = a.m0 + b.m0 ;

v = sh - a.m0 ;

eh = (a.m0 -(sh-v)) + (b.m0 - v) ;

eh = eh + a.m1 + b.m1 ;

c.m0 = sh + eh ;

c.m1 = eh-(c.m0-sh) ;

return c ;

}

4倍精度数の乗算は次のように簡単に書ける。

real16 operator*( const real16 &a, const quad &b )

{

quad c ;

double s ;

c.m0 = a.m0 * b.m0 ;

c.m1 = fma( a.m0, b.m0, -c.m0 ) ;

c.m1 = c.m1 + (a.m0 * b.m1 +a.m1 * b.m0) ;

s = c.m0 +c.m1 ;

c.m1 =c.m1 - (s - c.m0) ;

c.m0 =s ;

return c ;

}

加減算および乗算も簡単に書けるだけでなく条件文が入っ

ていない。このため、これらのプログラムは、容易にベク

トル機能を使って計算出来ることがわかる。

4個の 4倍精度数をベクトルを使って次のように表す。

class ddvec4

{

F64vec4 m0, m1 ;

} ;

このように定義すると、4倍精度のベクトル化された数の

加減算のプログラムは 4倍精度数の加減算を変更すること

によって容易に作成できる。4倍精度数の加算プログラム

で、real16を ddvec4に、doubleを F64vec4に変更するだ

けで簡単に、書き換えることが出来る。次のようになる。

ddvec4 operator+( const ddvec4 &a, const ddvec4 &b )

{

ddvec4 c ;

F64vec4 sh, eh, v, ss ;

sh = a.m0 + b.m0 ;

v = sh - a.m0 ;

eh = (a.m0 -(sh-v)) + (b.m0 - v) ;

eh = eh + a.m1 + b.m1 ;

c.m0 = sh + eh ;

c.m1 = eh-(c.m0-sh) ;

return c ;

}

同様に 4倍精度の乗算 [6]も容易に ddvec4のプログラムに

変更できる。

ddvec4 operator*( const ddvec4 &a, const ddvec4 &b )

{

ddvec4 c ;

F64vec4 s ;

c.m0 = a.m0 * b.m0 ;

c.m1 = fma( a.m0, b.m0, -c.m0 ) ;

c.m1 = c.m1 + (a.m0 * b.m1 +a.m1 * b.m0) ;

s = c.m0 +c.m1 ;

c.m1 =c.m1 - (s - c.m0) ;

c.m0 =s ;

return c ;

}

これらのプログラムを使って FFTのプログラムを作成し、

そのプログラムの性能を調べた。この結果を表 4に示す。

表 4 ベクトルを使用した 4 倍精度 FFT の実行時間 (単位 msec)

N 　 real16 ddvec2 ddvec4

256 0.0199449 0.0404735 0.0508795

512 0.0571573 0.0645286 0.0597811

1024 0.126532 0.101082 0.119589

2048 0.207546 0.256954 0.253994

4096 0.429991 0.45861 0.555058

8192 0.807299 0.96501 1.17684

16384 1.71799 2.05834 2.49793

32768 3.52126 4.97552 5.24787

65536 7.37798 8.80023 10.5823

131072 14.9756 18.5223 23.2506

262144 29.9614 38.0686 50.0738

524288 63.0259 80.7332 104.9700

基数 8の倍精度用の FFTプログラムを使うために、FFT

のプログラム中の定数を 4倍精度に変更した。この変更と

宣言を変えるだけで、容易に FFTのプログラムを作成す

ることができた。

この FFTプログラムを使って、多倍長精度の乗算ルー

チンを作成した。ここで問題なのは、丸め処理である。
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round(x) = floor(x+ 0.5)

丸め処理関数は floor関数を使って容易に作成できるので、

次のような 4倍精度ベクトル用の floor関数を作成した。4

倍精度用 floor関数は次のようになっている。

real16 floor( const real16 &x )

{

real16 z = x ;

z.m0 = floor(x.m0) ;

if( z.m0 == x.m0 )

{

z.m1 = floor( z.m1 ) ;

}

else

{

z.m1 = 0.0 ;

}

double t = z.m0+z.m1 ;

z.m1 = z.m1-(t-c.m0) ;

z.m1 = t ;

return z ;

}

この floor関数は条件文を含んだプログラムであるが、次

のようにベクトル化することができる。

ddvec4 floor( const ddvec4 & x )

{

ddvec4 z = x ;

z.m0 = floor(x.m0) ;

F64vec4 t = cmp_eq( z.m0, x.m0 ) ;

z.m1 &= t ;

z.m1 = floor( z.m1 ) ;

t = z.m0+z.m1 ;

z.m1 = z.m1-(t-c.m0) ;

z.m1 = t ;

return z ;

}

これを使うと、1億桁を超える高精度数の乗算が可能にな

る。以下にその性能を表 5に示す。

表 5 4 倍精度 2 分割法の乗算実行時間 (単位 sec)

1048576 0.0602338

2097151 0.122876

4194304 0.26572

8388608 0.544921

16777216 1.13814

33554432 2.34131

67108864 4.87678

134217728 9.98846

268435456 20.3998

536870912 42.4536

ベクトル機能を使う計算では、ベクトル変数を、16バイ

トの境界や 32バイトの境界に配置しないとその性能は著

しく落ちたり、計算が出来ない場合あることが知られてい

る。今回のこの計算では、このような語境界の問題 (アラ

イメントの問題)が発生する。この問題に対応する関数な

ど準備されているようであるが、その使い方等の文献はあ

まりないようで、その解決は難しい問題ある。現在のコン

パイラーは、ベクトル変数を通常の変数 double型変数のよ

うに扱うことができないため、アライメントの問題が発生

して、プログラムは非常に不安定になる場合がある。この

ためすでに作成してある高精度プログラムに 2分割 FFT

を使った乗算ルーチンを組み込むことが出来なかった。

5. まとめ

マルチスレッドによる並列化とベクトル機能を使った並

列化を比較するとベクトル機能を使った並列化が速かった。

このため、多倍長数を 2分割して、FFTを並列に適用する

と、多くの精度で、2倍程度の性能を発揮することができ

た。この方法は、FFTを使った計算の精度の限界を 2倍に

引き上げる効果もある。また、この方法は、double-double

型 4倍精度も同様にベクトル並列処理が可能である。これ

を使えば、1億桁を超える高精度数も容易に計算出来る。1

億桁を超えた場合、メモリの使用効率が良くなるため同じ

メモリを持つ計算機を使用した場合、高い精度の計算が行

える特徴を持っている。

現在アライメントの問題が起こり、プログラムが不安定

になる場合あるため、これらの問題を最初に解決する必要

があると考えている。
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