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建物の地震動応答シミュレーションに現れる
前処理付き共役勾配法の並列化

後藤 啓1,a) 横川 三津夫1 坂 敏秀2

概要：地震の多い我が国では建築物に対する耐震性の要求が高い．建築物の耐震性を調べるために，建物・
地盤の地震動応答を求める数値シミュレーションが行われている．本研究で扱うシミュレーションコード

は建物と地盤を 3次元有限要素法で離散化し，各節点について立てられた運動方程式に平均加速度法を適

用したものである．そうして得られた連立一次方程式を前処理付き共役勾配法の一種である PSCCG法で

解いている．本研究では，本シミュレーションの実行時間の大部分を占める PSCCG法のプロセス並列化

を行った．スレッド数を 1に固定しプロセス数を増やしながら，プロセス並列の実装評価を行った．その

結果 2プロセスでの実行時間を基準として，8プロセスでは最大で 3.2倍の速度向上が確認できた．
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1. 序論

地震の多い我が国では建築物の耐震性への要求が高い．

社会的に重要な建築物の耐震性を確保するためには，地盤

の影響を考慮した上で地震時の建物応答を適切に評価し，

設計基準を満たしていることを確認する必要がある．その

手段のひとつに，地盤を有限要素法でモデル化して，建物

の地震動応答を求める数値解析法がある．この方法では有

限要素法で地盤を詳細にモデル化するため，解析モデル全

体の総自由度が増大し，計算時間が長時間化する傾向があ

る．この解析モデルをなるべく短時間に精度良く計算でき

ることが必要である．

地震動シミュレーションコードのひとつに，坂・小磯ら

によって開発された地震動シミュレーション [1]がある．

空間方向の離散化には 3 次元有限要素法が用いられてお

り，時間方向の離散化には平均加速度法 [2]が用いられて

いる．3次元有限要素法によって離散化された建築物と地

盤の運動は，各要素毎の運動方程式からなる連立一次方程

式で表される．

連立一次方程式の解法は大きく直接法と反復法の 2つに

分類される．直接法は有限回の演算で解が求まるという利

点がある．また時間発展型の問題に適用する場合には，時

間発展ごとに変化するのが右辺のみで，対象とする連立一
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次方程式の係数行列が時刻によって不変であれば，コレス

キー分解などを用いることで 2回目以降の求解を高速に行

うことができる．一方，反復法は直接法に比べて必要なメ

モリ容量が小さい．また時間発展型の問題に適用する場合

には，各時間ステップにおける反復法の初期値として解に

近いものが得られていることが多いため，計算時間の観点

からも有効である．

さて，地震動シミュレーションでは地盤領域を広くとり，

それを詳細にモデル化する．しかし大規模なモデルになる

と長い計算時間と大容量のメモリが必要になる．また本シ

ミュレーションで得られる連立一次方程式の係数行列は

実対称正定値行列である．以上より本シミュレーションに

は反復法の共役勾配法（Conjugate gradient method，CG

法）が適していると考えられる．

疎な実対称正定値行列を係数行列とする連立一次方程式

には，前処理付き共役勾配法（Preconditioned CG method，

PCG法）を用いることが多い．本シミュレーションコー

ドでは，建物要素と建物・地盤の接するインターフェース

層からなる部分行列に対して直接法を基にした前処理を施

し，地盤要素からなる部分行列には節点単位のブロック対

角スケーリングによる前処理が適用されている．この前処

理は坂・小磯らによって提案された PSC（Partial Sparse

Cholesky）前処理 [1]で，特に本研究ではこの前処理を用

いた CG法を PSCCG法と呼ぶ．

本シミュレーションの実行時間の多くを時間発展部分の

計算時間が占めており，その大部分が PSCCG法にかかる
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時間である．そこで本研究では，PSCCG法に重点を置い

たプロセス並列化を行う．そして並列化実装の評価を負荷

分散とスケーリングの観点から行う．

2. 数値解法

本章では時間方向の離散化に用いられている平均加速度

法と連立一次方程式の解法である PSCCG法について説明

する．

2.1 平均加速度法

平均加速度法は数値積分法の Newmarkの β 法 [3]の一

種である．これは時刻 t = tn, tn+1 での加速度が与えられ

たとき，[tn, tn+1]区間内での加速度の時間変化を仮定し，

積分することで速度と変位を求める手法である．本シミュ

レーションでは，加速度の時間変化が時刻 t = tn, tn+1 で

の加速度の平均値で一定であると仮定した平均加速度法が

用いられている．ここでは平均加速度法に限定して説明を

行う．

質量m，粘性減衰係数 c，剛性 kの質点が地面に接して

いるとする．さらに地面に対して地動加速度 ÿo が働いて

いるとする．加速度 ÿ，速度 ẏ，変位 y と表すと，この質

点の運動方程式は

mÿ + cẏ + ky = −mÿo (1)

となる．ここで時刻 tnでの ÿ, ẏ, yをそれぞれ ÿn, ẏn, ynと

表すと，区間 [tn, tn+1]での加速度，速度，変位は

ÿ(t) =
ÿn + ÿn+1

2
(2)

ẏ(t) = ẏn +

∫ t

tn

ÿ(t)dt (3)

y(t) = yn +

∫ t

tn

ẏ(t)dt (4)

と表せる．t = tn+1，∆t = tn+1 − tn として計算すると，

速度と変位は

ẏn+1 = ẏn +
1

2
(ÿn + ÿn+1)∆t (5)

yn+1 = yn + ẏn∆t+
1

4
(ÿn + ÿn+1)∆t2 (6)

となる．したがって運動方程式は式（1），（5），（6）から

(m+
c

2
∆t+

k

4
∆t2)ÿn+1 = −mÿon+1

− ca− kb (7)

となる．ただし，

a = ẏn +
1

2
ÿn∆t (8)

b = yn + ẏn∆t+
1

4
ÿn∆t2 (9)

である．

多自由度系おいては物理量をベクトルに，係数を行列に

置き換えればよく，質量マトリクスM，減衰マトリクス

C，剛性マトリクスK を用いて

(M+
C

2
∆t+

K

4
∆t2)ÿn+1 = −M ÿon+1

−Ca−Kb(10)

となる．これが本シミュレーションで PSCCG法を用いて

解くべき連立一次方程式である．以後断りなく Ax = bと

書いた時は，式（10）を表す．

2.2 PSCCG法

前処理付き共役勾配法の前処理は計算上では z = P−1r

を行えばよい．ここで P は前処理行列で，z, rはベクトル

である．

Ax = bの係数行列 Aは

A =


ABB A⊤

IB O

AIB AII A⊤
SI

O ASI ASS

 (11)

と書ける．ここで添え字 Bは建物要素由来の成分，添え字

Sは地盤要素由来，Iは建物と地盤の接するインターフェー

ス層（IF層）由来の成分を表す．Oは零行列である．この

Aに対して，P を

P =


ABB A⊤

IB O

AIB AII O

O O PSS

 (12)

ととる．PSSは節点単位の対角スケーリング [4]である．ベ

クトル z, rの各要素を建物，インターフェース，地盤毎に

分けて

z = (zB, zI, zS)
⊤ (13)

r = (rB, rI, rS)
⊤ (14)

と置く．このとき，z の各要素は(
ABB A⊤

IB

AIB AII

)(
zB

zI

)
=

(
rB

rI

)
(15)

PSSzS = rS (16)

で計算される．式（15），つまり建物・インターフェース部

分（BI部分）の前処理（BI前処理）は，一般的な建物の構

造設計に用いられる建物モデルの規模であれば，それ程大

きな問題でないため直接法で実行できることが利用されて

いる．本シミュレーションコードでは，直接法に疎なコレ

スキー分解を行う公開ライブラリのひとつで，Intel MKL

にも含まれている PARDISO[5], [6]が用いられている．各

反復で P は不変であるため，PARDISOは分解を 1回だけ

行い，あとは前進後退代入のみを行う．一方，式（16），つ

まり地盤部分（S部分）の前処理（S前処理）はブロック

単位で逆行列を求めて zS を計算する．Algorithm 1が

PSCCG法のアルゴリズムである．
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Algorithm 1 PSCCG method
1: x = x0

2: r = b−Ax

3: r = (rB, rI, rS), z = (zB,zI,zS)

4: BI precondition :

solve

(
ABB A⊤

IB

AIB AII

)(
zB

zI

)
=

(
rB

rI

)
5: S precontition : zS = P−1

SS rS

6: p = z

7: ρ0 = 0, ρ1 = r⊤z

8: τ : tolerance, δ = τ × |b|2, k = 0

9: while
√
ρ1 > δ do

10: k = k + 1

11: qk = Apk

12: α = ρ1/p⊤
k qk

13: xk+1 = xk + αpk

14: rk+1 = rk − αqk

15: BI precondition :

solve

(
ABB A⊤

IB

AIB AII

)(
zBk+1

zIk+1

)
=

(
rBk+1

rIk+1

)
16: S precondition : zS = P−1

SS rS

17: ρ0 = ρ1, ρ1 = r⊤z

18: β = ρ1/ρ0

19: pk+1 = zk+1 + βpk

20: end while

3. プロセス並列化実装の方針

このシミュレーションコードに対しMPIによるプロセ

ス並列化を行う．図 1は PSCCG法を逐次実行（1プロセ

ス 1スレッド）したときの実行時間の内訳である．BI前

処理には cluster sparse solverを使用した．図 1の SpMV

は行列ベクトル積を表し，Algorithm 1 の 11 行目に対

応する．また BI前処理はAlgorithm 1の 15行目に対応

する．この実行時間の内訳より，PSCCG法の実行時間の

多くを BI前処理が占めることがわかる．ここで BI前処

理には，例えば (zB, zI)が必要である．(zB, zI)を複数プ

ロセスに分散して更新すると，通信が必要になりプログ

ラムが複雑になる．したがって今回の実装では，BI部分

の要素をひとつのプロセスだけが持つようにする．つま

り，ランク 0に BI部分の BI前処理以外の計算を担当さ

せ，他のランクに S部分の計算を分担させる．そして最も

時間のかかる BI前処理のみ全プロセスで処理する．もと

もと直接法に用いられている PARDISOをプロセス並列版

である PARDISO for Clusters[7]に変更し，全プロセスで

cluster sparse solverをコールするように実装する．また S

部分行列の行に関して均等なブロック分割を行うと，行列

ベクトル積のプロセス間の負荷が均等にならない．これは

図 2から分かるように，行列要素が特定の行に偏っている

ためである．この偏りは IF層付近の地盤に関する行に多

く見られる．したがって S部分の計算領域は，S部分を担

当するプロセス間で行列ベクトル積の負荷が均一になるよ

うにブロック分割を行った．

4. プロセス並列化実装の評価

4.1 本研究で用いる係数行列

本研究では表 1の係数行列を用いた．これは図 3の建

物・地盤モデルについて立てられた連立一次方程式の係数

行列である．

4.2 実行環境

実装評価のための実行には Intel R⃝Xeon PhiTMProcessor

7250（KNL）を搭載したシステムを用いた．1ノードあた

図 1 PSCCG 法の実行時間内訳（逐次）

図 2 係数行列 A の行毎の要素数

表 1 係数行列 A

全体 BI 部分 S 部分

行列サイズ 3,837,294 429,180 3,408,114

非零要素数 150,154,543 13,403,955 136,181,545

図 3 建物・地盤モデル
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り 68コアあり，4ノードがネットワークで接続されてい

る．コンパイラは Intel Fortranを用い，数値計算ライブラ

リは Intel MKL v11.3を用いる．通信の評価を簡単にする

ため使用するのは 1ノードだけとし，ノード内でプロセス

並列を行うことにする．

4.3 性能評価

スレッド数を 1スレッドに固定し，プロセス数を 2，4，8

に変えながら PSCCG法部分の実行時間の測定を行った．

このときの各ランク毎での実行時間は図 4のとおりであ

る．まずプロセス数 2では BI前処理は 2つのプロセスが

行う．BI 前処理以外の BI 部分の計算は 1 つのプロセス

（ランク 0）が行い，S部分の計算も 1つのプロセス（ラン

ク 1）が行う．S部分の行列ベクトル積の負荷が BI部分の

行列ベクトル積の負荷に比べて大きいため，ランク 1が全

体のボトルネックとなっている．

次にプロセス数 4ではプロセス数 2のときとは異なり，

BI前処理を行うプロセスは 4つ（ランク 0～3）に増える．

また S部分の計算を行うプロセスが 3つ（ランク 1～3）に

増える．プロセス数 2のとき同様，S部分の行列ベクトル

積の負荷が BI部分の行列ベクトル積の負荷に比べて大き

いため，ランク 1 から 3 が全体のボトルネックとなって

いる．

最後にプロセス数 8では BI前処理を行うプロセスは 8

つ（ランク 0～8）に増える．また S部分の計算を行うプロ

セスが 7つ（ランク 1～7）に増える．このとき，BI部分

の行列ベクトル積の負荷と，S部分の行列ベクトル積の負

荷を担当プロセスの数 7で割った値が近くなる．したがっ

て S部分の行列ベクトル積によるボトルネックが解消され

ている．

次に PSCCG法全体の速度向上率を図 5に示す．この

ときの実行時間は最も時間のかかるプロセスの実行時間で

ある．また実行時間の大部分を占める BI前処理に使用し

た cluster sparse solverの速度向上率を図 6に示す．プロ

セス数 2のときの実行時間を基準にして，プロセス数 4で

2倍，8で 3.5倍の速度向上が確認できた．

また 1 コア 1 プロセスで実行したときのピーク性能

を Intel R⃝VTuneTMAmplifier XE 2017で測定したところ，

ピーク性能は 1.5[GFLOPS]であった．KNLの理論ピーク

性能は 272スレッド（68コア × ハイパースレッディング
4）で 3046[GFLPOS]である．したがって 1プロセスでの

理論ピーク性能は 11.2[GFLOPS]で，約 13%の性能が出て

いることが確認できた．

5. 結論

5.1 まとめ

本研究の最終目標は本地震動シミュレーションコードの

並列化による高速化である．そのためのアプローチのひと

つとして，MPIによるプロセス並列化を行った．

まず本シミュレーションコードで解かれる連立一次方

程式について，平均加速度法の説明を行い明らかにした．

次に本コードに用いられている前処理付き共役勾配法の

PSCCG法の紹介をし，そのアルゴリズムを掲載した．

次に本コードのプロセス並列化方針を示した．本コード

のホットスポットは PSCCG 法であるため PSCCG 法部

分のプロセス並列化を重要視した．PSCCG法のホットス

ポットは BI前処理に用いられている PARDISOである．

したがって BI前処理を PARDISOのプロセス並列版であ

る PARDISO for Clustersを用いて，全てのプロセスで実

行するようにした．また S部分の計算において，行に関す

る均等なブロック分割を行うと行列ベクトル積の負荷がプ

ロセス間で不均一になる．したがって行列ベクトル積の負

荷が均一になるように S部分の負荷分散を行った．つまり

BI部分の計算は BI前処理のみを全てのプロセスで行い，

BI前処理以外の計算はランク 0のプロセスで行った．一

方，S部分の計算はランク 0以外のプロセスで行った．

最後にKNLを用いてプロセス並列実装の評価を行った．

1ノード，ノード内のプロセス並列で，プロセス数を 2か

ら 8に変えながら PSCCG法の実行時間とその内訳を測定

した．2，4プロセスでは S部分の行列ベクトル積の負荷

が大きく，全体のボトルネックとなっていた．8プロセス

ではランク 0での行列ベクトル積の負荷と，それ以外のプ

ロセスでの行列ベクトル積の負荷がほぼ等しくなった．ま

た PSCCG法の速度向上率を計測した．2プロセスでの実

行時間を基準とし，8プロセスで PSCCG法全体で 3.2倍

の速度向上が確認できた．また BI前処理の PARDISO for

Clustersは 3.5倍の速度向上が確認できた．さらに 1コア

1プロセスでのピーク性能を測定すると 1.5[GFLOPS]で，

およそ 13%の性能がでていることが確認できた．

5.2 今後の課題

本研究では 8プロセスまでの実行時間の計測しか行えな

かった．したがって 16プロセス以上での実行時間を計測

し，速度向上率を評価する．さらに通信について評価し，

通信の最適化を行う必要がある．

また本研究で実装したプロセス並列化方針では，16プロ

セス以上で実行したときに，BI部分の行列ベクトル積がボ

トルネックになることが容易に想定できる．したがって，

プロセス数によらず行列ベクトル積の負荷が均一になる実

装に変更しなければならない．

最後にピーク性能については，現状メニーコアプロセッ

サ向けの最適化が進んでいない．最適化を行ってから再度

評価する必要がある．また通常の Intel R⃝Xeonプロセッサ

での実行，評価も行う必要がある．
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図 4 プロセス数 2，4，8 での

各ランク毎の処理別実行時間

図 5 PSCCG 法の速度向上率

図 6 cluster sparse solver の速度向上率
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