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代謝ネットワークにおける同位体分布の 

経時変化シミュレーション 
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概要：同位体を用いる細胞の代謝フラックス解析では，同位体標識化合物を含む培地で培養した細胞の同位体分布（分
子内同位体分布，isotopomer 存在比等）の測定を行う．並行して，細胞の代謝ネットワーク内の同位体分布を，様々

な人工的なフラックス条件下でシミュレーションし，最も測定値に近い同位体分布を与えるフラックスを実際のフラ
ックスとする．フラックス決定のための同位体分布測定値として，以前は，定常状態に達した後の測定値のみが利用
されていたが，近年，定常状態に達する前の測定値も利用されるようになった．これに伴い，同位体分布の定常状態
値に加えてその経時変化もフラックス値から理論的に予測・計算することが必要になっている．同位体分布の経時変
化は，同位体分布の変化速度が同位体分布の関数に等しいとする微分方程式を数値的に解くことで求められるが，こ
の方法は計算コストが高い．私は，与えられたフラックス条件下での同位体分布の変化とマルコフ連鎖における推移
確率に基づく状態分布の変化の間の形式的類似性に気付いた．検討を行ったところ，ある時点の同位体分布が，その
直前の時点の同位体分布からの推移として，フラックス値と代謝産物量を用いる計算により求められることがわかっ
た．本稿では，同位体分布を初期値から始めて繰り返し更新していく，マルコフ連鎖を模倣した，同位体分布の経時
変化計算法を提案する．そして，このマルコフ連鎖を模倣した方法と微分方程式を数値的に解く方法の比較を試みる． 
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1. はじめに   

生体内には，様々な代謝経路が存在している．生化学の

通常の学習課程においては，これらの代謝経路を，それぞ

れが固有の機能を持つ別々のものとして学ぶ．しかし，実

際の代謝経路は，すべての代謝経路と酵素反応が一体とな

って連動する代謝ネットワーク（生化学反応ネットワーク）

として機能しており，代謝の状態は有機的な全体として理

解する必要がある．このことは，医学や，目的とする化合

物を微生物，哺乳動物等の細胞で効率よく産生することを

目指して細胞の代謝を工学的に改変する代謝工学において

重要である．代謝工学においては，目的とする化合物の産

生増加のために導入・除去すべき酵素の提案や，特定の酵

素の導入・除去が目的とする化合物の産生増加に有効であ

ったかどうかの判定のため，代謝ネットワーク内のすべて

の酵素についてそれを通過する代謝流量を決定する（＝代

謝フラックス分布を決定する）代謝フラックス解析を行う．

これまで，代謝フラックス分布を詳細に決定するために，
13C代謝フラックス解析が広く行われてきた[1-4]． 

13C代謝フラックス解析では，13Cで標識した炭素源を含

む培地で培養した細胞の同位体分布（13C 標識割合）の測

定を行う．並行して，細胞の代謝ネットワーク内の同位体

分布を，様々な人工的フラックス条件下でシミュレーショ

ンし，最も測定値に近い同位体分布を与えるフラックスを
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実際のフラックスとする．多くの場合，シミュレーション

は，細胞が，代謝中間体濃度の変化しない代謝定常状態

（metabolic steady state）にあることを仮定して行われる．
13C 代謝フラックス解析が開発された当初は，代謝定常状

態にある細胞が 13C で標識した炭素源を含む培地での培養

により同位体定常状態（isotopic steady state）に達した後に

同位体分布の測定が行われていたため，シミュレーション

は，同位体定常状態の同位体分布値のみ行えばよかった．

しかし，最近，同位体定常状態に達する前の同位体分布の

測定値からフラックスを求めることが行われるようになり，

代謝定常状態にある細胞における同位体定常状態の同位体

分布値に加えて，同位体定常状態に達するまでの同位体分

布の経時変化についてもシミュレーションを行う必要性が

生じてきた[5-8]． 

 これまで，同位体分布という言葉でまとめて述べてきた

ものは，一般に，それぞれの代謝産物における，次の 3 者

（3 種類の同位体分布）の何れかを指す[9-11]． 

①分子内の各原子位置の同位体標識割合でみる同位体分布 

②isotopomer （同位体の違いにより生ずる異性体）の存在

割合でみる同位体分布 

③elementary metabolite unit（EMU，代謝産物分子の構造単

位）の質量でみる同位体分布 

①②③の同位体分布は，①では分子内の各原子位置の同位

体標識割合 [9]，②では各代謝産物に占める特定の

isotopomerの存在割合[10]，③では各 EMUに占める特定の
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質量の EMUの存在割合[11]であり，何れも 0 から 1 の間の

値をとる割合（率）である．このことを明確に示す必要が

ある場合は，“率としての同位体分布”と呼ぶ．率としての

①②③の同位体分布に，それぞれ，原子，分子，EMUの全

体量を乗じた値も同位体分布と考えることができ，これを

明確に示す必要がある場合には，“全体量としての同位体分

布”と呼ぶ． 

①②③の何れ場合も，同位体分布の経時変化は，同位体

分布の変化速度が同位体分布の関数に等しいとする微分方

程式を数値的に解くことで求められる[7,8,10,12,13]．現状

では，同位体分布の測定値は①の代謝産物分子内の各原子

位置の同位体標識割合としてではなく代謝産物分子の質量

分布として得られる場合が多いこと，②よりも③の方が数

学的な取り扱いの際の変数が少なくて済むことから，③の

同位体分布の経時変化シミュレーションが好まれている

[13]．しかし，微分方程式を数値的に解く以上，反復計算

に伴う計算コストは避けられない．一方，上述のように，

正確に代謝フラックス分布を決定するためには，同位体分

布の経時変化を多数の候補代謝フラックス分布に対して計

算する必要がある．そのため，計算コストのより少ない，

同位体分布の経時変化計算法の開発が望まれている． 

 私は，遺伝子導入・改変した大腸菌でメタノールのみを

炭素源として有用物質を産生させるプロジェクト[14]を知

り，モデル代謝ネットワーク上でメタノールの標識炭素が

グルコースに入る過程を研究するようになった[15,16]．そ

の過程で，微分方程式を数値的に解くことによる同位体分

布の経時変化シミュレーションの手法を習得したが，“代謝

経路の分岐点で代謝産物が分岐反応のフラックス比に基づ

き分配される”という原始的な考え方でシミュレーション

ができないかずっと考えていた．そういう時に，ベイズ統

計学の本のマルコフ連鎖モンテカルロ法（MCMC）の記述

で，マルコフ連鎖の理論では状態分布が推移確率に基づき

変化していくと考えることを知り，初期同位体分布から始

めて同位体分布の推移を繰り返し計算して同位体分布の経

時変化をシミュレーションするという方法（本稿でマルコ

フ連鎖法と呼ぶ方法）を着想した．本稿では，このマルコ

フ連鎖法の理論と実施手順を記載し，マルコフ連鎖法と従

来の，微分方程式を数値的に解くことにより同位体分布の

経時変化をシミュレーションする方法（本稿で微分方程式

法と呼ぶもの）との関係を検討した結果を示す．本稿で検

討した微分方程式法は，オイラー法である．  

2. 理論 

2.1 モデル代謝ネットワーク 

図１のモデル代謝ネットワークにおいて，A, B, C, Dを

代謝産物とし，A, B, C, Dとそれらをつなぐ矢印（反応）

からなるネットワークを Nで表す． 

N内の Aと Bはそれぞれ N外の Aと Bである Aexと Bex

から N 内（系内）に流入する．N 内の D は流出して N 外

（系外）の Dである Dexに加わる． 

A, B, C, D, Aex, Bex, Dexの率としての同位体分布をA, B, C, 

D, Aex, Bex, Dexと表す．反応を次のように定義する． 

 

反応 1： A → C 

反応 2： B → C 

反応 3： C → D 

 

反応 1, 反応 2, 反応 3 の速度をそれぞれ v1, v2, v3で，A

と B の N 内（系内）への流入速度をそれぞれ vinA, vinBで，

Dの N外（系外）への流出速度を voutDで表す．また，A, B, 

C, Dの量を，それぞれ Aa, Ba, Ca, Da と表す． 

以下，Nが代謝定常状態にあることと Aex, Bexの同位体分

布 Aex, Bex,が経時変化しないことを仮定する．すると，A, B, 

C, Dの量である Aa, Ba, Ca, Da は一定で変化しないので， 

 

   vinA = v1 

   vinB = v2 

   v1 + v2 = v3 

   v3 = voutD 

     (1) 

 

が成り立つ． 

代謝産物 X，Y が関与する反応または流入・流出過程で

ある X → Yが存在する時，当量の X → Y に伴い増加す

る（X 由来の）同位体分布 Y を Y(X) と表す．たとえば，

C(A) は当量の A → C に伴い増加する（A 由来の）同位

体分布 C を表し，C(B) は当量の B → C に伴い増加する

（B由来の）同位体分布 Cを表す． 

 

図 1 モデル代謝ネットワーク 

 

2.2 微分方程式法による同位体分布の経時変化計算 

 微分方程式法においては，A の（率としてではなく全体

量としての）同位体分布の変化の速度が Aa×dA/dt である

と同時に，（Aexから N内（系内）への Aの流入に伴う）A

の増加速度 vinA×A(Aex) から（A の C への代謝に伴う）A

の減少速度 v1×A を差し引いたものでもあることから， 

B C D 

A 

 

v2 

v1 

v3 vinB 

vinA 

voutD 

Aex 

 

Dex 

 

Bex 
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Aa×dA/dt = vinA×A(Aex)－v1×A   (2) 

 

を得る．B の（率としてではなく全体量としての）同位体

分布の変化の速度が Ba×dB/dt であると同時に，（Bexから

N内（系内）への Bの流入に伴う）Bの増加速度 vinB×B(Bex) 

から（Bの Cへの代謝に伴う）Bの減少速度 v2×B を差し

引いたものでもあることから， 

 

Ba×dB/dt = vinB×B(Bex)－v2×B   (3) 

 

を得る．C の（率としてではなく全体量としての）同位体

分布の変化の速度が Ca×dC/dt であると同時に，（Cの生成

に伴う）Cの増加速度 v1×C(A)＋v2×C(B) から（Cの Dへ

の代謝に伴う）Cの減少速度 v3×C を差し引いたものでも

あることから， 

 

Ca×dC/dt = v1×C(A)＋v2×C(B)－v3×C  (4) 

 

を得る．D の（率としてではなく全体量としての）同位体

分布の変化の速度が Da×dD/dt であると同時に，（C の D

への代謝に伴う）D の増加速度 v3×D(C) から（N 外（系

外）の Dexへの Dの流出に伴う）Dの減少速度 voutD×D を

差し引いたものでもあることから， 

 

Da×dD/dt = v3×D(C)－voutD×D   (5) 

 

を得る． 

今，Δt の間隔を持つ時間（経過時間）の増加する数列 T0, 

T1, T2, T3, ・・・Tn-1, Tnを考え，代謝産物 Xの時点 Tmでの

率としての同位体分布を Xmと表す． 

(2)の両辺をAaで割った式を用いると時点 TmでのAの増

加速度は (vinA×A(Aexm)－v1×Am)÷Aa で近似できるので

Tm+1の時点（Tm＋Δt の時点）の A の率としての同位体分

布 Am+1は 

 

Am+1≒Am＋Δt×(vinA×A(Aexm)－v1×Am)÷Aa (6) 

 

と近似計算できる． 

(3)の両辺を Baで割った式を用いると時点 TmでのBの増

加速度は (vinB×B(Bexm)－v2×Bm)÷Ba で近似できるので

Tm+1の時点（Tm＋Δt の時点）の B の率としての同位体分

布 Bm+1は 

 

Bm+1≒Bm＋Δt×(vinB×B(Bexm)－v2×Bm)÷Ba (7) 

 

と近似計算できる． 

(4)の両辺をCaで割った式を用いると時点TmでのCの増

加速度は (v1×C(Am)＋v2×C(Bm)－ v3×Cm)÷Ca で近似で

きるので Tm+1の時点（Tm＋Δt の時点）の Cの率としての

同位体分布 Cm+1は 

 

Cm+1≒Cm＋Δt×(v1×C(Am)＋v2×C(Bm)－ v3×Cm)÷Ca 

      (8) 

 

と近似計算できる． 

(5)の両辺を Da で割った式を用いると時点 Tmでの D の

増加速度は (v3×D(Cm)－voutD×Dm)÷Da で近似できるので

Tm+1の時点（Tm＋Δt の時点）の D の率としての同位体分

布 Dm+1は 

 

Dm+1≒Dm＋Δt×(v3×D(Cm)－voutD×Dm)÷Da (9) 

 

と近似計算できる． 

流入する Aex, Bexの同位体分布 Aex, Bexは経時変化せず，

すべての自然数 mに対して Aexm = Aex0, Bexm = Bex0であるの

で，最初に T0時点の A0, B0, C0, D0, Aex0, Bex0を与えて計算

を反復すると，まず A1, B1, C1, D1, 次に A2, B2, C2, D2, その

次に A3, B3, C3, D3, ・・・と順次 A, B, C, Dの経時変化を求

めることができる．これが，微分方程式法の一種のオイラ

ー法である．微分方程式法には種々の変法があるが，どの

方法の微分方程式法でもΔt の値を十分に小さくしないと

精度が悪くなる・収束しなくなるといった問題が生じる．

一方，Δt の値を小さくするほど計算コストが高くなる． 

2.3 マルコフ連鎖法による同位体分布の経時変化計算 

マルコフ連鎖の理論においては，状態分布が推移確率に

基づき順次変化すると考える．本稿で“マルコフ連鎖法”

と呼んでいる方法では，マルコフ連鎖の理論における状態

分布を代謝ネットワークにおける同位体分布に置き換えて

考え，“時点 Tmでの同位体分布から，その推移として，時

点 Tm+1での同位体分布を求める”ことを繰り返すことによ

り同位体分布の経時変化を求める．代謝定常状態を仮定し

ているので代謝産物 A, B, C, Dの量 Aa, Ba, Ca, Da は，一定

であり経時変化しない． 

Aについては，時点 Tmから時点 Tm+1に至るまでの間に，

量 Aaだけ存在する AのうちΔt×v1＝Δt×vinA が Cへと変

化し，代わりに同位体分布 Aexmの AexからΔt×vinAの A が

流入する．量 Aaだけ存在する Aのうち Ar = Aa－Δt×vinA 

は変化せず同位体分布 Amの A のままでとどまる．したが

って，時点 Tm+1での Aの率としての同位体分布は，Aの全

体量としての同位体分布を Aの量である Aa =Δt×vinA＋Ar

で割ることにより， 

 

Am+1= (Δt×vinA×A(Aexm)＋Ar×Am)÷(Δt×vinA＋Ar) 

     (10) 

となる．右辺の A(Aexm)と Amの係数の和は 1 である． 

Bについては，時点 Tmから時点 Tm+1に至るまでの間に，
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量 Ba だけ存在する B のうちΔt×v2＝Δt×vinB が C へと変

化し，代わりに同位体分布 Bexmの BexからΔt×vinBの B が

生成する．量 Baだけ存在する Bのうち Br = Ba－Δt×vinB 

は変化せず同位体分布 Bmの B のままでとどまる．したが

って，時点 Tm+1での Bの率としての同位体分布は，Bの全

体量としての同位体分布を Bの量である Ba =Δt×vinB＋Br

で割ることにより， 

 

Bm+1= (Δt×vinB×B(Bexm)＋Br×Bm)÷(Δt×vinB＋Br) 

     (11) 

となる．右辺の B(Bexm)と Bmの係数の和は 1 である． 

Cについては，時点 Tmから時点 Tm+1に至るまでの間に，

量 Caだけ存在する CのうちΔt×v3＝Δt×(v1＋v2) が Dへ

と変化し，代わりに同位体分布 AmのAからΔt×v1のCが，

同位体分布 Bmの B からΔt×v2の C が生成する．量 Ca だ

け存在する Cのうち Cr = Ca－Δt×(v1＋v2) は変化せず同

位体分布 Cmの Cのままでとどまる．したがって，時点 Tm+1

での Cの率としての同位体分布は，Cの全体量としての同

位体分布を C の量である Ca =Δt×v1＋Δt×v2＋Cr で割る

ことにより， 

 

Cm+1= (Δt×v1×C(Am)＋Δt×v2×C(Bm)＋Cr×Cm) 

 ÷(Δt×v1＋Δt×v2＋Cr)  (12) 

 

となる．右辺の C(Am)，C(Bm)，Cmの係数の和は 1 である． 

Dについては，時点 Tmから時点 Tm+1に至るまでの間に，

量 Daだけ存在する DのうちΔt×voutD＝Δt×v3 が Dexへと

流出し，代わりに同位体分布 Cmの CからΔt×v3の Dが生

成する．量 Daだけ存在する Dのうち Dr = Da－Δt×v3 は

変化せず同位体分布 Dmの D のままでとどまる．したがっ

て，時点 Tm+1での Dの率としての同位体分布は，Dの全体

量としての同位体分布を Dの量である Da =Δt×v3＋Drで

割ることにより， 

 

Dm+1= (Δt×v3×D(Cm)＋Dr×Dm)÷(Δt×v3＋Dr) 

      (13) 

となる．右辺の D(Cm)と Dmの係数の和は 1 である． 

これで，Am+1, Bm+1, Cm+1, Dm+1がすべて Am, Bm, Cm, Dm, 

Aexm, Bexmからの推移として表現されたことになる．すべて

の自然数 mに対して Aexm = Aex0, Bexm = Bex0であるので，マ

ルコフ連鎖法の場合も微分方程式法の場合と同様に，最初

に T0時点の A0, B0, C0, D0, Aex0, Bex0を与えて計算を反復す

ることにより，まず A1, B1, C1, D1, 次に A2, B2, C2, D2, その

次に A3, B3, C3, D3, ・・・と順次 A, B, C, Dの経時変化を求

めることができる．マルコフ連鎖法では，同位体分布の経

時変化を，同位体分布の（本来のマルコフ連鎖の理論で謂

う所の）“推移”の繰り返しと考える． 

2.4 微分方程式法とマルコフ連鎖法の同等性 

 (6)に v1 = vinAと Aa =Δt×vinA＋Ar（(1)および前項 2.3 よ

り）を代入すると(10)が得られる． 

 (7)に v2 = vinB と Ba =Δt×vinB＋Br（(1)および前項 2.3 よ

り）を代入すると(11)が得られる． 

 (8)に v3 = v1＋v2と Ca =Δt×(v1＋v2)＋Cr（(1)および前項

2.3 より）を代入すると(12)が得られる． 

 (9)に voutD = v3とDa =Δt×v3＋Dr（(1)および前項 2.3より）

を代入すると(13)が得られる． 

 逆に(10)から(6), (11)から(7), (12)から(8), (13)から(9)を得

ることも容易にできる．したがって，同位体分布の経時変

化計算のための微分方程式法（オイラー法）とマルコフ連

鎖法は数学的に同等である． 

2.5 マルコフ連鎖法とマルコフ連鎖の理論の対応 

①の同位体分布を扱う場合には，N 以外の代謝ネットワ

ークに対しても Nに対する(10), (11), (12), (13)式と同様の

式が導出できることと，それらの，各ネットワークにより

定まる式の組から，マルコフ連鎖の理論で謂う所の推移行

列に相当するものが導出できることを確認した． 図 1 の

A, B, C, D, Aex, Bexのそれぞれを構成する原子の数が 1 であ

り，A, B, C, D, Aex, Bexが同位体の標識割合を示すスカラー

であるものとして，(10), (11), (12), (13)式から推移行列に相

当するものを導出する手順を示す． 

A, B, C, D, Aex, Bexのそれぞれを構成する原子の数が 1で

あり，A, B, C, D, Aex, Bexが同位体の標識割合を示すスカラ

ーであることから，A(Aexm) = Aexm, B(Bexm) = Bexm, C(Am) = Am, 

C(Bm) = Bm, D(Cm) = Cmである． 

 したがって，(10)に A(Aexm) = Aexm,と Δt×vinA＋Ar = Aa

（前々項 2.3 より）を代入して両辺に Aaをかけて， 

 

Aa×Am+1= Δt×vinA×Aexm＋Ar×Am  (14) 

      

(11)に B(Bexm) = Bexmと Δt×vinB＋Br = Ba（前々項 2.3 より）

を代入して両辺に Baをかけて， 

 

Ba×Bm+1= Δt×vinB×Bexm＋Br×Bm  (15) 

 

(12)に C(Am) = Am, C(Bm) = Bmと Δt×v1＋Δt×v2＋Cr = Ca

（前々項 2.3 より）を代入して両辺に Caをかけて， 

 

Ca×Cm+1= Δt×v1×Am＋Δt×v2×Bm＋Cr×Cm (16) 

 

(13)に D(Cm) = Cmと Δt×v3＋Dr = Da（前々項 2.3 より）を

代入して両辺に Daをかけて， 

 

Da×Dm+1= Δt×v3×Cm＋Dr×Dm  (17) 

 

となる． 
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今，4×4 の行列 Pを 

とし，さらに，0 以上の任意の整数 mに対して 

 

Um = ( Aa×Am,  Ba×Bm,  Ca×Cm,  Da×Dm ) 

 Vinm  = Δt×( vinA×Aexm,  vinB×Bexm,  0,     0    ) 

 Voutm  = Δt×(    0,        0,       0,  voutD×Dm ) 

 

とすると，(14), (15), (16), (17) は， 

 

Um+1= Vinm＋Um×P－Voutm   (18) 

 

とまとめて表現できる． 

 (1)と Ar, Br, Cr, Dr の定義より(18)の Pの各行の和は 1 に

等しいので，Ar, Br, Cr が 0 以上の場合，Pはマルコフ連鎖

理論の推移行列の性質を満たし，(18) は Vinm と Voutm の項

がなければマルコフ連鎖の式と形式上同じとなる．実際に

は，(18)には Vinmと Voutmの項があり，P の各行の和が 1 で

あるのは Vinmと Voutmの項があるためなので，Umの逐次的

変化をマルコフ連鎖のそれと同じものとみなすことはでき

ない．しかし，Vinmと Voutmが時間Δt の間の N 内（系内）

への流入分と N外（系外）への流出分として意味付けでき

ること， Um+1の（流入・流出しない C に対応する）第 3

成分を計算する際にUm×Pの第 3成分に加える Vinmと Voutm

の第 3 成分がともに 0 であることに注意したい．流入に対

応する Vinmは Aexmと Bexmの値が経時変化しないため Vin0の

ままで一定であるが，流出に対応する Voutmは Dmの値に依

存して変動する．また，マルコフ連鎖の理論の確率分布に

対応する部分であるUmは，確率分布ではなく同位体分布，

その中でも，全体量としての同位体分布である． 

 ①の同位体分布を扱う場合は，どのような代謝ネットワ

ークに対しても(18)と同じ式を導くことができ，マルコフ

連鎖法のマルコフ連鎖の理論との対応関係が明らかである．

②③の同位体分布を扱う場合も，全く同じ考え方で，任意

の代謝ネットワークに対して(10), (11), (12), (13)と同様の

関係式の導出ができると考えられる，すなわち，ある時点

の同位体分布の推移としてその次の時点の同位体分布を生

成する，マルコフ連鎖的な考え方，マルコフ連鎖法は可能

であると考えられる．しかし，②③の同位体分布を扱う場

合，それらの(10), (11), (12), (13)と同様の関係式のうち基質

反応等の多基質反応が関わる関係式の右辺に同位体分布の

積の項が現われることがある．この場合には，線形の関係

式である(18)を導くことはできない．  

3. 結果 

3.1 微分方程式法とマルコフ連鎖法の比較 

 理論のセクションで述べた方法により，図 1 のモデル代

謝ネットワークにおいて A, B, C, D, Aex, Bexのそれぞれを

構成する原子の数が 1 であるとしてシミュレーションを行

った．シミュレーションにおいては A, B, C, Dの初期状態

A0, B0, C0, D0（最初の率としての同位体分布）がすべて 0，

A, B, C, Dの存在量 Aa, Ba, Ca, Da がすべて 1 である Nに

Aex = 1, Bex = 0 の A と Bを常時供給することと，代謝フラ

ックスを vinA = 8, vinB = 2, v1 = 8, v2 = 2, v3 = 10, voutD = 10 と

して代謝定常状態が維持されていることを仮定した． 

Δt を 0.01 から 0.01 刻みで 0.2 まで増加させたところ，

すべてのΔt 値に対して，微分方程式法とマルコフ連鎖法

は同じシミュレーション結果であった．A, B, C, Dの率と

しての同位体分布は，Aは時点 T0 = 0 のみ 0，B は常に 0

であり，Cは時点 T1 =Δt まで 0，Dは時点 T2 = 2×Δt まで

0 にとどまった．Δt が 0.20 の場合は，Cは一定の振れ幅で

増減を繰り返すように，Dは振れ幅を増加させながら増減

を繰り返すようになり，一定の値に収束しなかった．Δt

が 0.19 以下の場合は，A, B, C, Dはそれぞれ一定の値 1, 0, 

0.8, 0.8 に収束した．Δt が 0.11 以上 0.19 以下の場合は，A, 

B, C, Dがそれぞれ一定の値に収束する以前に値の減少ま

たは増減の繰り返しがみられた．Δtが 0.10以下の場合は，

A, B, C, Dはそれぞれ一度も減少することなく一定の値に

収束した．このことから，A, B, C, Dの変化のパターンは 

Δt 値 0.10 を境に大きく変わると言える．Δt 値 0.10 にお

いては，マルコフ連鎖法で現れるCrとDrの値が 0となる．

このことから，同位体分布の経時変化シミュレーションを

正しく行うためには，系内のすべての代謝産物 X に対して

Xr値が 0 以上になるようなΔt 値を用いる必要があると考

えられる．ただし，Xrは，時点 Tmから時点 Tm+1に至る際

に同位体分布 Xmのままでとどまる Xの量の目安となる 

“Δt×v（vは単位時間に Xに入るフラックスの総量）を X

の量 Xaから減じた値”とする． 

3.2 マルコフ連鎖法の修正プログラムの検討 

 同位体分布の経時変化シミュレーションにおいては，精

度の低下が許される範囲であれば，計算の高速化のために

Δt 値を増加させることが行われてもよいが，前述したよ

うに，Δt をある一定値（具体的には Xrが 0 となるΔt 値）

を超えて増加させることは精度と収束性の点から許されな

いらしいことがわかった．そこで，あるΔt 値に対して Xr

が 0 よりも小さくなった場合にはその Xr を 0 で置き換え

てシミュレーションを行うよう，マルコフ連鎖法のプログ

ラムを修正して，同位体分布の経時変化のパターンと収束

値が変化するかどうかを調べた． 

 Xr が 0 よりも小さくなった場合にその Xr を 0 で置き換

えることは，X 量である Xa を増加させてシミュレーショ

Ar÷Aa 

0 

0 

0 

0 

Br÷Ba 

0 

0 

Δt×v1÷Aa 

Δt×v2÷Ba 

Cr÷Ca 

0 

0 

0 

Δt×v3÷Ca 

 (Dr＋Δt×voutD)÷Da 
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ンを行うことと同等である．収束値は，理論的には(2), (3), 

(4), (5)の左辺を 0 とした連立方程式を満たす値として求ま

るので代謝産物量 Xrの変動の影響は受けないと予想した．

修正プログラムでの計算では，調べた 1 以下のΔt 値のす

べてに対して，同位体分布の収束値は同じであった．時間

の経過とともに同位体分布は A, C, Dの順に 0 からの増加

を開始し，以降，収束値まで単調増加した．Δt 値が大き

いほど，最初に 0 より大きい同位体分布が確認できるまで

の時間が長くなった．マルコフ連鎖法の修正プログラムは，

このような特徴に注意すれば，粗視的なシミュレーション

に有効であると考えられる．また，今回のテーマである同

位体分布の経時変化シミュレーションとは異なるが，修正

プログラムによるシミュレーションでΔt 値を漸増してい

くとき，すべての Xr値が 0 で置き換わるΔt 値に到達する

までの間は，同位体分布が収束値に達するのに必要な反復

計算の回数が減少していくことが期待できる． 

4. 考察 

 isotopomer の同位体分布の経時変化を計算するための

微分方程式は，Schmidt らや Wiechert らにより記載されて

きた[10,12]．Stephanopoulos のグループは，同位体定常状

態を少ない計算コストで計算する EMUの枠組みとEMUの

同位体分布の経時変化のシミュレーション法を発表してい

る[7,11]．Kajihata らは EMU の同位体分布の経時変化のシ

ミュレーション機能を持つソフトウェア OpenMebius を発

表している[13]．これらの同位体分布の経時変化シミュレ

ーションはすべて，同位体分布に関する微分方程式を数値

的に解く方法（微分方程式法）を想定している．本稿では，

同位体分布の経時変化を同位体分布の推移と考えてシミュ

レーションする“マルコフ連鎖法”を理論的に考えてきた．

理論的な考察の結果，マルコフ連鎖法が微分方程式法（オ

イラー法）と数学的には同等であることが明らかになった． 

 マルコフ連鎖法で同位体分布をその前の時点の同位体分

布の推移として理解する場合，代謝産物 Xの同位体分布の

X 自身への推移を示す Xr の値が 0 以上であることが理論

的に要請される．モデル代謝ネットワークの実験でΔt 値

0.10 を境に同位体分布の経時変化のパターンが大きく変わ

ったことはマルコフ連鎖法のモデルからよく理解できる．

また，マルコフ連鎖法のモデルから，0 より小さな Xr値を

0 で置き換えるという新たな近似計算 strategy の可能性が

見いだされた． 

Wiechert らは path tracingという，すべての pathの合計と

して同位体定常状態を計算する方法に“マルコフ連鎖の推

移行列に類似する行列 influx probability matrix”が出現する

ことを記載している[17]．この行列は downstream oriented 

efflux probabilities ではなく upstream oriented  influx 

probabilities を成分とし，マルコフ連鎖を得るために使うべ

き downstream oriented efflux probabilities を成分とする本稿

2.5 の行列 P とは明らかに異なる．また，彼らは，同位体

分布の推移によりその経時変化を計算するという考えを記

載していない． 
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