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1 はじめに

1.1 安定結婚問題

不完全リストを許す安定結婚問題（SMI）は，以下の

ように定義される．男性集合を U，女性集合をW とし，

|U | = |W |(= n)とする．また各男性は女性を，各女性は

男性を好きな順に並べた希望リストを持っている．希望リ

ストは必ずしも異性全員を含む必要はない．全員の希望

リストの集合を Lと書き，人 pの Lにおける希望リスト

を L(p)と書く．pが q のリスト L(q)に含まれている時，

qは pを受け入れ可能という．pと qがお互いに受け入れ

可能であるとき，(p, q)を受け入れ可能ペアと呼ぶ．

互いに受け入れ可能な男女ペアの集合で，各人が高々一

度しか現れないものをマッチングと呼ぶ．マッチングMに

おいて男性mと女性wがペアになっているとき，すなわち

(m,w) ∈ M であるとき，M(m) = wおよびM(w) = m

と書く．(m,w) ∈ M であるような wが存在するとき，m

はM でマッチしているといい，そのようなwが存在しな

いとき，mはM で独身であるという．女性についても独

身という用語を同様に定義する．マッチングM に対し，

以下の (i)～(iii)を全て満たす (m,w)を LにおけるM の

ブロッキングペアという．(i) (m,w)は受け入れ可能ペア

である，(ii) mはM で独身であるか，M(m)より w が

好きである，(iii) wはM で独身であるか，M(w)よりm

が好きである．LにおけるM のブロッキングペアが存在

しないとき，M は Lで安定であるという．

SMIは，与えられたU,W,Lから安定マッチングを求め

る問題である．任意の SMI例題に，少なくとも一つの安

定マッチングが存在することが知られている [3]．

1.2 複数希望リスト安定結婚問題

本研究では，同じ男女集合に対して複数の希望リスト

が与えられるという SMIの拡張（「SMkI」と名付ける）
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を考える．k を正整数とするとき，SMkI の入力は I =

(U,W,L1, L2, . . . , Lk)である．ここで，U とW はそれぞ

れ男性集合と女性集合，各 Liは希望リストの集合である．

SMkIは，全ての Liで安定となるマッチングM（共通安

定マッチングと呼ぶ）が存在するか否かを問う判定問題で

ある．また，正整数 a, bに対し，男性の希望リストの長さ

が高々a，女性の希望リストの長さが高々bに制限された

SMkIを (a, b)-SMkIと書く．対称性から，一般性を失う

ことなく a ≤ bとする．希望リストの長さに制限がない

場合は，aや bを∞と書くことにする．
安定マッチングは入力サイズに対して指数個存在し得

るので [5, 4, 7]，各 Li に対して安定マッチングを列挙し

全ての共通部分を求めるというアルゴリズムは，正しい

答えを求めるものの多項式時間では動作しない．

著者らは最近，SMkIの計算複雑性に対して以下の結果

を得た [6]．

(1) 任意の k ≥ 2に対して (4, 4)-SMkIはNP完全である．

(2) 任意の k に対して (2,∞)-SMkI が O(kn) 時間で解

ける．

k = 1の場合は通常の SMIと等価であり，答は常に yes

であるためクラス Pに属する．従って，k ≥ 2, ℓ ≥ 3に対

する (3, ℓ)-SMkIの複雑性が未解決となっていた．

1.3 本論文の成果

本稿では，文献 [6]の Theorem 1の証明を変更するこ

とにより，任意の k ≥ 4に対して (3, 4)-SMkIが NP完全

であることを示す．

1.4 関連研究

本研究とは独立に，複数希望リストを取り扱う問題が

最近 2つ研究されている．Azizら [1]は不確実性を持つ希

望リストに対して安定となる可能性の高いマッチングを

求める問題を考察している．この中で，joint probability
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modelという確率分布モデルの下で確率 1で安定となる

マッチングの存在を問う ExistsCertainlyStableMatching

は我々の SMkIと同じモデルであり，Azizらは k = 16の

場合に (4, 4)-SMkIが NP完全であることを示している．

また Chenら [2]は希望リストが複数与えられ場合の安定

性を 3つ定義し，それらの計算複雑性を論じている．こ

の中で globally stable matching問題が我々の SMkIと同

じモデルであり，Chenらは k = 2の場合に SMkIが NP

完全であることを示しているが，希望リストの長さは制

限されていない．

2 NP完全性

定理 2.1 任意の k ≥ 4に対して (3, 4)-SMkIは NP完全

である．

証明. 読者は文献 [6] の Theorem 1 の証明を読んでい

ると仮定し，そこからの変更点だけを簡潔に述べる．

(3, 4)-SMkIが NPに属することは簡単に分かる． k = 4

について示せば k ≥ 5への拡張は容易であるので，以下

では 3CNF SAT（各節にちょうど 3つのリテラルが現れ

る CNF SAT）から (3, 4)-SM4Iへの帰着を示す．

f を 3CNF SAT の任意の例題とし，変数を

x1, x2, . . . , xn，節を C1, C2, . . . , Cm とする．f か

ら，(3, 4)-SM4Iの例題 I を作成する．各 i (1 ≤ i ≤ n)に

対して，xiの出現回数を siとする．変数 xi (1 ≤ j ≤ si)

の j番目の出現に対して，2人のリテラル男性 ai,j , bi,j と

2人のリテラル女性 ci,j , di,j を作る．各節 Cℓ に対し，3

人の節男性 ui
ℓ (1 ≤ i ≤ 3)と 3人の節女性 viℓ (1 ≤ i ≤ 3)

を作る．結果，9m人の男性と 9m人の女性ができる．

リテラル男性とリテラル女性の希望リストを図 1

に示す．これらのリストにより，共通安定マッチング

は M0
i,j = {(ai,j , di,j), (bi,j , ci,j)} または M1

i,j =

{(ai,j , ci,j), (bi,j , di,j)}を部分マッチングとして含まなく
てはならない．L1～L3の構造は，xiの j番目の出現が正

リテラルか負リテラルかによって異なる．正リテラルと

して現れている場合，M0
i,j を選ぶと男性 bi,j が悪い方の

パートナーとマッチし，bi,j は V k
i,j とブロッキングペアを

作る危険性がある．逆に負リテラルとして現れているな

ら，M1
i,j を選んだときにその危険性が生じる．

xi の j 番目の出現が節 Cℓ の第 t リテラルだとする．

k = tならば V k
i,j = v1ℓ であり，k ̸= tならば V k

i,j は存在し

ないものとする．L4の役目は一貫性を持たせること，す

なわち全ての j に対してM1
i,j ⊆ M であるか，あるいは

Lk(1 ≤ k ≤ 3)

ai,j : ci,j di,j ci,j : bi,j ai,j

bi,j : di,j V k
i,j ci,j di,j : ai,j bi,j

(xi の j 番目の出現が正リテラルの場合)

Lk(1 ≤ k ≤ 3)

ai,j : di,j ci,j ci,j : ai,j bi,j

bi,j : ci,j V k
i,j di,j di,j : bi,j ai,j

(xi の j 番目の出現が負リテラルの場合)

L4

ai,j : ci,j ci,j−1 di,j ci,j : bi,j ai,j+1 ai,j

bi,j : di,j di,j+1 ci,j di,j : ai,j bi,j−1 bi,j

図 1: xi の j 番目のリテラル (1 ≤ j ≤ si)に関連した男

女の希望リスト

全ての j に対してM0
i,j ⊆ M であるかのいずれかを保証

するものである．

節に関係する男女の希望リストを図 2に示す．L4によ

り，安定マッチングはM1
ℓ = {(u1

ℓ , v
1
ℓ ), (u

2
ℓ , v

2
ℓ ), (u

3
ℓ , v

3
ℓ )}，

M2
ℓ = {(u1

ℓ , v
2
ℓ ), (u

2
ℓ , v

3
ℓ ), (u

3
ℓ , v

1
ℓ )}，M3

ℓ = {(u1
ℓ , v

3
ℓ ),

(u2
ℓ , v

1
ℓ ), (u

3
ℓ , v

2
ℓ )}の 3つのうちのいずれかを部分マッチン

グとして含むことが保証される．t = 1, 2, 3について，節

Cℓ の t番目のリテラルが xi の j 番目の出現だとすると，

Bℓ,t = bi,j と定義する．これで帰着が完了である．帰着が

多項式時間で計算できること，また男性の希望リストの

長さが高々3，女性の希望リストの長さが高々4であるこ

とが容易に確認できる．

帰着の正当性の証明は，[6]のTheorem 1とほぼ同様で

あるため割愛する．

3 終わりに

本稿では，k個の希望リスト集合 L1, L2, . . . , Lkが与え

られ，全ての Liで安定となるマッチングが存在するか否

かを問う判定問題の計算複雑性を議論した．本研究では，

任意の k ≥ 4に対して (3, 4)-SMkIがNP完全であること

を示した．先行研究 [6]と合わせると，k = 2, 3かつ ℓ ≥ 3

に対する (3, ℓ)-SMkIと，k ≥ 4に対する (3, 3)-SMkIの

計算複雑さが未解決であるので，これらを今後の研究課

題としたい．

謝辞． 本研究は JSPS科研費 16K00017の助成を受けた

ものである．
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図 2: ℓ番目の節 Cℓ に対応する男女の希望リスト
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