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銀行預金と銀行融資を利用した
機会制約ポートフォリオ最適化

田川 聖治1,a) 綿谷 剛至2

概要：本稿では，銀行の預金と融資を利用したポートフォリオ最適化を機会制約問題に定式化し，適応型
差分進化アルゴリズム（JADE）を適用する．まず，銀行を利用したポートフォリオ最適化の定式化では，
安定資産である銀行預金のほか，銀行融資を受けた株などのリスク性資産への投資を認める．次に，機会
制約問題の定式化では，期待したリータンが得られない確率によってリスクを評価し，そのリスクを最小
化する．さらに，機会制約問題を確率が陽に含まれない等価問題に変換し，個体の表現方法を工夫するこ
とで JADEを適用する．最後に，リターンと預金や融資の金利がリスクに与える影響を評価する．
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1. はじめに

ポートフォリオとは，金融商品の組合せのことである．
また，ポートフォリオを組むとは，どのような投資信託を
購入しようとか，株はどの銘柄を何株ほど持つか，などを
検討するという意味である．もともとの語源は，紙ばさみ
や書類入れという意味であり，欧米では紙ばさみに資産の
明細書を保管していたことが言葉の由来である [1]．
ノーベル経済学賞を受賞したMarkowitz[2]らによって，
ポートフォリオの最適化問題が定式化された．その後，金
融工学の分野では，ポートフォリオ最適化の定式化を中心
とした研究が行われている [3], [4]．また，ポートフォリオ
最適化の求解では，進化計算も利用されている [5]．
本稿は，銀行の預金と融資を含むポートフォリオ最適化
を機会制約問題 [6]に定式化し，差分進化（DE：Differential

Evolution）[7]を拡張した適応型 DE[8]を適用する．
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2. ポートフォリオ最適化

2.1 ポートフォリオの定義
資産数を n個としてポートフォリオを組む．資産 iへの
投資金額を Xi とし，投資の自己資金を X とすると，

n∑
i=1

Xi = X (1)

となる．空売りは禁止して Xi ≥ 0とする．
投資のための自己資金 X は投資家ごと異なる．そこで，
資産 iへの投資比率 xi = Xi/X を用いると，

n∑
i=1

Xi

X
=

n∑
i=1

xi = 1 (2)

となる．投資比率 xi の上下限値は以下の通りである．

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, · · · , n (3)

本稿では，ポートフォリオを n 個の資産への投資比率
xi ∈ �のベクトル x = (x1, · · · , xn) ∈ �n で表現する．
資産 iの収益率 ξi は，以下のような平均 μi，分散 σ2

i の
正規分布 [9]に従う確率変数としてモデル化する．

ξi ∼ Normal(μi, σ
2
i ) (4)
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式 (4)の正規分布の平均 μi と分散 σ2
i は，資産 iの価格

変動に関する過去のデータから推定する．平均 μi が大き
いと高い収益率が期待できる．また，分散 σ2

i は資産 iの
収益率 ξi の不確実性であり，リスクの指標となる．
通常，資産 iと資産 j からの収益には相関関係がある．
両者の相関係数 ρij が ρij > 0ならば，資産 iの価値が上
がると資産 j の価値も上がる．逆に ρij < 0であるならば，
片方の価値が上がると他方の価値は下がる．そこで，過去
のデータから n個の資産の相関係数 ρij を調べることで，
以下のような相関行列Rを求めることができる．

R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρ11 ρ12 · · · ρ1n

ρ21 ρ22 · · · ρ2n
...

...
. . .

...

ρn1 ρn2 · · · ρnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5)

ただし，相関係数は ρij = ρji，−1 ≤ ρij ≤ 1である．
式 (5)の相関行列Rを考慮すると，n個の収益率 ξi ∈ �，

i = 1, · · · , nのベクトル ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ �n は，以下
のような多変量の正規分布に従う確率変数となる．

ξ ∼ Normal(μ, V ) (6)

式 (6)の正規分布の平均は μ = (μ1, · · · , μn) ∈ �n であ
る．また，分散共分散行列 V は，各収益率 ξi の標準偏差
σi と相関行列Rから，以下のように得られる．

V = SRS (7)

ただし，対角行列 S を以下のように定義する．

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σ1 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · σn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (8)

2.2 従来の最適化問題の定式化
ポートフォリオ x ∈ �n によるリターンは，

r(x, ξ) =

n∑
i=1

ξi xi = ξ xT (9)

となる．ここで，ξ ∈ �n は確率変数であるため，リター
ン r(x, ξ) ∈ �も確率変数となる．さらに，正規分布の線
形性 [9]から，r(x, ξ) ∈ �は以下の正規分布に従う．

r(x, ξ) ∼ Normal(μr(x), σ
2
r(x)) (10)

式 (10)の正規分布の平均（期待値）は，

μr(x) =

n∑
i=1

μi xi = μxT (11)

である．また，式 (10)の正規分布の分散は，

σ2
r(x) = xV xT (12)

である．ここで，式 (12)のリータンの分散 σ2
r(x) ∈ �を

ポートフォリオ x ∈ �n のリスクの指標とする．
ポートフォリオ最適化 [4]は，式 (12)の分散で評価した
ポートフォリオ x ∈ �n のリスクの最小化を目的として，
式 (11)のリターンの期待値に対する下限値 γと式 (2)を制
約条件とし，以下の最適化問題に定式化される．⎡

⎢⎢⎢⎢⎣
min σ2

r(x) = xV xT

sub. to μr(x) = μxT ≥ γ,

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, · · · , n

(13)

式 (13)は凸 2次計画問題であるため，従来の数理計画法
の最適化手法 [10]を用いて容易に解が得られる．

2.3 機会制約問題の定式化
式 (12)の分散 σ2

r(x)の大小によるリスクの評価は感覚
的にわかりにくい．そこで，式 (9)のリターンが下限値 γ

を下回る確率を危険率 α ∈ (0, 1)とし，その最小化を目的
として，以下のように機会制約問題を定式化する．⎡

⎢⎢⎢⎢⎣
min α

sub. to Pr(r(x, ξ) ≥ γ) ≥ 1− α,

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, · · · , n

(14)

ただし，Pr(E)は事象 E が起きる確率である．
例えば，ポートフォリオ x ∈ �n の危険率 αが 10%なら
ば，γ 以上のリターンが得られる確率は 90%である．

2.4 機会制約問題の等価問題
通常，機会制約問題 [6]の難点は，その求解で負荷の大
きなモンテカルロ法による確率の計算が必要となることで
ある．しかし，式 (14)の機会制約問題では確率変数である
リターン r(x, ξ) ∈ �が式 (10)の正規分布に従うため，確
率を陽に含まない等価な最適化問題に変換できる [11]．
まず，式 (14)の機会制約条件の余事象 Pr(r(x, ξ) ≤ γ)

において，以下のように r(x, ξ)を標準化する．

Pr

(
r(x, ξ)− μr(x)

σr(x)
≤ γ − μr(x)

σr(x)

)
≤ α (15)

式 (15)は標準正規分布の分布関数を Φとすると，

Φ

(
γ − μr(x)

σr(x)

)
≤ α (16)

となる．ここで，Φは以下のように定義される [9]．

Φ(z) =

∫ z

−∞

1√
2π

exp

(−τ2

2

)
d τ (17)

分布関数 Φは単調増加であるため，危険率 αを最小化
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する式 (14)の機会制約問題は，目的関数 f(x)を最小化す
る以下の確率を含まない最適化問題と等価である．

⎡
⎢⎢⎢⎣

min f(x) =
γ − μr(x)

σr(x)

sub. to x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, · · · , n
(18)

上記の機会制約問題を解いて得られたポートフォリオ
x ∈ �n のリスクは，式 (16)から α = Φ(f(x))である．

3. 銀行預金と銀行融資の利用

3.1 銀行の預金と融資のモデル
安定資産である銀行への投資比率を x0 ∈ �とする．銀
行預金の場合は x0 > 0であり，その金利を Dとする．ま
た，銀行融資の場合は x0 < 0であり，その金利を Lとす
る．すなわち，x0 ∈ �の収益率 μ0 ∈ �は定数であり，

μ0 =

⎧⎨
⎩

D if x0 > 0

L if x0 < 0
(19)

となる．預金と融資の金利の関係は 0 ≤ D < Lである．
ポートフォリオ x ∈ �n に x0 ∈ �を加えると，

n∑
i=1

xi + x0 = 1 (20)

となる．
銀行預金の上限は自己資金であり，銀行の融資額は自己
資金のm倍までとする．このため，銀行の投資比率 x0 と
自己資金に銀行融資を加えた投資比率 xi の上下限値は，

−m ≤ x0 ≤ 1, 0 ≤ xi ≤ m+ 1, i = 1, · · · , n (21)

となる *1．

3.2 提案する最適化問題の定式化
ポートフォリオ x ∈ �n のリターンは，式 (20)から，

g(x, ξ) = r(x, ξ) + μ0 x0

=

n∑
i=1

ξi xi + μ0

(
1−

n∑
i=1

xi

)

=

n∑
i=1

(ξi − μ0)xi + μ0

(22)

となる．g(x, ξ) ∈ � は以下の正規分布に従う．

g(x, ξ) ∼ Normal(μg(x), σ
2
g(x)) (23)

ただし，分散は σ2
g(x) = σ2

r(x) である．また，式 (20)か
ら，平均（期待値）は以下のように導出できる．
*1 銀行融資や投資額に制限がないと，投資比率が無限に増える恐れ
がある．本稿の銀行融資に対する制限は妥当なものと考える．

μg(x) = μr(x) + μ0 x0 =
n∑

i=1

(μi − μ0)xi + μ0 (24)

銀行の預金と融資を利用したポートフォリオ最適化も，
分散によるポートフォリオ x ∈ �n のリスクの最小化を目
的として，式 (24)のリターンの期待値に対する下限値 γを
制約条件とし，以下の最適化問題に定式化できる．
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

min σ2
g(x) = xV xT

sub. to μg(x) =

n∑
i=1

(μi − μ0)xi + μ0 ≥ γ,

x0 + x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

−m ≤ x0 ≤ 1,

0 ≤ xi ≤ m+ 1, i = 1, · · · , n

(25)

ただし，x = (x1, · · · , xn) ∈ �n である．
式 (25)の最適化問題では収益率 μ0が式 (19)から 2値を
取るため，従来の最適化手法 [10]は直接適用できない．

3.3 機会制約問題と等価問題
銀行の預金と融資を利用したポートフォリオ最適化の機
会制約問題は，式 (22)のリターンが下限値 γ を下回る確
率である危険率 α ∈ (0, 1)の最小化を目的として，

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

min α

sub. to Pr(g(x, ξ) ≥ γ) ≥ 1− α,

x0 + x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

−m ≤ x0 ≤ 1,

0 ≤ xi ≤ m+ 1, i = 1, · · · , n

(26)

となる．また，式 (26)の機会制約問題の等価問題は，
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

min f(x) =
γ − μg(x)

σg(x)

sub. to x0 + x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

−m ≤ x0 ≤ 1,

0 ≤ xi ≤ m+ 1, i = 1, · · · , n

(27)

となる．ただし，x = (x1, · · · , xn) ∈ �n である．

4. 適応型差分進化（JADE）

制約条件のない最適化問題には，差分進化（DE）などの
進化計算アルゴリズムが直接適用できる．ただし，DEは
強力な最適化手法であるが，その探索性能は制御パラメー
タであるスケール係数と交叉率の設定値に依存する．この
ため，それらの制御パラメータの値を自動調整するメカニ
ズムを組込んだ適応型 DEが活発に研究されている．
本稿では，DEの個体表現を工夫することで，優れた適
応型 DEの 1つである JADE[8]を，式 (18)や式 (27)の制
約条件のある最適化問題に適用する．以下に目的関数 f(x)

を最小化する JADEのアルゴリズムを説明する．
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4.1 個体の遺伝型と表現型
JADEは世代 tで個体の遺伝子型 vk，k = 1, · · · , NP を
集団 Pt に保持する．個体の遺伝子型 vk ∈ �n は

vk = (v1,k, · · · , vi,k, · · · , vn,k) (28)

である．また，初期集団の個体 vk ∈ P0 は 0 ≤ vi,k ≤ 1，
i = 1, · · · , nとして，vk ∈ P0 はランダムに生成する．
遺伝子型の個体 vk は最適化問題の解候補である表現型
の個体 xk に変換する．ここで，個体の表現型を工夫する
ことで，最適化問題の等式制約条件を成立させる．
式 (18)の最適化問題の解候補 xk ∈ �n への変換は

xi,k =
vi,k

v1,k + · · ·+ vn,k
, i = 1, · · · , n (29)

として，制約条件 x1,k + · · ·+ xn,k = 1を満たす．
式 (27)の最適化問題の解候補 xk ∈ �n に遺伝子型の個
体 vk ∈ �n を変換する際は，銀行の投資比率 x0,k を

x0,k = 1− (v1,k + · · ·+ vn,k) (30)

とする．ここで，式 (30)による投資比率が −m ≤ x0,k と
なれば，資産 iの投資比率を xi,k = vi,k，i = 1, · · · , nと
する．一方，式 (30)による投資比率が x0,k < −mならば，
x0,k = −mに修正するとともに，資産 iの投資比率は

xi,k =
vi,k (m+ 1)

v1,k + · · ·+ vn,k
, i = 1, · · · , n (31)

として，x0,k + x1,k + · · ·+ xn,k = 1を満たす．

4.2 戦略による子個体の生成
集団内の各個体 vk ∈ Pt を順番に親個体に指定し，親個
体から子個体を生成する．子個体を生成するための手順は
戦略と呼ばれ，DEでは幾つかの戦略が提案されている [7]．
JADEは「DE/current-to-pbest/1」[8]と命名された独自
の戦略を使用する．以下に JADEの戦略を説明する．
はじめに，式 (32)に示すような位置 μSF と尺度 σSF の
コーシー分布に従う確率変数として，親個体 vk ∈ Pt に対
するスケール係数 SFk ∈ [0, 1]を生成する．

SFk ∼ Cauchy(μSF , σSF ) (32)

ただし，SFk > 1の場合は SFk = 1とし，SFk < 0の場合
は式 (32)のコーシー分布に従う SFk を再び生成する．
次に，集団内で上位 100p%にある個体 vp と，別に 2つ
の個体 vk1と vk2を集団 Ptからランダムに選ぶ．ここで，
以下のように親個体 vk の変異個体 zk を生成する．

zk = vk + SFk (vp − vk) + SFk (vk1 − vk2) (33)

上記の zk の要素 zi,k は以下のように修正する．

zi,k =

⎧⎨
⎩

0 if zi,k < 0

m+ 1 if m+ 1 < zi,k
(34)

ただし，式 (18)の銀行を利用しない最適化問題に JADE

を適用する場合は，式 (34)においてm = 0とする．
式 (35)のような平均 μCRと分散 σ2

CRの正規分布に従う
確率変数を範囲 [0, 1]に収まるようにトリミングし，親個
体 vk ∈ Pt に対する交叉率 CRk ∈ [0, 1]を生成する．

CRk ∼ Normal(μCR, σ
2
CR) (35)

以下の親個体 vk ∈ Ptと変異個体 zk ∈ �nの二項交叉に
より，子個体 uk = (u1,k, · · · , un,k) ∈ �n を生成する．

ui,k =

⎧⎨
⎩

zi,k if randi ≤ CRk ∨ i = ir

vi,k otherwise
(36)

ただし，randi ∈ [0, 1]，i = 1, · · · , nは一様乱数であり，
要素 zi,k の添字 ir ∈ [1, n]はランダムに選択する．
上記の子個体 uk ∈ �n をその親個体 vk ∈ Pt と比較し，

f(uk) ≤ f(vk)ならば子個体 uk の勝ちであり，子個体 uk

を次世代の集団 Pt+1 の個体とする．そうでなければ，親
個体 vk ∈ Pt を次世代の集団 Pt+1 の個体とする．

4.3 制御パラメータの適応的調整
各世代 tにおいて，次世代の集団 Pt+1 が決定した時点
で，式 (32)の位置 μSF を以下のように更新する．

μSF = (1− c)μSF + c SSF 2/SSF (37)

ただし，子個体 uk が親個体に勝ったときのスケール係数
SFk の合計を SSF，その自乗の合計を SSF 2 とする．係数
は c = 0.1とし，式 (32)の尺度は σSF = 0.1とする．
同様に，式 (35)の平均 μCR も以下のように更新する．

μCR = (1− c)μCR + c SCR/SNS (38)

ただし，子個体 uk が親個体に勝ったときの交叉率 CRk の
合計を SCR，子個体の勝った回数を SNS とする．係数は
c = 0.1とし，式 (35)の分散は σ2

CR = 0.12 とする．

4.4 JADEのアルゴリズム
JADEの終了条件は，世代数の最大値 NT とする．
手順 1 初期集団 vk ∈ P0 ⊆ [0, 1]n，k = 1, · · · , NP をラ
ンダムに生成する．世代数を t = 0とする．

手順 2 μSF = 0.5，μCR = 0.5と初期化する．
手順 3 世代数が t = NT ならば，最良の個体 vb ∈ PNT

を最適化問題の解 x ∈ �n として終了する．
手順 4 各親個体 vk ∈ Pt，k = 1, · · · , NP から子個体

uk ∈ �n，k = 1, · · · , NP を生成する．
手順 5 親個体 vk ∈ Ptと子個体 uk ∈ �nを比較し，次世
代の集団 Pt+1 を決定する．t = t+ 1とする．

手順 6 位置 μSF と平均 μCR を更新する．
手順 7 手順 3に戻る．
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表 1 収益率 ξi の平均 μi と分散 σ2
i

ξi ξ1 ξ2 ξ3 ξ4

μi 0.05 0.06 0.07 0.08

σ2
i 0.102 0.202 0.152 0.252

図 1 銀行利用の有無におけるリスクの比較

図 2 銀行利用の有無における銀行への投資比率

5. 数値実験

5.1 テスト問題と実験方法
4つの資産を組合せたポートフォリオ最適化 [4]を考え
る．表 1に各資産 iの収益率 ξi の平均 μi と分散 σ2

i を示
す．また，収益率 ξi の相関行列Rを式 (39)に示す．

R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1.0 −0.7 0.1 −0.4

−0.7 1.0 −0.5 0.2

0.1 −0.5 1.0 −0.3

−0.4 0.2 −0.3 1.0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (39)

JADEは Java言語で実装した．JADEのパラメータは
予備実験から NP = 50，NT = 100，p = 0.1とした．

5.2 銀行の預金と融資の効果
銀行の預金と融資の利用がポートフォリオ x ∈ �n に与
える影響を調べた．式 (27)の最適化問題で銀行預金の金利
を D = 0.03，銀行融資の金利を L = 0.05，融資の制限を
m = 2とする．式 (18)と式 (27)の最適化問題に対して得
られた解 x ∈ �n について，リターンの下限値 γ に対する
リスク αを比較した結果を図 1に示す．図 1から，リター
ン γが大きくなるとリスク αも高くなり，両者のトレード
オフの関係が確認できる．また，式 (27)の最適化問題の解

図 3 リターンとリスクの関係（D = 0.01）

図 4 リターンと銀行の投資比率の関係（D = 0.01）

x ∈ �n における銀行への投資比率 x0 を図 2に示す．
図 1と図 2から，リターン γ が小さい場合は銀行預金を
利用し，リターン γ が大きい場合は銀行融資を利用するこ
とで，リスク αを抑えられることが確認できる．

5.3 銀行融資の金利の影響
銀行融資の金利がポートフォリオ x ∈ �n に与える影響
を調べた．銀行預金の金利を D = 0.01とし，銀行融資の
金利が L = 0.05と L = 0.09の場合について，リターンの
下限値 γに対するリスク αを求めた結果を図 3に示す．さ
らに，上記の預金と融資の場合について，リターンの下限
値 γ に対する銀行への投資比率 x0 を図 4に示す．
図 4から，リターン γ が 4%以下の場合，金利の高低に
関わらず銀行融資は利用されていない．このため，図 3で
は金利の違いによる危険率の差はない．一方，リターン γ

が 5%以上の場合，金利 Lが低い方の銀行融資は利用され，
金利 Lが高い方に比べて危険率が抑えられている．

5.4 銀行預金の金利の影響
銀行預金の金利がポートフォリオ x ∈ �n に与える影響
を調べた．銀行融資の金利を L = 0.05とし，銀行預金の
金利が D = 0.01と D = 0.03の場合について，リターン
の下限値 γ に対するリスク αを求めた結果を図 5に示す．
さらに，上記の預金と融資の場合について，リターンの下
限値 γ に対する銀行への投資比率 x0 を図 6に示す．
図 5と図 6から，リターンの下限値 γが 2%以下の場合，
金利 D が高い方の銀行預金に全資金が投入され，金利 D
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図 5 リターンとリスクの関係（L = 0.05）

図 6 リターンと銀行の投資比率の関係（L = 0.05）

が低い方に比べて危険率が抑えられている．一方，リター
ン γ が 5%以上の場合，銀行融資は利用されるが，銀行預
金は使われず，金利の違いによる危険率の差はない．

6. おわりに

本稿では，銀行預金と銀行融資を利用したポートフォリ
オ最適化を考案し，機会制約問題として定式化した．機会
制約問題はポートフォリオのリスクを期待するリターンが
得られない確率（危険率）で評価するため，従来の分散に
よるリスクの評価に比べて感覚的にわかりやすい．
次に，ポートフォリオ最適化の機会制約問題を確率が陽
に含まれない等価問題に変換し，適応型 DE （JADE）[8]

を適用した．本来の JADEは制約条件のない最適化問題を
対象とするが，個体の表現方法を工夫することで，制約条
件を含む上記の等価問題に対しても適用可能とした．
小規模なポートフォリオ最適化の数値実験から，銀行の
預金と融資について，以下のことを明らかにした．
• リターンの下限値が大きい場合，金利の低い銀行融資
を利用することで，リスクを下げることができる．

• リターンの下限値が小さい場合，金利の高い銀行預金
を利用することで，リスクを下げることができる．
今後の課題は，大規模なポートフォリオ最適化において，
銀行預金と銀行融資の効果を検証することである．
謝辞 本研究は，JSPS 科学研究費補助金（科研費）課
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