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部分グラフ同型問題と模倣関係の融合的アプローチ

菅原 知倫1 鈴木 伸崇1

概要：グラフデータにおけるパターンマッチの主な方法として，部分グラフ同型問題と模倣関係がある．
前者は，与えられたパターンと同型の部分グラフを解として求める．しかし，解はパターンと正確に同型
である必要があるため，本来は同じ解に属するべき，互いに関連するノードが異なる解に分かれてしまう
場合がある．一方，後者では，解をより効率よく求めることが可能であるが，互いに関連の無いノードが１
つの解（関係）に属してしまうことがある．本稿では，部分グラフ同型問題と模倣関係の融合的アプロー
チを提案する．本手法の特徴は，互いに強く関連するノードは１つの解として得ることが可能で，かつ，
関連の無いノードが同じ解には属さない，という点にある．
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1. はじめに
グラフデータにおける最も基本的かつ重要なパターン

マッチの方法として，部分グラフ同型問題 (subgraph iso-

morphism) と模倣関係 (graph simulation) がある．前者
は，与えられたパターンと同型の部分グラフを解として求
める．しかし，解はパターンと正確に同型である必要があ
るため，本来は同じ解に属するべき，互いに関連するノー
ドが異なる解に分かれてしまう場合がある．さらに，この
問題は NP困難であり，解を求めるには大きな計算コスト
を要する．一方，後者は解をより効率よく求めることが可
能であるが，互いに関連の無いノードが１つの解（関係）
に属してしまうという問題がある．
そこで本稿では，部分グラフ同型問題と模倣関係の融合

的アプローチを提案する．本アプローチでは，パターング
ラフは２種類のノード（キーノード，および，それ以外の
ノード）から成る．ユーザは，パターングラフのノードか
ら任意の数のノードをキーノードとして指定する．キー
ノードは部分グラフ同型問題の概念が適用されるノードで
あり，キーノードでないノードには模倣関係の概念が適用
される．P = (Vp, Ep)をパターングラフ，K ⊆ Vp をキー
ノードの集合とする．K は任意のノードを Vp から選択で
きるため，提案アプローチは部分グラフ同型問題と模倣関
係の中間的な概念を表すことができる（図 1）．本アプロー
チの特徴は，互いに強く関連するノードは 1つの解として
得ることが可能で，かつ，関連の無いノードが同じ解には
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属さない，という点にある．

図 1 部分グラフ同型問題および模倣関係と提案アプローチとの関係

簡単な例として，図 2に示されるパターングラフ P と
データグラフ Gを考える．図 2において，u1 は学生，u2

は教員，u3 は科目を表す．図 3に (a)部分グラフ同型問
題，および，(b)模倣関係，(c)提案アプローチ（u1をキー
ノードとする），により得られる解集合を示す．u1 をキー
ノードとして指定することにより，提案アプローチではそ
れぞれの学生ノードに対して解が得られていることがわか
る．この例では，解は s1 および s2 によりグループ化され
ており，s1 によって履修されている科目 c2 と c3 は同じ解
にまとめられている（図 3(c)）．このような解は，部分グ
ラフ同型問題を解くことでは得られず，図 3(a)に示すよう
に c2 と c3 は異なる解に属している．
本稿では，提案アプローチに基づいて，パターングラフ

とデータグラフから解を求めるためのアルゴリズムを示す．
提案アプローチに基づく解を求める別の方法として，まず
部分グラフ同型問題を解き，得られた解をキーノードでグ
ループ化するという方法が考えられる．例えば，図 3(c)の
1つ目の解は，図 3(b)の 1つ目と 2つ目の解をグループ化
することにより得られる．しかし，そのような手法は明ら
かに非効率である．実際，評価実験の結果，提案手法は，
上記の方法よりも効率よく解が得られるという結果が得ら
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れた．

図 2 パターングラフとデータグラフの例

図 3 ３つのアプローチによる解

関連研究
部分グラフ同型問題を解くアルゴリズムは数多く提案さ

れている．Ullmannアルゴリズムは，この問題を解く最初
のアルゴリズムである [9]．この問題は NP困難であるた
め，計算の効率化を目的として様々なアルゴリズムが提案
されている（VF2 [6], QuickSI [8], CFL-Match [1]など）．
これらに共通する特徴は，バックトラックを用いる点で
ある．すなわち，部分解をノードにより拡大し，拡大され
た部分解が解となり得ない場合，直前の部分解に戻り，直
前に拡大したノードの「次のノード」により部分解を拡大
する，という手順で解を探索する．また，無駄なバックト
ラックを減らし効率化を図った手法も提案されている [10]．
模倣関係について，多項式時間で解が得られることが示

されている [3]．さらに，模倣関係に対する拡張がいくつか
提案されている（文献 [2], [5]など）．しかし，著者の知る
限り，部分グラフ同型問題と模倣関係の融合的なアプロー
チは提案されていない．

2. 諸定義
ラベル付き有向グラフ（以下，単にグラフ）をG = (V,E)

と表す．ここで，V はノード集合，E はラベル付き有向
エッジ（以下，単にエッジ）の集合である．ノード u か
らノード v へのラベル l をもつエッジを u

l→ v と表す．

ノード v へ入力するエッジの集合を In(v)，v から出力
するエッジの集合を Out(v) と表す．v へ入力するエッ
ジのラベルから成る集合を labin(v) と表す．すなわち，
labin(v) = {l | u l→ v ∈ In(v), u ∈ V }である．同様に，v

から出力するエッジのラベルから成る集合を labout(v)と
表す．すなわち，labout(v) = {l | v l→ u ∈ Out(v), u ∈ V }
である．
パターンと問合せ対象のデータをいずれもグラフとして
表す．P = (Vp, Ep)をパターングラフ，G = (V,E)をデー
タグラフとする．部分グラフ同型問題と模倣関係は次のよ
うに定義される．
部分グラフ同型問題： 「任意の u

l→ u′ ∈ Ep に対して
エッジ f(u)

l→ f(u′) ∈ E が存在する」という条件を
満たす単射 f : Vp → V を発見せよ．

模倣関係： 二項関係 S ⊆ Vp×V で，任意の u
l→ u′ ∈ Ep

に対して次の条件を満たすものを発見せよ．
• もし (u, v) ∈ S ならば，(u′, v′) ∈ S なるエッジ

v
l→ v′ ∈ E が存在する．

• もし (u′, v′) ∈ S ならば，(u, v) ∈ S なるエッジ
v

l→ v′ ∈ E が存在する．

3. 提案手法
3.1 部分グラフ同型問題と模倣関係の融合的アプローチ
まず，パターングラフの概念をキーノードを用いて拡張す

る．形式的には，パターングラフは三次組 P = (Vp,K,Ep)

として定義される．ここで，((Vp ∪ K), Ep) はグラフ，
Vp ∩K = ∅，かつ，K はキーノード集合である．部分グラ
フ同型問題の概念はK に属するノードに適用され，模倣関
係の概念は Vp に属するノードに適用される．f : K → V

を単射，S ⊆ Vp × V を二項関係とする．パターングラフ
P = (Vp,K,Ep)とデータグラフ G = (V,E)に対して，組
(f, S)が次の条件を満たすとき，(f, S)を P と Gの解と
呼ぶ．
• 各エッジ u

l→ u′ ∈ Epに対して，次の条件が成り立つ．
– u ∈ K の場合：f(u) = v，かつ，「f(u′) = v′（u′ ∈ K

のとき）または (u′, v′) ∈ S（u′ ∈ Vp のとき）」を満
たすエッジ v

l→ v′ ∈ E が存在する．
– u ∈ Vp の場合：各 (u, v) ∈ S に対して，「f(u′) = v′

（u′ ∈ K のとき），または，(u′, v′) ∈ S（u′ ∈ Vpのと
き）」を満たすエッジ v

l→ v′ ∈ E が存在する．
• 各エッジ u′ l→ u ∈ Epに対して，次の条件が成り立つ．
– u ∈ K の場合：f(u) = v，かつ，「f(u′) = v′（u′ ∈ K

のとき）または (u′, v′) ∈ S（u′ ∈ Vp のとき）」を満
たすエッジ v′

l→ v ∈ E が存在する．
– u ∈ Vp の場合：各 (u, v) ∈ S に対して，「f(u′) = v′

（u′ ∈ K のとき）または (u′, v′) ∈ S（u′ ∈ Vp のと
き）」を満たすエッジ v′

l→ v ∈ E が存在する．
P とGの解 (f, S)に対して，もしP とGの任意の解 (f, S′)
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に対して S′ ⊆ S ならば，(f, S)は f に関して最大である
という．

3.2 提案アルゴリズム
提案アプローチに基づいて解を求めるアルゴリズムを示

す．提案アプローチは，部分グラフ同型問題を解くための
特定のアルゴリズムに依存しないが，アルゴリズムを具体
的に記述するために，本稿では文献 [4]におけるQuickSI [8]

の記述法に基づいて提案アルゴリズムを記述する．QuickSI

を用いたのは，記述が簡潔であり，文献 [4]で比較されて
いるアルゴリズムの中では良好なパフォーマンスを示して
いるからである．
3.2.1 パターングラフのノード訪問順
P をパターングラフ，Gをデータグラフとする．P にお
けるノードの訪問順を決めるために，P の最小全域木を用
いる（この部分は QuickSIに準じている）．P の各エッジ
に，Gにおけるエッジの出現頻度に基づいて重みを割り当
て，Primのアルゴリズムを用いて P の全域木を作成する．
全域木を格納するために表 SEQを用いる．SEQにおい
て，Ti.nodeはノード，Ti.parentは Ti.nodeの親ノード，
Ti.dirは Ti.parentと Ti.node間のエッジの方向，Ti.lはそ
のエッジのラベルを表す．SEQは追加的な行 Rj を含む
場合がある．Rj には全域木に出現しない P のエッジ（残
余エッジ）を格納する．例えば，図 4の重み付きパターン
グラフ P に対する SEQを表 1に示す．この表 SEQは，
提案アルゴリズムがノードを u1, u2, u3, u4 の順に訪れる
ことを示している．

u1 u2

u4

u3
a

b

c

d
12

10

8

15

図 4 重み付きパターングラフ P

表 1 図 4 のグラフに対する表 SEQ

Type Ti.node [Ti.dir, Ti.l, Ti.parent]

T0 u1

T1 u2 [in, a, u1]

T2 u3 [in, b, u2]

T3 u4 [out, c, u2]

R1 u4 [out, d, u3]

3.2.2 アルゴリズムの詳細
Algorithm 1に提案アルゴリズム HybridMatchを示す．

P = (Vp,K,Ep)をパターングラフ，G = (V,E)をデータ
グラフとする．まず，ノード u ∈ K ∪ Vp を選択し VT と
SEQに追加する（3行目）．次に，エッジの重み w(e)に基

Algorithm 1 HybridMatch

Input: 重み付きパターングラフ P = (Vp,K,Ep), データグラ
フ G = (V,E)

Output: P と Gの最大解 (f, S)

1: Initialize SEQ to an empty table

2: VT := ∅
3: Choose a node u ∈ K ∪ Vp, add u to VT , and add u to

SEQ

4: while |VT | ̸= |Vp|+ |K| do
5: P := {e | e ∈ Ep such that e.u ∈ VT ∧ e.u′ /∈ VT }
6: Select an edge e ∈ P such that w(e) is minimum in P

7: Add e to SEQ, VT := VT ∪ {e.u′}
8: for each e ∈ Ep\SEQ such that e.u ∈ K ∧ e.u′ ∈ K do

9: Add e to SEQ as an extra edge

10: Let f be an empty function

11: S := ∅
12: d := 0

13: Search(P,G, SEQ, f, S, d)

づいて P の最小全域木を求める．ここで，エッジが全域木
に追加された順にエッジを SEQに追加する（4～7行目）．
そして，残りのエッジを残余エッジとして SEQに追加す
る（8～9行目）．最後に，後述の Searchを呼び出し，P と
Gの全ての最大解 (f, S)を発見する（13行目）．
次に，解を発見するための手続き Searchを示す (Algo-

rithm 2)．二項関係Sに対して，(u, v) ∈ Sのとき，v ∈ S(u)

と書く．Searchでは無効なノードという概念を用いる．無
効なノードとは，Sに候補として追加されたものの，模倣関
係の条件を満たしておらず，S から削除すべきノードのこ
とである．形式的には，もしあるエッジ u′ l→ u ∈ Ep に対
して v ∈ S(u)であるが E が v′ ∈ S(u′)なるエッジ v′

l→ v

をもたない場合，v は無効であるという．同様に，もしあ
るエッジ u′ l→ u ∈ Epに対して，v′ ∈ S(u′)であるが E が
v ∈ S(u)なるエッジ v′

l→ v をもたない場合，v′ は無効で
あるという．
Searchは，Gを再帰的に探索して P にマッチするノー
ドを発見する．d は再帰呼び出しの深さを表す．まず，
d = |Vp| + |K|，すなわち，最も深いノードまで探索を終
えている場合，Searchは以下の処理を行う（1～8行目）．
まず，SEQの各残余エッジに対して，対応する Gのエッ
ジが存在するか否かをチェックし，対応するものがない
残余エッジが存在した場合，解として空を返す（2～4行
目）．次に，f の定義域（キーノード）を S から削除し，
DeleteDangling(Algorithm 4) を用いて S から無効なノー
ドを削除する（5～6行目）．最後に，得られた (f, S)を解
として返す（8行目）．次に，d < |Vp|+ |K|の場合，まず
FilterCandidates(Algorithm 3)を呼び出し，SEQにおける
d番目のノード uにマッチし得る候補ノードの集合 C(u)

を求める（11行目）．もし d番目のノード uがキーノード
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Algorithm 2 Search(P,G, SEQ, f, S, d)

1: if d = |Vp|+ |K| then
2: for each extra edge u

l→ u′ ∈ SEQ do

3: if f(u)
l→ f(u′) /∈ E then

4: return

5: S := S\{(u, v) ∈ S | f(u′) = v for every u′ ∈ K}
6: DeleteDangling(P,G, f, S)

7: if S(u) ̸= ∅ for every u ∈ Vp then

8: report (f, S)

9: else

10: u := Td.node ∈ SEQ

11: C(u) := FilterCandidates(P,G, SEQ, f, S, d)

12: if u ∈ K then

13: for each v ∈ C(u) such that v is not yet matched do

14: f(u) := v

15: Search(P,G, SEQ, f, S, d+ 1)

16: f(u) := nil

17: else

18: S := S ∪ {(u, v) | v ∈ C(u)}
19: Search(P,G, SEQ, f, S, d+ 1)

20: S := S\{(u, v) | v ∈ C(u)}

であった場合，各候補ノード v ∈ C(u)に対して以下を行
う：f(u) = vと設定し，Searchを再帰的に呼び出して解を
探索し，f の状態を元に戻す（14～16行目）．一方，uが
キーノードでなかった場合，C(u)に基づいて S を更新し．
Searchを再帰的に呼び出して解を探索し，S の状態を元に
戻す（18～20行目）．

3.3 アルゴリズムの正当性と時間計算量
本節では，アルゴリズムの正当性と時間計算量について

簡単に述べる．紙面の都合上，証明は省略する．まず，次
の定理が成り立つ．
定理 1 Rを，パターングラフ P = (Vp,K,Ep)とデー
タグラフG = (V,E)に対する HybridMatchの出力とする．
このとき，(f, S) ∈ Rであることと，(f, S)が P と Gの
（f に関する）最大解であることは同値である． 2

次に，HybridMatchの時間計算量について考える．次の
定理が成り立つ．
定理 2 パターングラフ P = (Vp,K,Ep)とデータグラ
フ G = (V,E)に対して，HybridMatchの時間計算量は

O(V
|K|+1
PL + |E| · V 2

PL) (1)

である．ここで，VPL = max(V in
PL, V

out
PL )であり，V in(l)

をラベル l の入力エッジをもつノードの集合としたとき，
V in
PL = maxl∈ΣP

|V in(l)|と定義され，V out
PL は出力エッジ

に関して V in
PLと同様に定義される．特に，次の条件が成り

立つ．
( 1 ) 定数 cに対して |K| ≤ cのとき，HybridMatchは多項

Algorithm 3 FilterCandidates(P,G, SEQ, f, S, d)

Input: 重み付きパターングラフ P = (Vp,K,Ep), データグラ
フ G = (V,E), 単射 f : K → V , 二項関係 S ⊆ Vp × V ,

深さ d

Output: uにマッチし得る候補ノードの集合 C(u)

1: T := Td ∈ SEQ

2: u := T.node, upar := T.parent

3: if d = 0 then

4: C(u) := {v ∈ V | labin(u) ⊆ labin(v) ∧ labout(u) ⊆
labout(v)}

5: return C(u)

6: if upar ∈ K then

7: if u
l→ upar ∈ Ep then

8: C(u) := {v | v l→ f(upar) ∈ E}
9: else if u

l← upar ∈ Ep then

10: C(u) := {v | v l← f(upar) ∈ E}
11: else

12: if u
l→ upar ∈ Ep then

13: C(u) := {v | v l→ v′ ∈ E ∧ (upar, v
′) ∈ S}

14: else if u
l← upar ∈ Ep then

15: C(u) := {v | v l← v′ ∈ E ∧ (upar, v
′) ∈ S}

16: return C(u)

Algorithm 4 DeleteDangling(P,G, f, S)

1: Q := ∅
2: for each u ∈ Vp do

3: if S(u) contains a dangling node then

4: Sold(u) := S(u)

5: Delete every dangling node from S(u), and add u to

Q

6: while Q ̸= ∅ do
7: Delete a node u′ from Q

8: for each v′ ∈ Sold(u
′)\S(u′) and each v′

l→ v ∈ E such

that u′ l→ u ∈ Ep ∧ (u, v) ∈ S do

9: if v becomes dangling then

10: Sold(u) := S(u)

11: Delete v from S(u) and add u to Q

12: for each v′ ∈ Sold(u
′)\S(u′) and each v

l→ v′ ∈ E such

that u
l→ u′ ∈ Ep ∧ (u, v) ∈ S do

13: if v becomes dangling then

14: Sold(u) := S(u)

15: Delete v from S(u) and add u to Q

式時間で動作する．
( 2 ) |K| ∈ O(log |Ep|)のとき，HybridMatchは準多項式時

間で動作する．
2

この定理から，提案アルゴリズムの時間計算量は K に
依存する．K が最も大きい，すなわち，K が P のノード
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集合と一致する（Vp = ∅）場合，この問題は部分グラフ同
型問題と等しく NP完全となる．しかし，上記の条件は，
K が著しく大きくならない限り HybridMatchは効率よく
動作することを示唆している．多くの場合，K には少数の
ノードを指定すれば十分であると考えられる．例えば，も
しユーザが文献データベースからジャーナルの情報を得た
い場合，「ジャーナル」ノードをキーとして指定すれば十分
である．したがって，多くの場合において，HybridMatch

は効率よく動作することが期待される．

4. 評価実験
本章では評価実験について述べる．実行環境は，Intel

Xeon E5-2623 v3 3.0GHz CPU，16GB RAM，2TB SATA

HDD，Linux CentOS 7 64bit であり，アルゴリズムの実
装には Rubyを用いた．データセットとして，以下の 2つ
を用いた．
• SP2Bench [7]は DBLPに基づいた RDFデータを生
成するツールである．本評価実験では，5個のデータ
（エッジ数約 50K，100K，150K，200K，および，250K）
を生成して利用した．

• DBPedia は，Wikipedia から抽出した構造化情報
から構成されるデータである．本評価実験では，
http://benchmark.dbpedia.org/からファイルをダ
ウンロードし，ファイルの先頭から 50K，100K，300K，
および，500K個のエッジを取り出すことにより 4個
のデータを作成した．

問合せとして用いるパターングラフについて，SP2Bench
と DBPediaれぞれに対して，生成されたグラフデータか
らエッジをランダムに選びパターングラフを自動生成す
るツールを作成した．このツールを用いて，SP2Benchと
DBPediaそれぞれに対して 4，6，8，10個のエッジをもつ
パターングラフをそれぞれ 10個づつ（計 40個）生成した．

4.1 データグラフのサイズと実行時間
まず，データグラフのサイズを変化させた場合に，アル

ゴリズムの実行時間がどのように変化するかを計測した．
比較対象として用いたアルゴリズムは以下の 2つである．
• ベースライン手法：我々のアプローチに基づく解は，
まず部分グラフ同型問題を解き，その解集合をキー
ノードで集約してグループ化することでも得られる．
これをベースライン手法として実装した．この手法に
おいて，部分グラフ同型問題を解く部分は QuickSI [8]

に基づいて実装を行った．これは，提案アルゴリズム
の部分グラフ同型問題を解く部分が QuickSIに基づい
ており，両手法間の差異を明確化するのに適している
と考えられるからである．以下，ベースライン手法の
ことを QuickSI-AGと呼ぶ．

• Dual Simulation: 模倣関係との比較を行うため，文

献 [5]の Dual Simulation を実装した．
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この評価実験では，K のサイズを固定し (|K| = 3)，生
成された 40 個のパターングラフを用いて HybridMatch，
QuickSI-AG，および，Dual Simulationを実行し，平均実行
時間を求めた．|K| = 3としたのは，多くの場合，K のサ
イズは小さいと考えられるからである．図 5と図 6に結果
を示す．x軸はグラフのサイズ（|E|）を表し，24時間以内
に終了しなかったパターンがある場合は DNFと表記して
いる．SP2Benchデータセットに対しては，HybridMatch

は常に QuickSI-AGよりも高速であり，Dual Simulationと
非常に近い実行時間を記録している．DBPediaデータセッ
トに対しては，QuickSI-AGはすべての場合において DNF

であり，提案手法は Dual Simulationよりは実行時間を要
しているものの，概ね線形時間で処理を完了している．

4.2 キーノード数と実行時間
次に，K のサイズを増加させた場合に，実行時間がどの

ように変化するかを調べた．実験は以下のように行った．
• SP2Benchデータセット：エッジ数 250Kのグラフを
用いて，|K|の値を 0から 10まで 2づつ変化させて
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HybridMatchを動作させ，40個のパターングラフに対
する平均実行時間を求めた．

• DBPediaデータセット：エッジ数 500Kのグラフを用
いて，|K|の値を 0から 4まで変化させてHybridMatch

を動作させ，40個のパターングラフに対する平均実
行時間を求めた（|K| ≥ 5 のとき，このグラフに対
して HybridMatchは 24時間以内に処理を完了できな
かった）．

図 7と図 8に結果を示す．ここで，x軸はパターングラフ
P = (Vp,K,Ep)における |K|の値を示している．両デー
タセットに対して，|K|が大きくなるにつれて平均実行時
間も増加しており，これは概ね式 (1)に沿ったものと考え
られる．
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両データセットを比較すると，SP2Bench のグラフは
DBLP に沿ったもので，規則正しい構造をもつ．一方，
DBPediaのグラフはより複雑であり，多くの種類のノード
を有している．両者のこのような特徴が，HybridMatchの
実行時間に影響を与えていると考えられる．SP2Benchの
グラフに対しては，HybridMatchは 25秒以内で処理を終
えている一方，DBPediaのグラフに対しては |K| ≥ 5の場

合には 24時間以内で処理が完了できなかった．したがっ
て，HybridMatchは，データグラフがある程度規則正しい
構造をもつか，K のサイズが小さい場合は DBPediaのよ
うな複雑なグラフに対しても効率よく動作するが，K のサ
イズが大きい場合，複雑なデータグラフでは効率の良い処
理が困難な場合があると考えられる．そのような場合にお
いて，より効率よく動作するようにアルゴリズムの改善を
図る必要がある．

5. むすび
本稿では，部分グラフ同型問題と模倣関係の融合的アプ

ローチを導入し，解を発見するためのアルゴリズムを提案
した．今後の課題として，パターングラフの表現力を拡張
すること，および，提案アルゴリズムの効率を改善するこ
とを考えている．
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