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1. はじめに 
 数独は、世界的に有名なパズルである。数独

とは、9×9の 81マスに 1〜9の数字を、紙にペン

で書き込んでいく、ペンシルパズルである。各

行各列に 1〜9 の数字が一回ずつ入る。さらに、 

81 個のマスは、3×3 の 9 つの小ブロックに仕切

り、そのブロックの中にも 1〜9 の数字が一度ず

つ出現するように埋めるパズルである。 

 現在、世界でトップクラスの数独ソルバーは、

数独の問題を exact cover の問題とみなして、

Knuth の Algorithm X [1] を用いて解くものが主

流である。このような総当たり探索アルゴリズ

ムにおいては、探索の順序が処理効率に影響す

ることが知られている。 

 本研究では、探索順序の決定について、数独

エントロピー [2] をもっとも減少させるものか

ら探索するという戦略を提案し、その効果につ

いて評価実験を行う。 

 

2. Exact coverと Algorithm X 
 Exact cover とは集合𝑆と、その部分集合の集

合である𝑆∗があったとき、𝑆∗からいくつか選んで

𝑆の要素がちょうど一回ずつ現れるようにする問

題である。数独は、すべてのマスに数が埋まっ

ている（r1c1〜r9c9 の 81 個）、r 行目に数 n が

入っている、c 列目に数 n が入っている、b ブロ

ックに数 nが入っているという 324個の状態を満

たす問題と考えることができる。この状態の集

合を𝑆とする。数独のマスへの数の入れ方は、9

×9×9 の 729 通りあるが、それぞれは𝑆のうち、

4 つの状態を充足する。したがって、数独を解く

ことは 729 通りから、81 個を選んで、ちょうど𝑆

になるようにせよ、という exact cover の問題と

みなすことができる。 

 Exact cover の問題を効率よく解くアルゴリズ

ムとして、Knuth の Algorithm X [1] があり、こ

れは𝑆の要素𝑥で、𝑆∗の要素で𝑥を含むものの個数

が最小であるものから探索していく手法である。 

 

 

 

 

 

3. 提案手法 
 本研究では、総当たり探索で数独を解く際に、

探索順序の決定に、数独エントロピー [2] を用

いる手法を提案する。具体的には、あるマスに

数を入れたとき、数独エントロピーをもっとも

減少させるマスから探索する手法である。 

 本研究では、対数をとらない下式を数独エン

トロピーの減少率と定義する。 

𝐸 = ∏ |𝑈(𝑟, 𝑐)|

(𝑟,𝑐)𝜖𝑉

 

 マス(𝑟′, 𝑐′)に n を入れたときの数独エントロピ

ーの減少率 𝑑(𝑟′, 𝑐′, 𝑛)を求める。まず、マス

(𝑟′, 𝑐′)に n を入れる前のマス(𝑟, 𝑐)に入れることが

できる数の集合𝑈(𝑟, 𝑐)を求める。次に、マス

(𝑟′, 𝑐′)に数 n を入れた後のマス(𝑟, 𝑐)に入れること

ができる数の集合は、数 n が入れられなくなるの

で、𝑈(𝑟, 𝑐) ∖ {𝑛}となる。後者の要素数を前者の

要素数で割ったものが、マス(𝑟, 𝑐)についての数

独エントロピーの減少率である。これをすべての

マスについて計算し、積をとる。すなわち、

𝑑(𝑟′, 𝑐′, 𝑛)は下式となる。 

𝑑(𝑟′, 𝑐′, 𝑛)＝ ∏
|𝑈(𝑟, 𝑐) ∖ {𝑛}|

|𝑈(𝑟, 𝑐)|
(𝑟,𝑐)𝜖𝑉

 

 さらに、あるマスについて減少率を計算するに

は、同行同列同ブロックの影響を与えるマス
(𝑟, 𝑐) ∈ 𝑊(𝑟′, 𝑐′)についてだけ減少率を求めれば

十分である。また、マス(𝑟′, 𝑐′)に入れる数によっ

て減少率は変わるので、平均をとると、下式に

なる。 

𝑑(𝑟′, 𝑐′) =
1

|𝑈(𝑟′, 𝑐′)|
∑ 𝑑(𝑟′, 𝑐′, 𝑛)

𝑛𝜖𝑈(𝑟′,𝑐′)

 

しかし、数独エントロピーの減少率を求めるに

は、入れることができる候補の数それぞれにつ

いて、数独エントロピーの減少率を求めなけれ

ばならないので、計算コストがかかってしまう。 

 本研究では、数独エントロピーの減少率は、

試行錯誤の目安として使うため、必ずしも正確

な数独エントロピーの減少率である必要はない

と考えられる。あるマスに数を入れたときに、

影響を与えるマスに対して、あるマスに入る数

の可能性が常に 1減ると考え、それをそのマスの

数独エントロピーの減少率の近似値とする。 
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 入れる数の集合の個数|𝑈(𝑟, 𝑐)|から 1 ずつ減ら

し、入れる数の集合の個数𝑈(𝑟, 𝑐)で割り、影響を

与えるマスについて積をとる。これを擬数独エ

ントロピーの減少率𝑝𝑑(𝑟′, 𝑐′)とすると下式とな

る。 

𝑝𝑑(𝑟′, 𝑐′) = ∏
|𝑈(𝑟, 𝑐)| − 1

|𝑈(𝑟, 𝑐)|
(𝑟,𝑐)𝜖𝑊(𝑟′,𝑐′)

 

 

4. 評価 
 本研究では、通常の Algorithm X を用いたソル

バー、提案手法である数独エントロピーの減少

率を導入した Algorithm X によるソルバーと、擬

数独エントロピーの減少率を導入した Algorithm 

X によるソルバーの 3 つを実装した。次に、この

3 つのソルバーを用いて、9×9 の数独の問題、

16×16 の巨大数独の問題を、探索回数と実行時間

について比較実験を行った。 

 図 1,2に 3つのソルバーについて探索回数と実

行時間の比較を示す。図で、既存法は Algorithm 

X を用いたソルバー、提案法 1 は数独エントロピ

ーの減少率を用いたソルバー、提案法 2は擬数独

エントロピーの減少率を用いたソルバーである。

既存法と提案法 1を比較すると、9×9の数独の問

題（[3]の高難易度問題を使用）では、数独ソル

バーの呼び出し回数は 59.5%に削減され、実行時

間はほぼ変化がなかった。また、16×16 の巨大

数独の問題（自作の問題 10,000 問を使用）では、

数独ソルバーの呼び出し回数は 14.2%に減り、実

行時間が 24.0%に短縮された。既存法と提案法 2

を比較すると、9×9 の数独の問題では、数独ソ

ルバーの呼び出し回数は 66.8%に減らすことがで

き、実行時間は 79.2%に短縮された。また、16×

16 の数独の問題では、11.8%に減り、実行時間が

14.5%に短縮された。 

 

5. おわりに 

 本研究では、従来の Algorithm X を用いた数独

ソルバーに、数独エントロピーの減少率を導入

した。従来の Algorithm X を用いた数独ソルバー

は十分高速であるが、数独エントロピーの減少

率を導入した Algorithm X は、総当たり探索の探

索効率が大きく向上し、それに伴い実行時間を

短縮することができた。さらに、数独エントロ

ピーの減少率を求める部分について、近似計算

を行う擬数独エントロピーの減少率を用いると、

実行時間の短縮がみられた。16×16 の巨大数独

の問題では、顕著に性能向上がみられた。 

 数独エントロピーの減少率と、擬数独エント

ロピーの減少率を比較すると、探索回数の削減

に目立った差はなく、計算コストの少ない擬数

独エントロピーの減少率を用いた方が、実行時

間の短縮に優位であると考えられる。 
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図 1  9×9 の数独での 3 つのソルバーの比較 

図 2  16×16 の数独での 3 つのソルバーの比較 
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