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1. まえがき Sedláček（1963）[1]が magic graph問

題を提起して以来，Wallis等（2000）[2]の Edge-Magic

Total Labeling (EMTL)や Sugiyama（2014）[3]の一

般化 EMTL，Simanjuntak 等 (2000)[4] による (a, d)

Edge Antimagic Total Labeling (EATL) などが検討さ

れてきた．本論文では頂点・辺に複数個の数字を配置す

る一般化 EATLを提案しその性質を述べる [5]．

2. Magic/Antimagic Graph グラフ Gの頂

点 V と辺 E から連続する自然数の集合 {1, 2, · · · , n}

の分割への写像 λ : V ∪ E → 2{1,2,··· ,n} に対して式

(1)の辺 eℓ = vivj での重み λ∗(eℓ) が全ての辺 eℓ ∈ E

に対して λ∗(eℓ) = S(magic) を満す時，EMTLとよび，

S(magic) を定和 (magic sum)とよぶ [6]．

λ∗(eℓ) = λ(vi) + λ(eℓ) + λ(vj) (1)

式 (1)の重み λ∗(eℓ) (辺和と略す)の昇順が等差数列 (初

項: α, 公差: δ)となる写像 λを (α, δ) EATL,そのグラ

フを antimagic graphとよぶ．頂点・辺に置く数字の個

数が各々一定値mv,me の時，[mv,me]型とよび，(α, δ)

EATL の初項 α, 公差 δ の EATL を λ
(α,δ)
[mv ,me]

と表す．

使用する数字は n = mvv +mee (v = |V |, e = |E|) で

ある．λ
(α,δ)
[mv ,me]

の評価式（2）が得られる．

命題 1 EATL λ
(α,δ)
[mv ,me]

の初項 α, 公差 δ は以下の不等

式を満たす．ここで n′ = 2mv +me とする．










α ≥
n′(n′ + 1)

2

δ ≤
n′(mv(v − 2) +me(e − 1))

e− 1

(2)

図 1の EATL λ
(α,δ)
[1,1] の場合，式 (2)で得られる初項の

下限は α ≥ 6，公差の上限は δ ≤ 4.5 である．

EATL　 λ
(α,δ)
[mv,me]

では辺和方程式（3）が成り立つ．

命題 2 EATL λ
(α,δ)
[mv,me]

に対して次数 di のグラフGの

頂点 vi に配置する数字集合 λ(vi) に対して辺和の初項

α, 公差 δ は辺和方程式 (3)を満す．

e · α+ δ ·
e(e− 1)

2
=

v∑

i=1

(di − 1)λ(vi) +
n(n+ 1)

2
(3)

公差 δ = 0 の時，式（3）は定和方程式に一致する．命

題 2から EATL の非存在に関する定理 1が得られる．
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図 1: 三角形 (C3) に対する EATL λ
(α,δ)
[1,1] の例

✓ ✏
定理 1 辺の数 eを偶数，全ての頂点の次数 di を奇

数とする．以下を満たす時，EATL は存在しない．

(1) e ≡ 0(mod. 4), n ≡ 2(mod. 4)

(2) e ≡ 2(mod. 4)

δ ≡ 0(mod. 2), n ≡ 2(mod. 4)

δ ≡ 1(mod. 2), n ≡ 0(mod. 4)

✒ ✑
式 (3)から α の最大・最小は右辺の第１項の λ(vi) で決

定され，その最大・最小に対応することがわかる．EATL

の初項・公差と EMTL の定和との関係式（4）を示す。

命題 3 グラフGにおいて同一の λ(vi)に対して EMTL

になる場合の定和を S(magic)とすると式 (4)が成り立つ．

α+ δ ·
e− 1

2
= S(magic) (4)

3. EMTL/EATL の合成 EATL λ = λ
(α,δ)
[mv ,me]

とアフィン変換 f(x) = ax+bとの合成 f◦λを f◦λ(z) =

{f(x) | x ∈ λ(z)} (z ∈ V ∪E) で定義する．

命題 4 EATL λ
(α,δ)
[mv,me]

の affine 変換 r(x) = n+1−x

で EATL λ
(α̂,δ̂)
[mv,me]

が得られる．

α̂ = (n+ 1)(2mv +me)− (α+ δ(e− 1)), δ̂ = δ (5)

写像 λ(i) (n(i) = m
(i)
v v + m

(i)
e e,定和 : S(i) (i = 1, 2))

の合成（和）λ = λ(1) ⊕ λ(2) を式（6）で定義する [7]．

λ(z) = λ(1)(z) ∪ (fn(1) ◦ λ(2))(z) (z ∈ V ∪ E) (6)
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ここで fn(1) = x + n(1)．任意のグラフ G に対し以下

の free (自由配置可能な) EMTL/EATL が存在する．
命題 5 1. EMTL λ

(magic)
[2k,0] , λ

(magic)
[0,2ℓ]

2. EATL λ
(1,1)
[0,2ℓ+1]

3. 辺が奇数 e = 2k + 1 の時， EATL λ
(3(k+1),1)
[0,2]

4. (2k + 1) 角形に対して EATL λ
(k+2,1)
[1,0]

和 ⊕ は λ(1), λ(2) が EMTL の時 EMTL，EMTL と

EATL の時 EATL (δ は変化なし) となる．両者と

も EATL の時，以下の二つの和を定義する．ただし

λ(1), λ(2) の一方は edge-free とする．

3.1 align 合成（和） λ(1) の昇順辺和 Siに対してλ(2)

の辺和を昇順に対応させる．Si = α+δ(i−1), S′
i = α′+

δ′(i−1)の合成辺和 Ŝi は α̂ = α+α′+(2m′
v+m′

e)n1+

(δ+δ′)(i−1), δ̂ = δ+δ′ の等差数列で λ
(α̂,δ+δ′)
[mv+m′

v
,me+m′

e
]

となる．この合成を λ̂ = λ
(α,δ)
[mv ,me]

align
⊕ λ

(α′,δ′)
[m′

v
,m′

e
] と表す．

3.2 reverse align 合成（和） λ(1) の昇順辺和 Si

に対して λ(2) の辺和を降順に対応させる．S′
i = α′ +

(e − 1)δ − δ′(i − 1) で，合成辺和 Ŝi は α̂ = α + α′ +

(2m′
v +m′

e)n1 + (δ − δ′)(i− 1), δ̂ = δ − δ′ の等差数列

で，λ
(α̂,δ−δ′)
[mv+m′

v
,me+m′

e
] となる．δ = δ′ の場合 δ̂ = 0即ち

EMTL (magic)となる．この合成を λ̂ = λ
(α,δ)
[mv ,me]

reverse
⊕

λ
(α′,δ′)
[m′

v
,m′

e
] と表す．

図 2-(a), (b)の λ
(3,1)
[1,0] , λ

(1,1)
[0,1] に対し図 2-(c), (d)は合

成 λ
(3,1)
[1,0]

align
⊕ λ

(1,1)
[0,1] , λ

(1,1)
[0,1]

align
⊕ λ

(3,1)
[1,0] , 図 2-(e), (f)は合

成 λ
(3,1)
[1,0]

reverse
⊕ λ

(1,1)
[0,1] , λ

(1,1)
[0,1]

reverse
⊕ λ

(3,1)
[1,0] である．命題 5

と二種類の合成を用いてEMTL/EATLの存在に関する

定理 2が得られる．定理 2 (4)は Bača (2001)[8]「(a, d)

EAVL であれば super (a′, d± 1) EATL である」，(5)

は Sugeng(2005) [9]「(a, 1) EAVLで辺の数が奇数であ

れば super(a′, 1) EATL である」の一般化である．✓ ✏
定理 2

1. 最大・最小定和 EMTL λ
(magic)
[2k,2ℓ] , λ

(magic)
[2k,2ℓ]

2. 最大及び最小初項の EATL λ
(αmax,1)
[2,1] , λ

(αmin,1)
[2,1]

3. 辺の数が奇数の時，最大初項及び最小初項を

持つ EATL λ
(αmax,1)
[2,2] , λ

(αmin,1)
[2,2]

4. EATL λ
(α,δ)
[mv ,0]

が存在する時，EATL λ
(α′,δ±1)
[mv ,1]

5. 辺の数が奇数で EATL λ
(α,1)
[mv ,me]

が存在する時，

EATL λ
(α′,1)
[mv ,me+1]

✒ ✑
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図 2: 三角形 (C3) に対する EATL 合成の例

4. むすび 本論文では一般化 EATLを提案しその性

質を述べた．antimagic graphの二種類の合成を用いて

magic/antimagic graph を構成できることを示した．

謝辞 antmagic graph を卒業論文プロジェクトで検討

してくれた堀真哲君 (会津大学) に感謝します．
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