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拡張されたラプラシアン固有関数を用いた
流体シミュレーションの計算効率化

石室屋　正人1,a) 金井　崇1,b)

概要：流体シミュレーションにおいて，計算精度と実行時間はトレードオフの関係にある。計算精度の損
失を抑えたまま高速なシミュレーションを実現するために，多数のグリッド速度の集合である流体速度場
を，ラプラシアン固有関数や PCA等の少数の基底で表現することで自由度を削減する手法が提案されてき
た。しかし，従来の手法では基底が領域全体をカバーするため，少数の基底では速度の局所的変化に対応
できず，領域全体の変化として計算されてしまうという問題がある。本手法では，この問題を解決するた
めに，構造格子内で複雑な領域をカバーするラプラシアン固有関数により領域を分割することで，流体速
度の局所変化に対応し，かつ，計算精度を維持するシミュレーション手法を提案する。

1. 背景と関連研究

格子法における流体シミュレーションでは，領域の分割

数が大きいほどシミュレーションの精度は向上するが，そ

の反面で，計算時間と使用メモリが大きくなるというト

レードオフが存在する。この問題を解決するため，かねて

より，精度を維持しつつ，計算を高速化する手法が考えら

れてきた。自由度を削減してシミュレーションを高速化す

る手法の一つとして，基本速度場を用いた方法がある。こ

の手法では，流体速度場 uを，基本速度場 Φを用いて別形
式で表現する。k 番目の基本速度場を Φk (1 ≤ k ≤ N )，各

基本速度場に対する重みを w = (w1, · · ·wk · · ·wN ) とする

と，流体の速度場は，

u =
N∑
k=1

wkΦ
k,

と，基底となる基本速度場の線形結合和で表される。CG
においては，Treuilleらによって PCAを使った基本速度場
の生成と，障害物周辺の速度場を組み合わせることで自由

度削減を行う流体シミュレーションが提案された [1]。そ
れ以降，シミュレーション領域をタイルによって分割し，

それぞれのタイルに PCAによる速度場を当てはめる手法
[2]，固体と流体のインタラクションの改良 [3]などが考え
られてきた。

一方，De Wittらによってラプラシアン固有関数を用いて
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自由度削減を行う流体シミュレーションが提案された [4]。
この関数は，離散化されたラプラシアン行列の固有ベクト

ルを計算することで生成できる。ラプラシアン固有関数の

利点として，

• ラプラシアン行列は疎行列であるため，固有ベクトル
は短時間で計算できる。

• 領域のみに依存する解析解のため，前計算のデータに
依存せず他のシーンへの汎用性が高い。

• 関数はインデックス k によって周波数ごとに規則正し

く並べられており，流体の見た目の細かさを容易に設

定できる。

などが挙げられる。固有関数を用いた手法の多くは正方形

領域を対象にしているが，複雑な形状を埋め込んだ構造格

子に対するラプラシアン固有関数を計算するために，Liu
らは構造格子に DECによるラプラス演算子を用いること
で，領域特有の基本速度場を作成する手法を提案した [5]。
しかしこれらの手法は，ラプラシアン行列の作成と固有値

の計算に複雑な処理が必要となり，また閉境界に対応する

基底のみしか作られていない。

また，基本速度場の問題として，基底はそれぞれが領域

全体をカバーしているため，本来は局所的であるはずの速

度変化に対しても基底の重みが変わり，結果として領域全

体の速度場が変化してしまうというものがある。さらに，

1つの基底はシーンの中のグリッド分のデータ容量を占め
るため，基本速度場のデータ集合は（グリッド数）×（速
度場の数）の分のメモリを必要とする。よって，大規模な

シーンを計算するときや，多くの速度場を使用するときに

は大量のメモリを消費する。Jonesらによる基本速度場の
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図 1 提案手法の概要。(a) 分割された領域と対応する基底 ϕ。 (b) 領域を分割したシミュレー
ション。

データ圧縮の手法 [6]は，高い圧縮率を発揮するが，デー
タの圧縮・復元に時間がかかるという問題がある。

2. 提案手法

2.1 提案手法の概要

シーン領域を複数の小領域に分割し，それぞれで独立し

てシミュレーションを行うことによって，速度の変形を小

領域内に収め，局所性を維持することを目的とする。

まず，2.2節において，流れ関数の境界条件を考え，その
上で，ユーザが指定した分割領域に従って壁面・流入/流出
それぞれの境界条件を満たすラプラシアン固有関数の作成

法について説明する（図 1(a)）。
その後，2.3節において，領域を複数の小領域に分割し，
それぞれの小領域でシミュレーションを行う手法を提案す

る。小領域ごとに所望する流体速度の細かさによって基本

速度場の数を変えることで，メモリ・計算速度の効率化を

行うことができる。速度場の連続性と流体の非圧縮性を保

つために，A と B の分割面での速度を一致させる手法に

ついて説明する。シミュレーション実行中では，小領域の

シミュレーション→分割面での速度が一致するように他
方の小領域の速度を更新→ . . .のサイクルを繰り返す（図

1(b)）。

2.2 基本速度場の生成

ラプラシアン固有関数

ラプラシアン固有関数とは，ある境界条件の下で，

∇2ϕ = λϕ, (1)

を満たすような関数 ϕ のことである。2 次元でのシミュ
レーションにおいては，ϕはスカラー場となる。流れ関数

を ψ = − ϕ
λ
とし，その回転 Φ = ∇ × ψ をとることで，


∇2Φ = λΦ,

∇ · Φ = 0,
(2)
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図 2 ψ の境界条件と速度。(a) ディリクレ条件。(b) ノイマン条件。

を満たす基本速度場 Φを得ることができる。nx × ny に離

散化された格子の場合，ϕは，

ϕ =

*....,
ϕ0,0
...

ϕnx,ny

+////-
, (3)

と，格子点上の値の集合として表され，式 (1)は，

Lϕ = λϕ, (4)

と変換される。ここで，行列 L はラプラシアン行列 [∇2]
である。このラプラシアン行列 Lの k 番目の固有ベクトル

が，各固有関数 ϕk に対応する。

境界条件

壁面境界と流出/流入境界それぞれについて，その境界条
件をみたす固有関数 ϕの作成方法を説明する。ϕと ψ = − ϕ

λ
の境界条件は一致するため，以降は ψ の境界条件につい

て述べる。流れ関数は流体の渦の方向とその大きさを表す

もので，2次元の場合，ψ > 0ならば，その場所を中心に
反時計回りに渦が流れていることを示す。よって，流れ関

数がディリクレ条件 (ψ = 0 at ∂Ω) を満たすとき，速度は
壁面境界の条件を満たす。また流れ関数がノイマン条件

(∂ϕ/∂n = 0 at ∂Ω)を満たすとき，速度は境界に対して垂直
となる（図 2）。
本手法では，流体速度のプロジェクションに使われてい

た手法をラプラシアン行列に応用する。流体セルを境界が
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図 3 (a) 境界速度場 ũ。 (b) 取り除かれる基本速度場の一例。

横切るとき，ラプラシアン行列の係数を

• 壁面境界ではグリッドから境界への距離 [7]
• 流入/流出境界ではグリッド周辺での流体面積 [8]
に応じて決定する（付録 A.1参照）。

2.3 領域を分割したシミュレーション

提案手法では，複数の小領域に分割してそれぞれ固有関

数を作成し，独立にシミュレーションを行うことで，局所

的な速度場変化が影響を与える範囲を限定する。基本速度

場を用いたシミュレーション方法について，詳しくは De
Wittらの論文 [4]を参照されたい。
例として，シミュレーション領域を図 1(a)のように A, B

の 2つに分けるとする。なお，A, Bの形状は矩形に限らず

任意の形状でよい。シーン全体で速度場の連続性と非圧縮

性を保つ必要があるため，一方の小領域でシミュレーショ

ンを行った後，分割面での速度場が一致するように他方の

速度場を更新する操作（フィッティング）を行う。この操

作を A, Bそれぞれに対して行うため，シミュレーション全

体としては Aのシミュレーション→分割面で速度が一致
するように Bの速度を更新→ Bのシミュレーション→分
割面で速度が一致するように Aの速度を更新→ . . .のサイ

クルを繰り返す（図 1(b)）。これによって速度場の連続性
を保ち，あたかもシーン全体を一気にシミュレーションし

たような見た目が得られる。

基本速度場の作成・選択

領域を A, Bに分割したのち，それぞれの小領域で基本速

度場を作成する。本来は領域は分割されておらず，A, B間

は流体が自由に行き来するため，分割面において流体速度

は流入/流出境界となる。本研究では前節の手法を用い，分
割面と流体速度が直交するような基本速度場を作成する。

作成された速度場において，分割面における速度ベクト

ルの集合を境界速度場 ũと定義する（図 3(a)）。領域の分
割方法によっては，図 3(b) のような，領域 B 内で大きく

渦を巻き，小領域全体の運動エネルギーに対し，境界速度

場の運動エネルギーが小さいような基底が現れることがあ

る。このような基底は，後述のフィッティングの操作にお

いて小さな差分に境界速度場が入り込み，基底の重みが不

当に大きくなる場合があるため，シミュレーション前に事

前に取り除く必要がある。本手法では，領域中 Bの全ての

速度ベクトル ui, j ∈ uB と境界速度 ũi, j ∈ ũB を比較し，

max | ũ |
max |u | < threshold, (5)

ならばその基底を取り除く操作を行う。今回の実験では，

thresholdを 0.9に設定する。
境界速度場のフィッティング

分割面での速度場を一致させるための操作について，図

1(b)での B=fitting(A)のステップを例に説明する。nス

テップ目が終了した時点での A, B それぞれの境界速度場

を ũn
A
, ũn

B とする。ここで，フィッティングを終えた後の B

の速度場を ũn+ 1
2

B とする。毎ステップ，境界面の速度が一

致するような重み wB の値を計算し，w
n+ 1

2
B としたうえで，

従来通りのシミュレーションを行う。一致拘束のステップ

について，微小変化 ∆を用いて

ũn+ 1
2

B = ũn
B + ∆ũB, (6)

とする。ここで，ũn+ 1
2

B = ũn
A
が成り立つため，

∆ũB = ũn
A − ũB, (7)

となる。この ∆ũB をもとに，ũから重み wを計算する関数

optimizeを用いて，∆wB = optimize(∆ũB ) を計算する。

その後，w
n+ 1

2
B = wn

B + ∆w を用いてシミュレーションを行

う。関数 optimizeは次の式によるリッジ回帰を用いる。

∆w = arg min
w

*.,
∑
i, j

∆ũi, j −
N∑
k

wk Φ̃
k
i, j


2

+ α

N∑
k

(
λk
λ1

wk

)2+/-
(8)

3. 結果と議論

提案手法を用いて基本速度場を生成した結果と，領域を

分割してシミュレーションした結果を示す。領域の分割は

図 1(a)のようにし，全体の格子分割数は 64 × 64，中央の
小領域 Aの分割数は 32 × 32としている。なお，Aと Bの

分割幅 ∆x は同じである。

3.1 基本速度場の生成

斜めの境界に対して壁面境界・流入/流出境界を設定し，
基本速度場を作成した結果を図 4，5に示す。壁面境界に
ついて，ラプラシアン行列の係数を全グリッドで固定の値

にすると，境界付近で凹凸のアーティファクトが見られる

（図 4(a)）が，係数の値を境界への距離に応じて変えること
で境界に沿った滑らかな速度場が生成される (b)。流れ関
数のノイマン条件下で，グリッド周辺の流体面積に応じて

ラプラシアン行列を作成することで，境界に対して速度ベ

クトルが直交する速度場を作ることができる（図 5）。分
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(a) (b)

図 4 壁面境界での基本速度場。(a) 係数固定値。 (b) 提案手法。

(a) (b)

図 5 流入/流出境界での基本速度場。(a)k = 1。 (b)k = 13。

割された小領域について基本速度場を生成した結果を図 6
に示す。どちらの基底も，Aと Bの境界で速度が分割面に

対して直交するようになっている。

3.2 領域を分割したシミュレーション

前節によって作成された基本速度場をもとに，領域を分

割してシミュレーションした結果を示す。図 7(a)は領域全
体をカバーする基底（基底数 N = 64）を用いてシミュレー
ションを行った際の速度場であり，図 7(b)は領域を分割して
基底を作成し（A, Bそれぞれの基底数 NA = 64, NB = 32），
シミュレーションを行った際の速度場である。図 7(c)は A

を従来の格子法によるシミュレーション，Bを基本速度場

によるシミュレーションを行った結果である。シミュレー

ション中の外力はマウスドラッグによって A内のみに指定

しており，A内では細かい渦，それ以外では滑らかな流れ

が発生すると考えられるため，NA > NB としてある。(c)
の小領域 Aにおけるシミュレーションでは，中間ステップ

での速度 u∗ に対して

∇2ψ = −∇ × u∗ (9)

によって流れ関数 ψ を計算し，回転 u = ∇ × ψ をとること
によってプロジェクションを行う。このとき，ψ を分割面

に対してノイマン条件を適用することで，分割面に直交す

(a) (b)

図 6 分割された領域に対して生成された基本速度場。(a)小領域 A。

(b) 小領域 B。
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図 8 フィッティング結果。(a) 棒グラフはシミュレーションで求め
た境界速度 (A)で，折れ線グラフはフィッティングで求めた係
数を基に計算した境界速度の値（Fitting(A)）。 (b) 同様に

棒グラフ（B）と折れ線グラフ（Fitting(B)）。

(a) (b)

図 9 提案手法 (NA = 64, NB = 32) に対してパーティクルを移流し
た結果。

る速度場を得ることができる。また図 8はフィッティング
を行ったときの，各境界グリッドにおける境界速度場の大

きさを示したものである。フィッティング結果を見ると，

境界速度が概ね一致しており，また提案手法のシミュレー

ション結果を見ても，分割面で境界速度が一致し，速度の

連続性を保っているように見える。これらの速度場にパー

ティクルを移流した結果が図 9である。(a)のような場合に
はパーティクルがスムーズに流れているように見えるが，

分割面での速度の差が大きい時にはフィッティングが機能

せず，流体の非圧縮性が保たれないことによってパーティ

クルの分布に疎密ができてしまっている (b)。
従来手法と提案手法の結果を比較してみると，流体速度

の見た目について，同数の基底数で従来手法では大きな渦

しか表現できていないのに対して，提案手法では細かな渦

も表現できている（図 7(a)(b)）。B での基底数を減らして

いるため，シミュレーションに用いるメモリの量も減らす

ことができている（表 1）。しかし小領域内での変化が境界
速度場の変化につながり，結果として他の小領域速度場も

変化させるため，流体の局所変形には課題が残る。(c)の
ように一部の注目領域に対してプロジェクションを用いた

シミュレーションを，他の領域を基本速度場によるシミュ

レーションを行うことで局所変形を維持しつつ効率的なシ

ミュレーションを実現できる。しかし基本速度場のみのシ

ミュレーションに比べて計算時間がかかるというデメリッ

トがある。
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(a) (b) (c)

図 7 従来手法と提案手法との比較結果。(a) 従来手法 (N = 64)[4]。 (b) 提案手法 (NA =

64, NB = 32)。 (c) 提案手法 (A：プロジェクション，NB = 32)。

手法 基底数 基底サイズ 行列サイズ 合計

従来手法 N 64 1081600 ― 1081600

提案手法
NA 64 278784

20480 717056
NB 32 417792

表 1 メモリ使用量の比較（単位:バイト）。行列サイズは，式 (8) の
計算に用いる行列のサイズを指す。

4. まとめと今後の展望

本論文では，ラプラシアン固有関数を用いた自由度削減

のシミュレーション手法に対して，複雑な領域をカバーす

る基底の作成，また流体速度の局所変化に対応し計算精度

を維持するシミュレーション手法を提案した。基底の作成

について，速度が壁面境界・流入/流出境界を満たすよう
な流れ関数の境界条件を考え，プロジェクションで用いら

れた精度向上のための手法をラプラシアン行列の作成に応

用した。その結果として提案手法で作成された基本速度場

は，少ないグリッド分割数でありながら境界条件を満たす

ようものになり，シミュレーション精度の向上につながっ

た。流体の局所的な変化を反映させたシミュレーションを

行うために，領域を複数の小領域に分割してそれぞれでシ

ミュレーションし，シミュレーション後に分割面での速度

を各領域で一致させるような手法を提案した。結果として，

使用メモリを抑えながら高精細な結果を出すことができた

が，小領域内での変化が境界速度場の変化につながり，結

果として他の小領域速度場も変化させるため，速度の局所

変形という点では課題が残った。

今後の展望としては，現在の手法は分割面に対して速度

が直交するという強い制約があるため，流体の挙動に適し

た分割方法や，分割面に平行な速度場を取り入れることで

斜めの速度ベクトルを実現する方法などが考えられる。速

度場の合成方法 [9]などが研究されているため，それらと
ラプラシアン固有関数を組み合わせる手法も研究の余地が

あると思われる。
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図 A·1 (a) ディリクレ条件でのラプラシアン係数。 (b) ノイマン条
件でのラプラシアン係数

付 録

A.1 ラプラシアン行列の求め方

関数 ϕのラプラシアン，

∇2ϕ = ∇ · ∇ϕ = ∂

∂x

(
∂ϕ
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+
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∂y

(
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ϕi+1, j + ϕi−1, j + ϕi, j+1 + ϕi, j−1 − 4ϕi, j

)
,

(A.1)

となる。このラプラシアン係数を各グリッドごとに並べた

ものが，ラプラシアン行列 Lとなる。行列の各固有ベクト

ルが直交するためには，行列は対称性を持つ必要がある。

本手法ではラプラシアン行列を作成した後，L = LT とな

るように各係数を対角成分に転写する操作を行っている。

壁面境界

壁面境界では，流れ関数はディリクレ条件 ϕ = 0 at ∂Ωと
なる。境界がグリッドを横切る場合，境界上で ϕ = 0とな
るようにラプラシアン行列の係数を調整する必要がある。

この図で，境界より下を流体セル，境界より上を固体セル

とする。グリッド (i, j) と隣接グリッド (i + 1, j), (i, j + 1)

との間に境界が通り，グリッド (i, j)と境界との x 方向，y

方向の距離をそれぞれ α∆x, β∆x，また境界と格子線の交

点をそれぞれ (i + α), (i, j + β)とする。図 4に示すように，
計算点が (i + 1, j)から (i + α, j)に，(i, j + 1)から (i, j + β)

に移動するため，勾配 ∂ϕx

∂x ,
∂ϕy

∂y の値が変わる。ϕのラプラ

シアン係数は，

∇2ϕ =
∂ϕx

∂x
+
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=
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}
,

(A.2)

となる。

流出/流入境界
流入・流出境界では，流れ関数はノイマン条件 ∂ϕ/∂n =

0 at ∂Ωとなる。ノイマン条件では，小領域 [i − 1
2, j − 1

2 ] ×
[i + 1

2, j + 1
2 ]に流体が含まれる全グリッドについて計算を

行う。流れ関数場のラプラシアン ∇2ϕにガウスの発散定理

を適用することで，

1
V

∫
V

∇2ϕ =
1
V

∮
∇ϕ · n, (A.3)

を得る。これをグリッドによって離散化すると，法線ベ

クトル n は縦・横の 4 方向になるため，これらの方向を
n = 1, 2, 3, 4とすると，式 (A.3)は

1
V

∮
∇ϕ · n =

∑
n

(∇ϕ)n =
1
∆x

∑
n

(ϕn − ϕi, j ), (A.4)

のように書き換えられる。隣接グリッドとの間に境界が通

る場合 (図 4)，(∇ϕ)n に流体が占める長さ An (図中赤線)を
かける。よって，最終的に，

∇2ϕ =
1
∆x


∑
n

Anϕn − *,
∑
n

An
+- ϕi, j

 , (A.5)

となる。
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