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テクニカルノート

情報理論の観点から最善の議席配分方式について
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概要：このノートは各区の人口に比例して各区に議席を配分する議員定数配分問題を解くことである．人
口比例そのものを考察し，1人あたりの議席分布のエントロピーと 1議席あたりの人口分布のエントロピー
をそれぞれ最大にし，人口と配分議席数が比例する関係とは対称な 2項関係であることから，人口に最も
比例する配分方式を明らかにする．
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Abstract: This note solves the apportionment problem where legislative seats are allocated in proportion
to the population of electoral districts. We define the entropy of the numbers of seats per person (and also
the entropy of the numbers of persons per seat) for all districts. By considering the maximization of these
two entropies and the symmetry with respect to the number of seats given to each electoral district and the
population of the district, we identify an apportionment method as best.
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1. はじめに

最近，情報理論の観点から議員定数配分問題が議論され

ている [9], [11], [12], [13], [14]．これは人口に比例して議席

を配分する問題で，たとえば，アメリカ合衆国憲法の第 1

条には，下院議員は州の人口に比例して配分すると明記さ

れている．もちろん，この問題はアメリカだけの問題では

なく，代議制を採用するどの国にも共通する普遍的な問題

である．

この議員定数配分問題は 200年以上，激しく議論され続

けているが，その論争の歴史の中で，ハンティントンは最

も優れた人物の 1人と認められている．特に，20世紀前半

のウィルコックスとの論争は有名である．ウィルコックス

はウェブスター方式を支持し [17], [18]，ハンティントンは

1 大阪工業大学
Osaka Institute of Technology, Hirakata, Osaka 573–0196,
Japan

a) tetsuo.ichimori@oit.ac.jp

ヒル方式を支持した [7], [8]．この論争の過程で，ハンティ

ントンの主張は多くの人々により認められた．たとえば，

国勢調査局長官に助言するために組織された，アメリカ統

計学会とアメリカ経済学会の共同で作った委員会では，6

名の委員全員がハンティントンの主張に賛同した [6]．ま

た，下院議長の正式な依頼により，全米科学アカデミーの

指名した 4名の著名な数学者は全員一致でハンティントン

を支持した．また，後年，再度，全米科学アカデミーの指名

した 3名の数学者（フォン・ノイマンを含む）もハンティ

ントンを支持した．しかしながら，今日では，ヒル方式は

人口の少ない州に有利な議席配分結果を与えると強く非難

され，議論が混迷している [1]．

この議員定数配分問題の解決に，情報理論（ダイバージェ

ンス）が適用されたのはきわめて最近のことである．特に，

アルファ・ダイバージェンスを用いた議席配分方式は好ま

しい性質を持つため，有望な配分方式と思われる．しかし，

このダイバージェンスはパラメータを 1つ含むため，唯一
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最善の配分方式を得るためには，そのパラメータの最適値

を求めることが必要となる．そのため，文献 [12], [14]で

は，「偏り」の観点から議論を展開して，最適なパラメータ

値を求め，現在一般に使われている配分方式の中ではウェ

ブスター方式が最も好ましいと結論付けている．

議席は整数値に限定されるため，完全に人口に比例して

議席を配分することは不可能である．そのため．どのよう

な配分方式を用いても，配分結果には必ず偏りが存在する．

従来の研究では，あらゆる人口分布を考えて，平均的な偏

りを調べてきた．しかしながら，議席の再配分はアメリカ

では 10年ごとにしか行われていない．わが国でも，2020

年度の国勢調査後は 10年ごとの大規模調査結果に基づき，

議席再配分が行われることになっている．つまり，我々は

数回の議席再配分しか経験できず，しかも，数十年間の人

口はあまり大きな変化はなさそうである．そのように考え

ると，無限に長い時間のかかる，あらゆる人口分布を考え

ることの意義に疑問を持たざるをえない．また，我々の探

している議席配分方式は，偏りを最小にするものではなく，

人口に最も比例するものである．このような反省に立ち，

本稿では，人口比例そのものを再考し，最も人口に比例す

る議席配分方式を導く．

2. アルファ・ダイバージェンスを用いた議席
配分方式

州の数を s ≥ 2，議員定数（議席の総数）を h ≥ sとす

る．州 iの人口を pi > 0，国の総人口を π =
∑s

i=1 pi，州 i

の取り分，すなわち，完全比例値（実数値）を qi = hpi/π，

州 iに与えられる議席数を ai ≥ 1とし，1議席を保証する．

人口分布を P = (p1/π, . . . , ps/π)，議席分布を A =

(a1/h, . . . , as/h) とする．このとき，A から P へのアル
ファ・ダイバージェンスは

Dθ(A||P) =
1

θ(θ − 1)

(
s∑

i=1

(ai

h

)θ (pi

π

)1−θ

− 1

)
(1)

と定義される [4], [5]．これは点 Aから点 P までの有向距
離（擬距離）と解釈されている．この式に含まれる θは実

数値をとるパラメータで，慣例では αの文字が使われる

が，議席数 ai との混同を避けるため，文字 θで代用した．

θ の値が 0または 1のときは，Dθ(A||P)はその極限で定

義される．すなわち，θ = 1のときはカルバック・ライブ

ラー・ダイバージェンス [15]

D1(A||P) =
s∑

i=1

ai

h
log

ai/h

pi/π

となり，θ = 0のときは逆カルバック・ライブラー・ダイ

バージェンス

D0(A||P) =
s∑

i=1

pi

π
log

pi/π

ai/h

表 1 パラメータ θ の値とそれに対応する議席配分方式

Table 1 Values of parameter θ and apportionment methods.

θ −∞ −1 2 +∞
配分方式 アダムズ ヒル ウェブスター ジェファソン

に等しくなる．

人口は定数なので，アルファ・ダイバージェンスを最小

にする（s州間での h議席の）配分 (a1, . . . , as)が定まるの

で，これもある種の議席配分方式になっている．パラメー

タ θを具体的に定めると，さまざまな議席配分方式が得ら

れる（表 1）．θ → −∞ならばアダムズ方式が導かれる．
わが国では 2020年度の国勢調査結果に対し，衆議院議員

の議席配分でアダムズ方式が使われる予定である．θ = −1

ならば，現在，アメリカで，下院議員の配分で使われてい

るヒル方式が得られる．θ = 2ならば，ヒル方式に変更に

なる前にアメリカで使われていたウェブスター方式が導か

れる．これはサン・ラグ方式とも呼ばれる．θ → +∞なら
ばジェファソン方式が導かれる．これはドント方式とも呼

ばれている．θ の値は無限にとれるので，それに応じて，

アルファ・ダイバージェンスを最小にする配分方式も無限

に存在する．

3. レニーのエントロピーとアルファ・ダイバー
ジェンス

3.1 レニーのエントロピー

州 iの人口は pi なので，ここに ai 議席が配分されると

1 人あたり議席数 ai/pi が定まる．これは「1 票の価値」

を表すのによく使われている．ただし，この 1 票の価値

ai/pi は pi 人の人々に共有されているので，これの総和は∑s
i=1(ai/pi) × pi =

∑s
i=1 ai = hとなる．そこで，1人あ

たりの議席分布を

U =

⎛
⎜⎝

p1︷ ︸︸ ︷
a1

hp1
, . . . ,

a1

hp1
, . . . ,

ps︷ ︸︸ ︷
as

hps
, . . . ,

as

hps

⎞
⎟⎠

と定める．このとき，正のパラメータ υを持つレニーのエ

ントロピー [9], [16]は

Hυ(U) =
1

1 − υ
log2

(
s∑

i=1

(
ai

hpi

)υ

pi

)
(2)

となる．υ → 1を調べると，シャノンのエントロピー：

H1(U) = −
s∑

i=1

(
ai

h
log2

ai

hpi

)
(3)

が得られる．エントロピーは乱雑さの度合いを表している

ことから，エントロピー Hυ(U)の最大化は，1票の価値

ai/pi の可能な限りの均一化を意味する．

1人あたり議席数 ai/pi は 1票の価値として使われるが，

これの逆数 pi/ai も 1票の価値としてよく使われる．これ
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は 1議席あたり人口と呼ばれる．以前同様に，重複度を考

慮すると，これの総和は
∑s

i=1(pi/ai)× ai = πなので，こ

れの分布を

W =

⎛
⎜⎝

a1︷ ︸︸ ︷
p1

πa1
, . . . ,

p1

πa1
, . . . ,

as︷ ︸︸ ︷
ps

πas
, . . . ,

ps

πas

⎞
⎟⎠

と定める．このときの正のパラメータ ωを持つレニーのエ

ントロピーは

Hω(W) =
1

1 − ω
log2

(
s∑

i=1

(
pi

πai

)ω

ai

)
(4)

となり，シャノンのエントロピーは

H1(W) = −
s∑

i=1

(
pi

π
log2

pi

πai

)
(5)

となる．以前同様，エントロピー Hω(W)の最大化は，1

票の価値 pi/ai の可能な限りの均一化を意味する．

3.2 エントロピーとダイバージェンスの関係

エントロピーの式を変形し，ダイバージェンスとの関係

を調べる．

定理 1 θ = υ > 0とする．レニーのエントロピーHυ(U)

（υ > 0）の最大化はアルファ・ダイバージェンスDθ(A||P)

（θ > 0）の最小化に等価である．

証明 レニーのエントロピーの式 (2)を変形すると

Hυ(U) =
1

1 − υ
log2

(
s∑

i=1

(
ai

hpi

)υ

pi

)

=
1

1 − υ
log2

(
π1−υ

s∑
i=1

(ai

h

)υ (pi

π

)1−υ
)

=
−1

υ − 1
log2

(
s∑

i=1

(ai

h

)υ (pi

π

)1−υ
)

+ log2 π

となる．関数 y = log2 x（x > 0）は狭義増加関数で，定

数項は最大化や最小化には無関係なので，エントロピー

Hυ(U)の最大化は，正のパラメータ（θ = υ > 0）を持つ

アルファ・ダイバージェンス (1)の最小化に等価となる．

同様に，式 (3)のシャノンのエントロピーH1(U)の最大

化もカルバック・ライブラー・ダイバージェンスD1(A||P)

の最小化に等価となる． �

定理 2 ω = 1 − θ > 0とする．レニーのエントロピー

Hω(W)（ω > 0）の最大化はアルファ・ダイバージェンス

Dθ(A||P)（θ < 1）の最小化に等価である．

証明 正のパラメータ ω を持つレニーのエントロピー

(4)は

Hω(W) =
1

1 − ω
log2

(
s∑

i=1

(
pi

πai

)ω

ai

)

=
1

1 − ω
log2

(
h1−ω

s∑
i=1

(ai

h

)1−ω (pi

π

)ω
)

=
−1

ω − 1
log2

(
s∑

i=1

(ai

h

)1−ω (pi

π

)ω
)

+ log2 h

と変形できる．ここで，θ = 1−ωとおくと，エントロピー

Hω(W)の最大化は θ < 1のパラメータを持つアルファ・

ダイバージェンスDθ(A||P)の最小化に等価となる．

同様に，式 (5) のシャノンのエントロピー H1(W) の

最大化も逆カルバック・ライブラー・ダイバージェンス

D0(A||P)の最小化に等価となる． �

これら 2つの定理より，パラメータの範囲が 0 < θ < 1

のアルファ・ダイバージェンスを最小にする配分方式は

pi/ai を可能な限り均一にし，同時に，ai/pi を可能な限り

均一にする．

4. 人口比例の議席配分方式とは

わが国では，これまで，議席配分方式として「最大剰余

方式」が主に使われてきた．アメリカでも 1850年度から

1900年度の国勢調査結果に対して同方式が使用された．こ

の最大剰余方式には奇妙な現象が発生する．1880年度の

人口に対し最大剰余方式を使って議席を配分すると，議席

総数が 299のときアラバマ州は 8議席を受け取ったが，議

席総数を 300に増やすと，アラバマ州には 7議席しか配分

されなかった．配分のパイが大きくなったのに受け取り量

が減少した．そのため，この現象をアラバマ・パラドック

スと呼ぶようになった．

文献 [1]ではこのような奇妙な現象を起こさない配分方

式は除数方式に限ることが証明されている．そのため，人

口比例の議席配分方式は除数方式に限定すべきである．た

だし，除数方式とは配分方式のクラスであり，無限の配分

方式を含んでいる．たとえば，アダムズ方式，ヒル方式，

ウェブスター方式，ジェファソン方式などを含んでいる．

文献 [10]では，ある州の人口が他の州の人口の k倍であ

るとき，受け取る議席数も k倍であれば，どちらの州の住

民も同じだけの不平等（平等）を感じると仮定するならば，

我々の探すべき配分方式は，アルファ・ダイバージェンス

を最小にする配分方式だけであることが示されている．だ

から，人口比例の議席配分方式はアルファ・ダイバージェ

ンスを最小にする配分方式のクラスに限定すべきである．

さらに，人口 pi と議席数 ai が比例する関係とは，明ら

かに，対称的な 2 項関係であるので，ダイバージェンス

は pi と ai に関して対称でなければならない．定義式 (1)

より，任意の θ に対して，Dθ(A||P) = D1−θ(P||A)とな

ることは明らかであるが，P と Aが対称となる，つまり，
Dθ(A||P) = Dθ(P||A)となるものは，θ = 0.5のとき，つ

まり，D0.5(A||P) しか存在しない．以上のことから，人

口比例の議席配分方式はパラメータ θ の値が 0.5 のアル

c© 2018 Information Processing Society of Japan 797



情報処理学会論文誌 Vol.59 No.2 795–799 (Feb. 2018)

ファ・ダイバージェンスを最小にする議席配分方式となる．

θ = 0.5をアルファ・ダイバージェンスの式 (1)に代入する

と，この方式は
s∑

i=1

√
piai

を最大にする議席配分を与えることが分かる．この式の値

は人口分布 (p1/π, . . . , ps/π) と議席分布 (a1/h, . . . , as/h)

のバタチャリア係数 [2]の
√

hπ倍である．これは 2つの分

布間の類似度を調べるためによく使われている．以下，こ

の配分方式を「B方式」と呼ぶ．

変数 x > 0と y > 0が比例するとは，もちろん，比例定

数 a > 0を用いて，y = axとなる関係である．しかしなが

ら，(xi, yi)（i = 1, . . . , n）が正の値を持つ観測値とした場

合，すべての iに対して，yi = axi となるとは限らない．

そのような場合，観測値全体がどの程度比例しているかを

知ることはできるのであろうか？

すぐに思いつきそうな尺度は，
n∑

i=1

(
yi

xi
− a

)2

であるが，xと yが比例するとは x = (1/a)yでもあり，も

う 1つ，対となる尺度
n∑

i=1

(
xi

yi
− 1

a

)2

も考えられる．これを議席の配分問題にあてはめてみる

と，人口 pi と議席数 ai が比例している程度を測る 2つの

尺度は
s∑

i=1

ai

(
pi

ai
− π

h

)2

,

s∑
i=1

pi

(
ai

pi
− h

π

)2

と書き直せる．

これらの式は pi/ai がどの程度理想値 π/hに一致してい

るか，あるいは，ai/pi がどの程度理想値 h/π に一致して

いるかを表している．だから，すべての人口 pi と議席数

ai をできるだけ比例させたいならば，すべての pi/ai がで

きるだけ同じ値になることが好ましく，さらに，すべての

ai/pi ができるだけ同じ値になることが好ましい．つまり，

人口比例の議席配分方式とは pi/ai が可能な限り均一にな

ると同時に，ai/pi が可能な限り均一になる配分方式であ

る．この比例に対する考え方はハンティントン [7], [8]や

チェイフィー [3]の考え方にきわめて類似している．

そういう意味では，人口比例の議席配分方式はエントロ

ピーHυ(U)を最大にするだけでなくエントロピーHω(W)

をも最大にすべきである．いい換えれば，0 < θ < 1のア

ルファ・ダイバージェンスを最小にすべきである．実際，

θ = 0.5の B方式はこの条件を満足しており，ここで考え

た限りでは，最善の配分方式となる．

5. B方式と配分例

ウェブスター方式は θ = 2，ヒル方式は θ = −1のアル

ファ・ダイバージェンスをそれぞれ最小にし，この 2つの

パラメータの値の平均は (2+(−1))/2 = 0.5となる．一方，

B方式は θ = 0.5のアルファ・ダイバージェンスを最小に

するため，B方式はウェブスター方式とヒル方式の中間的

な配分方式と思われる．実際の数値例で，この方式が与え

る配分結果を観察してみる．

1790年から今日までのアメリカの国勢調査結果に対し，

ウェブスター方式とヒル方式の配分の結果が最も異なるの

は 1920 年度の調査結果である．このときの人口に対し，

ウェブスター方式とヒル方式および B方式を用いたときの

議席配分を考える．ウェブスター方式とヒル方式の配分結

果が異なっているのはニューヨーク州，ノースカロライナ

州，バージニア州，ロードアイランド州，ニューメキシコ

州，バーモント州の 6州である．そこで，これらの結果を

表 2 に抜き出した．この表の最初の 3州の人口と最後の 3

州の人口を比べると，歴然とした差がある．この人口の多

い 3州の取り分の和は 62.91議席である．これらの 3州に

対し，ヒル方式は 61議席，ウェブスター方式は 64議席を

与えている．それに対し，B方式は 63議席を与えており，

悪くない結果を示している．さらに，表の上から順番に，

6州に与えらた議席数から，それぞれ，42議席，10議席，

9議席，2議席，1議席，1議席を取り除いてみる．すると，

ヒル方式は人口の少ない 3州すべてに 1議席が残り，ウェ

ブスター方式は人口の多い 3州すべてに 1議席が残る．こ

のことからも，ヒル方式は人口の少ない州に有利な配分を

し，ウェブスター方式は人口の多い州に有利な配分をして

いる可能性がうかがえる．B方式は人口の多い 2州にそれ

ぞれ 1議席が残り，人口の少ない 1州に 1議席が残る．B

方式は人口の多い州と人口の少ない州のバランスをうまく

とっているようにも見える．

6. まとめ

アラバマ・パラドックスなどの奇妙な現象を避ける配分

方式は除数方式のクラスに限定される．さらに，人口と議

表 2 1920 年度，ヒル方式とウェブスター方式の配分の異なる 6 州

の人口，取り分，配分（ヒル方式，B方式，ウェブスター方式）

Table 2 Three mehods for six selected states, 1920.

州 名 人 口 取り分 H B W

ニューヨーク 10,380,589 42.82 42 43 43

ノースカロライナ 2,559,123 10.56 10 11 11

バージニア 2,309,187 9.53 9 9 10

ロードアイランド 604,397 2.49 3 3 2

ニューメキシコ 353,428 1.46 2 1 1

バーモント 352,428 1.45 2 1 1

合計 16,559,152 68.00 68 68 68

c© 2018 Information Processing Society of Japan 798



情報処理学会論文誌 Vol.59 No.2 795–799 (Feb. 2018)

席数の比率が同じ 2州に対し，どちらの州の住民に対して

も，不平等感・平等感が同じと仮定するならば，配分方式は

さらに限定され，許されるのはアルファ・ダイバージェン

スを最小にする配分方式のクラスとなる．その中で，人口

と議席数の対称性を有するのは θ = 0.5のアルファ・ダイ

バージェンスだけである．さらに，人口比例の配分方式は，

ai/piと pi/aiの両方をできるだけ均一化すべきである．パ

ラメータ値が 0 < θ < 1のアルファ・ダイバージェンスを

最小にする配分方式がこれを満足するので，θ = 0.5の B

方式も当然これを満足する．以上をまとめると，我々の探

している配分方式は θ = 0.5のアルファ・ダイバージェン

スを最小にする配分方式であり，表現を変えると，人口分

布と議席分布のバタチャリア係数を最大にする配分方式と

なる．
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