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多数の誘電体円柱の電磁波散乱問題の高速計算について

中 嶋 徳 正† 藤 野 清 次†† 立居場 光生†††

物体による電磁波散乱の境界要素法による数値計算では，計算の主要部は最終的に密な係数行列を
持つ大規模な連立 1次方程式の計算に帰着されることが多い．そしてその次元数は入射波長に対する
物体のサイズ，物体の数などに依存する．そのため，解析対象の問題がより実際的になればなるほど，
連立 1 次方程式の求解の高速化はきわめて重要になってくる．そこで，本研究の目的は，より大規模
で実際的な電磁波散乱問題への適用を目指して，反復法の収束性について研究し，高速計算法を見出
すことにある．反復法には BiCG 系統の反復法の適用を検討した．その結果，初期 Shadow 残差ベ
クトルに擬似一様乱数を代入しかつ Block Jacobi 前処理を適用した CGS 法および TFQMR 法が
最も速く収束することが分かった．

Fast Computation for Electromagnetic Wave Scattering
Problem with Many Dielectric Cylinder

Norimasa Nakashima,† Seiji Fujino†† and Mitsuo Tateiba†††

Solving a large-scale linear system of equations with dense coefficient matrix which arises
from electromagnetic wave scattering problem with many dielectric cylinder stands often the
most time-consuming part of computation. The larger the size of problem, the more sig-
nificant the effect will be. It is clear that fast computation of a linear system of equations
is of particular interest today. The purpose of this paper is to establish a fast and robust
computational method suited to electromagnetic wave scattering problem. The convergence
property of BiCG like iterative methods is presented. Our test results show that block Jacobi
preconditioned CGS and TFQMR methods with pseudo uniform random numbers as initial
shadow residual are the most promise for realizing a high-performance computation.

1. は じ め に

多数の粒子からなるランダム媒質による電磁波の多

重散乱現象は主に理論的立場から解析が行われ，通

信・探査技術に応用されてきた．著者の 1人も従来の

理論とは異なる新しい視点から多重散乱理論を提唱し

た15),16)．しかし，扱える粒子の形状や個数などに制

限があり，より高度な理論の提唱やその検証に数値計

算が必要不可欠となってきた．

電磁波散乱問題の代表的な数値計算法の 1つである

境界要素法では，計算の主要部は最終的に密な係数行

列を持つ連立 1次方程式の計算に帰着される．このよ
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うに密な係数行列を持つ問題では，ガウス消去法のよ

うな直接解法がこれまで多く利用されてきたが，反復

法の方が十分な精度を持つ解を直接解法より短時間で

得ることができるため，最近では直接解法より反復法

の方が多く用いられるようになってきた．反復法では

算法中に行列–ベクトル積の計算が現れる．密行列の

場合，その次元数を L とすると，行列–ベクトル積の

計算量はオーダ O(L2) で見積もられる．この計算量

は，反復法全体の計算量の中で，行列–ベクトル積と

前処理を除いた残りの部分の演算量：オーダ O(L)と

比べて圧倒的に多い．

この行列–ベクトル積の計算に対して有効とされる

高速多重極アルゴリズム（Fast Multipole Algorithm，

以下 FMAと略す）は，元々Poisson方程式の解法と

して Rokhlinによって 1985年に提案された20)．その

後，N 体問題や分子動力学をはじめとするいろいろ

な分野の問題に応用された8),13),19),21)．電磁波散乱問

題の分野では，Chewら3)のグループによりいくつか

の改良アルゴリズムが提案された．そして，これらを

用いておもに入射波長に比べて非常に大きい物体によ
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る電磁波散乱の大規模数値計算が行われた3),9),14)．著

者らは，Greengardら10),11)の N 体問題の FMAを，

その物理的な観点から電磁波の問題に適用できること

を見出し，計算量とメモリ量を大幅に削減できること

を実証した17),18)．

一方，反復法は解くべき問題の性質により収束性が

大きく異なることが多い．ここでは，BiCG系統の反

復法を研究対象の反復法とする．そして，著者らの提

案による新しいタイプの反復法7)や初期 Shadow残差

ベクトルの与え方を工夫し収束性を改善した反復法6)

を適用する．さらに，解くべき連立 1次方程式の係数

行列の性質から Block Jacobi前処理を導出し，その

前処理を施した反復法の収束性などを検討する．また，

行列–ベクトル積の計算には，Greengard-Rokhlinの

FMA（以下，GRFMAと略す）を適用し，その効率

とメモリ量および精度の観点から検討する．

本研究の最終目的は，多数の誘電体円柱を用いてラ

ンダム媒質をモデル化し，電磁波散乱問題において現

れる密な係数行列を持つ連立 1次方程式の求解に有効

な高速計算法を提案することにある．

以下において，虚数単位は j =
√−1 とする．電磁

波は角周波数 ω で時間変動し，その変動を ejωt で

表す．
1

2
Ez(�i) = Einc

z (�i)

− j

4

N∑
n=1

[∫
Cn

{
Ez(�′

n)
∂H

(2)
0 (k0|�i − �′

n|)
∂n′

n

−H
(2)
0 (k0|�i − �

′
n|)

∂Ez

∂n′
n

(�′
n)

}
dl′n

]
(1)

1

2
Ez(�i) =

j

4

∫
Ci

{
Ez(�′

i)
∂H

(2)
0 (ki|�i − �′

i|)
∂n′

i

−H
(2)
0 (ki|�i − �

′
i|)

∂Ez

∂n′
i

(�′
i)

}
dl′i (2)

(i = 1, 2, · · · , N)

2. 多数の誘電体柱による散乱の数値計算

2.1 定 式 化

真空中に z 軸を柱軸とし，互いに重なり合うこと

なく配置された N 個の無限長誘電体柱による電磁波

散乱問題を考える．さらに，ここでは，これを z 軸に

垂直な平面に関する 2次元問題と考える．誘電体柱断

面の境界を C1, C2, . . . , CN とする．真空中の誘電率，

透磁率，波数は各々 ε0，µ0，k0 = ω
√

ε0µ0 とする．

また，i 番目の誘電体柱の比誘電率，比透磁率，波数

を各々 ε
(i)
r ，µ

(i)
r ，ki = k0

√
ε
(i)
r µ

(i)
r とする．i 番目

の境界上の観測点を �i，積分点を �′
i とする．入射波

が TM 波の場合は，式 (1)と (2)で与えられる電界

形積分方程式（EFIE）を満足する．ここで，H
(2)
0 (·)

は 0次の第 2種 Hankel関数，∂/∂nn および dl′n は

各々 Cn 上の法線方向微分および線要素を表す．この

方程式では TM入射波 Einc
z によって生じる各誘電体

表面上の電界（表面磁流）Ez とその法線方向微分（表

面電流）∂Ez/∂nを未知関数とする．そして，式 (1)，

(2)は境界要素法により離散化すると連立 1次方程式

に帰着される．各境界を M 個の境界要素に分割し，

未知関数を M 個の長方形パルス関数で展開する．さ

らに，Diracのデルタ関数を用いて境界条件を整合さ

せると，2NM 次元の連立 1 次方程式 (A� = �) が

得られる．行列 A は M 次の密な小行列から構成さ

れたブロック構造をした行列で次のように表せる．
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(3)

ここで，小行列 Bij，Aij の成分は，Hankel 関数と

その法線方向微分の境界要素積分で表される．添字

“out”，“in”は誘電体外部と内部領域の波動場に関す

る積分方程式 (1)，(2)を各々離散化したことにより得

られたことを意味する．o は要素が零であることを

意味する．ベクトル �，� は各々M 個の成分を持つ

N 個のベクトルから次のように構成される．

� =
(
�

(1), · · · ,�(N),�(1), · · · ,�(N)
)T

, (4)
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(
�
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ここで，ベクトル �(i)，�(i) は Ci 上の未知関数 Ez，

∂Ez/∂ni を長方形パルス関数で展開したときの係数，

�
(i)
z は Ci 上の入射波を各々表す．0 は零ベクトルで

ある．T は転置を表す．

2.2 行列–ベクトル積の計算

連立 1 次方程式を反復法で解く場合，算法中の行

列–ベクトル積の計算が必要になる．本研究の場合，

行列–ベクトル積は，境界要素上の電流および磁流に

よる観測点上の波動場を計算することにあたる．ここ

で，行列 A の上半分は誘電体外部の波動場に関する
積分方程式 (1)を離散化したもので，すべての境界要

素による影響を考慮している．したがって，計算量は

オーダ O((NM)2)となる．これに対して，A の下半
分は誘電体内部の波動場に関する積分方程式 (2)を離

散化したもので，各境界の境界要素による影響を考慮
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している．したがって，計算量はオーダ O(NM2)と

なる．

本研究では，行列の上半分とベクトルとの積の計算

に GRFMAを適用して計算量を減少させる．下半分

の行列とベクトルとの積については通常の定義どおり

の直接計算（以下，直接計算と略す）をする．

3. Greengard-Rokhlin の高速多重極アル
ゴリズム（GRFMA）

ここでは，行列–ベクトル積の高速で高効率な計算

法：GRFMAについて簡単に説明する（アルゴリズ

ムの詳細は文献 10)，13)，17)を参照）．

GRFMAでは，セルを用いてすべての境界要素と

観測点をグループ化し，以下の 5つの計算過程を経て

目的の波動場を計算する．括弧内の記号は各過程の略

号を表す．

( 1 ) 境界要素より放射される波動場の多重極展開

( 2 ) 多重極展開の中心の移動 （M2M）

( 3 ) 多重極展開から局所展開への変換 （M2L）

( 4 ) 局所展開の中心の移動 （L2L）

( 5 ) 局所展開による観測点上の波動場計算

上記の計算過程を経て，観測点のグループに対して

遠方にある多くの境界要素のグループからの影響をま

とめて計算することにより計算量を減少させる．なお，

観測点に対して近傍にある境界要素からの影響は直接

計算で評価する．境界要素数および観測点数を L と

したとき，GRFMAによる波動場計算（行列–ベクト

ル積）の計算量は O(L)となることが理論的に示され

ている10)．

2次元散乱問題を扱うとき，上の計算手順はBessel関

数の加法定理（Grafの定理1)）を利用して行う．Graf

の定理は数学的には無限級数で表現されるが，数値計算

では ±p項までの和で打ち切る．ここで，pは打ち切り

項数であり波動場計算の精度に影響する．また，M2M，

M2Lおよび L2Lは展開係数の変換であり，その計算

は離散畳み込みで表現されるため，計算量は O(p2)

になる．そこで，pが十分大きいとき高速 Fourier変

換（FFT）を利用し，計算量を O(P log P )に減少さ

せる．ただし，P は M2M および L2L については

P = 2c > 2p + 1，M2Lについては P = 2c > 4p + 1

を満足する最小の自然数，c は自然数とする18)．

GRFMAに起因する誤差は，Grafの定理における

無限級数を ±p 項までの和で打ち切ったことにより

生じる．もちろん，打ち切り項数 p が多いほど計算

精度は向上するが，全体の計算量およびメモリ量は増

大する．本研究では，pは 1個の点源による波動場を

GRFMAで実際に使われるセルと個々の計算手順を

用いて計算したとき，厳密解に対する相対誤差が εtol

程度となるように与えるものとする．このとき，pは

セルの大きさ（kl）の関数で表現される．

4. 反復法と前処理

連立 1次方程式を反復法で解く場合，係数行列がエ

ルミートかつ正定値のとき共役勾配法が最適な解法と

される．しかし，本研究で扱う係数行列は式 (3)で示す

ように非エルミート行列であり，このような行列に対

して多くの反復法が提案されてきた．それらは BiCG

系統の反復法と GMRES系統の反復法の 2つに大別

できる．本研究では，共役転置行列とベクトルの積の

計算を含まない BiCG系統の反復法および TFQMR

について性能評価を行う．

BiCG 系統の反復法は，双共役勾配法（BiCG 法）

が元になって研究開発されてきた反復法である．表 1

に収束性のテストに使用した 7種類の反復法を示す5)．

表の最後に記した 2つの解法のパラメータ (m, l)と

L は，最初のパラメータ (m, l) は反復過程の各反復

ステップでの BiCGStabと GPBiCGの選び方，2番

目のパラメータ L は BiCGStab(L)における外部反

復（BiCG法）部分における繰返し回数を各々意味す

る．これらの反復法は反復 1回あたり行列–ベクトル

積の計算を 2度行う必要がある．また，これらの反復

法では，計算の最初に初期残差ベクトル �0 の外に初

期 Shadow残差ベクトル �∗
0 と呼ばれるものを与える

必要がある．通常は，�∗
0 = �0 と便宜的に与えるが，

本研究では初期 Shadow残差ベクトル �∗
0 に擬似一様

乱数を代入して収束性を調べた．このアイデアは著者

らによって提案されたものであるが6)，その有効性を

実際の電磁波散乱問題でも検証する．

連立 1次方程式を反復法で解くとき，収束性向上の

ために前処理を施すのが一般的である．前処理行列 K
には，(a)連立 1次方程式の係数行列 A に近いこと，
また，(b)K−1 の計算が少ない手間でできること，など

の性質を有することが望まれる．本研究で扱う連立 1

表 1 収束性のテストに使用した反復法
Table 1 Iterative methods used for test of convergence.

反復法 名称

1 CGS23) 自乗共役勾配法

2 TFQMR4) 転置不要疑似最小残差法

3 BiCGStab24) 安定化双共役勾配法

4 GPBiCG25) 一般積型共役勾配法

5 BiCGStab212) —

6 GPBiCG(m, l)7) —

7 BiCGStab(L)22) —
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次方程式の係数行列は，式 (3)の形から分かるようにブ

ロック構造をしている．そこで，GRFMAに即した前

処理を考える．係数行列 (3)の対角項：Aout
11 ∼ Aout

NN

および Bin
11 ∼ Bin

NN に着目し，それらを対角に並べる．

次に，各小行列ごとに逆行列を求める．ただし，逆行

列の計算は実際にそれを求めるのではなく，LU分解

を経由して効率良く行う．この前処理を Block Jacobi

前処理（以下，BJ 前処理と略す）と呼ぶ2)．前処理

行列 K は次式で与えられる．

K=




Aout
11 o

. . .o Aout
NN

o

o
Bin

11 o
. . .o Bin

NN




(6)

対角ブロック Aout
ii (i = 1, · · · , N) は，観測点およ

び積分点が同じ円柱上にあり，この部分の行列–ベク

トル積は GRFMAではなく，直接計算を行うことが

多い．また，Bin
ii (i = 1, · · · , N)は誘電体内部を表し

ており，この部分の行列–ベクトル積は今回は直接計

算を行う．したがって，前処理を行わない場合でも，

各ブロックをメモリ領域に記憶するため K の生成は
容易である．また，K−1 も対角ブロックで構成され

るため，メモリ量の増加も最小限で抑えられる．

5. 数 値 実 験

ここでは，数値計算例として正方形セル内に規則的

な格子状に配置された N 個の誘電体円柱による電磁

波散乱問題を扱う．各誘電体円柱の比誘電率 ε
(i)
r およ

び比透磁率 µ
(i)
r は εr，µr で統一し，µr = 1.0 とす

る．正方形セルの大きさは 386k0a と固定する．k0a

は誘電体円柱の規格化半径で k0a = 3.0 とする．連

立 1 次方程式の次元数：L = 2NM とし，境界分割

数 M は 32 と固定する．GRFMA による計算では

εtol = 10−10 として打ち切り項数を設定する．演算は

すべて倍精度演算で，計算はすべて Compaq Alpha

21264（クロック 667 MHz）で行った．OSは Digital

UNIX v4.0F，使用言語は C（dec cc v5.9），コンパ

イルオプションは “-fast”を使用した．メインメモリ

は 2GB，1次命令・データキャッシュはともに 16 kB，

2次キャッシュは 4MBである．

5.1 GRFMAによる行列–ベクトル積の計算

ここでは，円柱の数を 3 × 3 個（次元数 L=576）

から，格子間隔を半分ずつにしながら 129 × 129 個

（同 L=1,065,024）まで増加させ，直接計算および

GRFMAにより行列–ベクトル積の計算を行った．た

だし，メモリ容量の制限により直接計算では 9× 9 個

（同 L=5184）までしか計算できなかった．

図 1 に，直接計算の場合の計算時間（図中で 3 個

の • 印）と GRFMAの場合の計算時間（図中で 7個

の � 印）をプロットした．最小二乗法を用いて計算
時間のオーダの評価を行った．その結果，直接計算で

はオーダ O(L2)，GRFMAではオーダ O(L) になる

ことが分かった．

同様に，図 2 に 2つの場合のメモリ量をプロット

した．ここでも，最小二乗法を用いてメモリ量のオー

ダを評価した．その結果，直接計算の場合はオーダ

O(L2) であった．GRFMAの場合は，次元数が十分

多い図の右側の 4個のデータを用いて漸近的なオーダ

評価を行い，オーダ O(L) の評価を得た．以上の結果

から，直接計算のオーダ O(L2) の評価は，GRFMA

を使用すると行列–ベクトル積の計算時間およびメモ

リ量をいずれもオーダ O(L)の評価へと低減させられ

ることが分かった．したがって，より多くの誘電体か

らの散乱問題を解析する場合，GRFMAを使用する
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表 2 GRFMA による行列–ベクトル積の計算の相対誤差
Table 2 Relative error for matrix-vector computation

using GRFMA.

N M 2NM εr = 2.0 εr = 32.0

3 × 3 32 576 8.97e − 13 1.27e − 12

5 × 5 32 1600 1.07e − 12 1.50e − 12

9 × 9 32 5184 4.52e − 12 5.80e − 12

と計算時間とメモリ量の急激な増加を抑えられる．

次に，GRFMAによる行列–ベクトル積の相対誤差

を次の式で評価する．

相対誤差 =
||A直接�−AFMA�||2

||A直接�||2
. (7)

AFMA� および A直接� は GRFMAおよび直接計算

による行列–ベクトル積を表す．ベクトル � の各成分

には実部，虚部ともに区間 [0, 1] の擬似一様乱数（組

み込み関数の drand48（seed）関数を使用した．seed

は出発値を表す）で与えた．ここで || · || は l2 ノル

ムを表す．表 2 に GRFMAによる行列–ベクトル積

の相対誤差を εr = 2.0と 32.0の場合について各々示

す．N が 9×9 よりも多いときはメモリ上の制限から

直接計算ができなかったので比較できた場合のみを示

す．表から分かるように，GRFMAによる行列–ベク

トル積計算の相対誤差は，前述の打ち切り項数の設定

において導入した 1個の点源による波動場計算の相対

誤差 εtol = 10−10 より十分小さいので，行列–ベクト

ル積の計算を GRFMAで行うのは妥当だと判断した．

5.2 反復法の性能評価

ここでは，9× 9 個の誘電体円柱を解析モデルとし，

εr を 2.0から 64.0まで変化させる．このときの各解

法による反復回数を比較する．連立 1次方程式の次元

数は 5184で，相対残差ノルム ||�k||2/||�||2 < 10−12

のとき反復を終了する．最大反復回数は 5,000 回で，

反復過程で相対残差ノルムが 106 を超えたときは発

散と見なして反復計算を中断させた．解ベクトルの初

期値 �0 はすべて零とした．初期 Shadow残差ベクト

ル �∗
0 は，�

∗
0 = �0 (= �−A�0) の場合と実部，虚部

ともに区間 [0, 1] の擬似一様乱数を代入した場合の 2

通り，前処理については，前処理なしの場合と BJ前

処理をした場合の 2通り，合計 4通りの組合せで計算

を行った．

表 3に，反復 1回あたりのGRFMAによる行列–ベ

クトル積の計算時間（単位：秒）とその割合（単位：

%）を示す．ここには，反復法における行列–ベクトル

積と前処理を除いた部分の演算量が最も少ない CGS

法と逆に最も多い BiCGStab(16)法の結果を示す．こ

れ以外の反復法の結果はこれら 2 つの解法の結果の

表 3 反復 1 回あたりの GRFMA による行列–ベクトル積の計算
時間とその割合（上段：時間（単位：秒），下段：比率（%））

Table 3 CPU time and ratios for matrix-vector by

GRFMA per one iteration (Upper: CPU time in

seconds, Lower: ratios (%)).

反復法 前処理 GRFMA その他 合計
CGS なし 7.767 s 0.006 s 7.773 s

99.923 0.077 100

BJ 7.771 s 0.010 s 7.781 s

99.871 0.129 100

BiCGStab(16) なし 7.766 s 0.014 s 7.780 s

99.820 0.130 100

BJ 7.757 s 0.027 s 7.784 s

99.646 0.354 100

ちょうど中間の数字であった．表の中の “その他”と

は，反復法の係数行列と下半分とベクトルの積（直接

計算部分），前処理行列とベクトルの積（直接計算）お

よび算法中の内積やベクトルの加算や乗算部分などの

計算に要した時間の合計を意味する．時間の計測には

getrusage関数を使用し，反復を 1,000回繰り返して

平均値をとる試行を数度行った．表の数字はその平均

の値である．

この結果から，反復 1回あたりの GRFMAによる

行列–ベクトル積の計算の占める比率が非常に高いこ

とが分かる．したがって，(i) GRFMAによる計算量

O(L) の比例定数は大きいこと，(ii) 基礎となる反復

法の計算量が多少多くなっても収束までの反復回数が

少ない解法が望ましいこと，同様に，(iii)前処理につ

いてもその計算量が多くても収束を確実に加速する方

法が望ましいこと，などが分かった．

表 4から表 7に各反復法の収束までの反復回数を示

す．パラメータ εr ごとにテストした反復法の中で最

も計算時間が少なかったものはその反復回数を太字で

表す．計算時間については，表 3に示した結果から分

かったように，GRFMAの計算部分が圧倒的に大きい

ため，各反復法の 1反復あたりの計算時間はほとんど

同じだった．そのため反復回数の優劣がそのまま計算

時間の優劣と見なせる．そこで，以下では紙面の制約か

ら計算時間は割愛し，収束までの反復回数で各反復法

の収束性を評価する．なお，表の中で GPBiCG(m, l)

および BiCGStab(L)において同じ解法が続くときは

そのパラメータの数字だけを括弧つきで表示した．た

とえば，第 1 欄の (1,3)とは GPBiCG(1,3) を，(4)

とは BiCGStab(4)を意味する．また，表中の “×”印

は相対残差ノルムの発散，“-”印は残差の停滞または

最大反復回数までで収束しなかったことを表す．

表 4 および表 5 は �∗
0 = �0 としたときの結果であ

る．BiCGStab(16)や BiCGStab(8)が非常に速く収
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束した．BJ前処理を施すと，収束までの反復回数が

減少したり，CGSや TFQMRの場合のように発散し

ていたものが収束するようになったりするなど，収束

が改善される場合が増えた．しかし，εr = 2.0 のと

き反復回数が増える反復法が多くなり，εr = 8.0 や

64.0 のときは残差ノルムが停滞した．以上のことか

ら，BJ前処理についてはまだ工夫の余地があること

が分かった．

表 4 各反復法の収束までの反復回数と最少時間の反復回数（太字）
（r∗

0 = r0，前処理なし）
Table 4 Iterations and that with minimum computa-

tion time for convergence (r∗
0 = r0, non-

preconditioning).

パラメータ εr

解法 2.0 4.0 8.0 16.0 32.0 64.0

CGS × × × × × ×
TFQMR × × × × × ×
BiCGStab 1413 2930 - - 2313 -

GPBiCG 487 903 1315 1266 688 1526

BiCGStab2 544 888 1819 1031 627 2534

GPBiCG(1,2) 528 958 1515 1156 602 1432

(1,3) 580 914 1391 1003 595 1288

(1,4) 588 1039 1476 1037 619 1455

(1,5) 482 997 1420 964 714 1510

GPBiCG(2,1) 623 1118 2113 1209 744 3269

(3,1) 772 1244 2556 1644 869 4526

(4,1) 764 1396 2507 1551 1091 4003

(5,1) 799 1564 3214 2413 1000 2971

BiCGStab(2) 550 888 1510 1226 632 1722

(4) 360 600 740 564 460 840

(8) 328 552 552 448 400 704

(16) 304 512 544 432 400 768

表 5 各反復法の収束までの反復回数と最少時間の反復回数（太字）
（r∗

0 = r0，BJ 前処理）
Table 5 Iterations and that with minimum computation

time for convergence (r∗
0 = r0, BJ precondition-

ing).

パラメータ εr

解法 2.0 4.0 8.0 16.0 32.0 64.0

CGS × × × 171 94 144

TFQMR × × × 158 98 144

BiCGStab 971 446 - 673 190 -

GPBiCG 518 232 - 291 101 1449

BiCGStab2 724 244 - 306 111 -

GPBiCG(1,2) 560 263 - 338 111 -

(1,3) 556 223 - 269 114 -

(1,4) 586 230 - 333 113 -

(1,5) 601 247 - 365 110 -

GPBiCG(2,1) 626 257 - 327 127 -

(3,1) 600 266 - 410 120 -

(4,1) 726 280 - 435 139 -

(5,1) 786 320 - 444 140 -

BiCGStab(2) 530 226 - 334 106 -

(4) 428 192 3592 176 92 348

(8) 376 176 616 128 72 128

(16) 384 192 400 96 80 112

表 6 および表 7 は �∗
0 は擬似一様乱数を代入した

ときの結果である．従来よく用いられてきた �∗
0 = �0

という初期 Shadow残差ベクトルの与え方ではほとん

ど収束しなかった CGS，TFQMRが，この場合は逆

に最も速く収束に成功した．これは擬似一様乱数が固

有ベクトル成分を多く持つため収束性が堅固になった

ためと思われる6)．一方，これ以外の反復法について

は，�∗
0 = �0 の結果と比べてパラメータごとに収束性

表 6 各反復法の収束までの反復回数と最少時間の反復回数（太字）
（r∗

0 = 擬似一様乱数，前処理なし）
Table 6 Iterations and that with minimum computa-

tion time for convergence (r∗
0=random，non-

preconditioning).

パラメータ εr

解法 2.0 4.0 8.0 16.0 32.0 64.0

CGS 293 429 403 343 289 451

TFQMR 292 433 423 344 289 469

BiCGStab 1331 2670 3506 - 2952 -

GPBiCG 645 1008 1547 1445 1108 2425

BiCGStab2 468 758 1032 999 669 1269

GPBiCG(1,2) 474 744 1031 982 571 1448

(1,3) 480 770 1029 1004 650 1331

(1,4) 453 765 1003 1230 717 1430

(1,5) 486 755 925 1071 610 1319

GPBiCG(2,1) 545 864 1255 1698 747 1788

(3,1) 570 776 1501 2356 864 2585

(4,1) 635 1068 1668 2025 996 2027

(5,1) 734 1029 1839 1910 1119 2797

BiCGStab(2) 420 798 890 1160 576 1136

(4) 328 600 580 576 412 852

(8) 320 472 520 472 376 672

(16) 304 464 512 464 352 592

表 7 各反復法の収束までの反復回数と最少時間の反復回数（太字）
（r∗

0 = 擬似一様乱数，BJ 前処理）
Table 7 Iterations and that with minimum computation

time for convergence (r∗
0=random, BJ precondi-

tioning).

パラメータ εr

解法 2.0 4.0 8.0 16.0 32.0 64.0

CGS 338 196 254 89 64 91

TFQMR 337 196 257 89 64 91

BiCGStab 872 380 - 620 155 -

GPBiCG 606 236 - 309 105 -

BiCGStab2 674 260 - 285 115 -

GPBiCG(1,2) 605 237 - 254 116 -

(1,3) 620 233 - 311 119 -

(1,4) 612 217 - 305 112 -

(1,5) 633 225 - 326 114 -

GPBiCG(2,1) 735 242 - 355 114 -

(3,1) 786 266 - 397 130 -

(4,1) 849 300 - 422 130 -

(5,1) 858 276 - 396 126 -

BiCGStab(2) 562 232 - 316 120 -

(4) 416 200 3324 156 100 156

(8) 384 184 736 112 72 104

(16) 368 176 368 128 80 112
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が向上した場合とそうでない場合が混在する結果が得

られた．また，出発値の異なる擬似一様乱数の反復回

数への影響を調べるために，CGS法で εr = 32.0 に

対して出発値を変えて 40回実験をした．その結果，平

均反復回数は前処理なしで 287.7回，BJ前処理で同

64.95回であった．したがって，擬似一様乱数の出発

値の違いによる反復回数への影響は小さいと思われる．

BJ前処理の適用効果については，CGS，TFQMR

以外の反復法では，前述の結果とほぼ同じ傾向を示し

たが，CGSと TFQMRではごく少数の例外（たとえ

ば εr = 2.0のとき）を除いて反復回数が減少した．ま

た，表 3 の “その他”の欄に示した数字の中には BJ

前処理にかかる時間も含まれており，BJ前処理によ

る計算時間の増加の割合はきわめて小さいことが分か

る．以上のことから，初期 Shadow残差ベクトル �∗
0

に擬似一様乱数を代入する方法および BJ 前処理は，

CGSおよび TFQMRの反復回数を減少させるきわめ

て有用な方法であると判断できる．

図3および図4に比誘電率 εrに対する反復回数の変

化を示す．εr の値は理論的下限値である 1.0から 64.0
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図 5 CGS における収束の履歴（εr = 16）
Fig. 5 Convergence history of CGS method with εr = 16.

まで 0.2刻みで調べた．ただし，高い収束性を示した

CGS（�∗
0 = 擬似一様乱数のとき）と BiCGStab(16)

（�∗
0 = �0 のとき）の 2種類の反復法のみ結果を示す．

図中で前処理がない場合を実線で，前処理つきの場合

を点線で表示した．また，1 ≤ εr ≤ 3のときの反復回

数の変化の様子の拡大図を図の左上部に各々示す．εr

が大きいほど BJ前処理による反復回数の減少の度合

いが大きくなることが分かる．また，少数の例外であ

るが，εr = 1.6と 2.0のとき BJ前処理の効果が得ら

れなかったことも拡大図から分かる．

さらに，εr = 16 のときの CGS（�∗
0 = 擬似一様乱

数のとき）の収束の履歴を図 5 に示す．図において，

◦ 印は直接計算による行列–ベクトル積（“Standard

M-V”）を，実線は GRFMAによる行列–ベクトル積

（“M-V with GRFMA”）を行ったときの相対残差ノ

ルムを各々表す．ただし，◦ 印は反復 5回おきに表示

した．この結果から，2つの計算方法の違いによる残

差ノルムの差異は小さく，反復法の収束性に大きな影

響を及ぼしていないことが分かる．

以上の結果が示すように，電磁波散乱の問題では，

比誘電率 εr の大きさによらず，�∗
0 に擬似一様乱数を

代入しかつBJ前処理をすれば，もっと多数の誘電体円

柱が存在する大規模散乱問題でも，CGSと TFQMR

が有効であると思われる．

5.3 反復法で得られた近似解の精度の検証

CGS（�∗
0 = 擬似一様乱数のとき）で得られた近似

解の真の解に対する相対誤差および絶対誤差を表 8に

示す．ここで，相対誤差および絶対誤差は次の式で評

価した．行列–ベクトル積の計算に，GRFMAを適用

したときの解ベクトルを �FMA および直接計算を行っ

たときの解ベクトルを �直接 で各々表す．表から相対，

絶対誤差ともに十分な精度が得られたことが分かる．

相対誤差 =
||�直接 − �FMA||2

||�直接||2
, (8)

絶対誤差 = ||�直接 − �FMA||2. (9)
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表 8 GRFMA で行列–ベクトル積を求めた CGS 法の近似解の真
の解に対する相対誤差および絶対誤差

Table 8 Relative and absolute errors of approximate solu-

tions of CGS using GRFMA for matrix-vector.

前処理なし BJ 前処理
εr 相対誤差 絶対誤差 相対誤差 絶対誤差
2.0 6.98e − 12 4.75e − 10 1.71e − 11 1.16e − 09

4.0 9.37e − 12 6.99e − 10 9.36e − 12 6.98e − 10

8.0 1.58e − 11 6.60e − 10 1.58e − 11 6.60e − 10

16.0 1.29e − 11 5.51e − 10 1.29e − 11 5.50e − 10

32.0 1.41e − 11 6.39e − 10 1.41e − 11 6.35e − 10

64.0 1.53e − 11 6.24e − 10 1.55e − 11 6.50e − 10

6. お わ り に

多数の誘電体円柱による電磁波散乱問題を考え，境

界要素法を用いて数値計算を行った．連立 1次方程式

の求解を 7種類の反復法で行い，前処理の効果，収束

性，計算時間そして得られた近似解の精度を検証した．

テストした反復法の中では，初期 Shadow残差ベクト

ル �∗
0 に擬似一様乱数を代入しかつ BJ前処理付きの

CGSと TFQMRが比誘電率 εr を変動させても非常

に速く収束することが分かった．また，BiCGStab(8)

や BiCGStab(16)も高い収束性を示した．また，反復

法の中の行列–ベクトル積の計算に GRFMA を適用

し，GRFMAが高速でかつ精度も保持した優れた計

算法であることも検証した．今後は，GMRES系統の

反復法や他の前処理法についても研究する予定である．

なお，図 3と図 4において観察された反復回数の鋸

状の周期的な変動が起こる理由は誘電体内部の εr に

よる伝搬距離の変化と電磁波の周期性に関連があると

思われるが現在解析中である．今後の課題としたい．
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