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配線問題とSAT

　配線問題は，マスとマスを結ぶ線を「引く」か

「引かない」かという 0/1の判断の結果が正しい解

となっているかを判定する問題とみなせるので，比

較的単純に SAT問題に定式化することができる．

SATとは SATisfiabilityの略であり，通常は「充

足可能性」と訳される．多くの場合，命題論理式☆ 1

の充足可能性判定問題を SAT問題と呼び，SAT

問題を解くプログラムのことを SATソルバーと呼

ぶ．コンピュータ科学の視点から見ると，SAT問

題は NP完全問題であることが知られており，現

時点では問題のサイズに対して多項式時間で解ける

ことを保証したアルゴリズムは存在しない．しかし，

SAT問題を解く効率の良いアルゴリズムの研究は

非常に活発に行われており，特に今世紀に入ってか

らの性能向上は目覚ましいものがある．

　では配線問題を単純に SAT問題として定式化し

てそれを高速な SATソルバーで解けば問題は解決

か，というとそう簡単な話ではない．配線問題の

制約を命題論理式で表すやり方によって計算時間

が大きく変わってくるのである．本稿では DAシ

ンポジウムアルゴリズムデザインコンテストでこれ

までに得られた知見をもとに SATソルバーを用い

て配線問題を解く解法についての解説を行う．なお，

SAT 技術や配線問題の応用に関する過去記事 1），2）

も参照されたい．

☆ 1	 真 (1),	偽 (0)	の 2	値を取る変数の否定，論理積および論理和から作
られる論理式を命題論理式と呼ぶ．

グラフ問題としての定式化

　まず，ここでは配線問題をより数学的に定義する

ためにグラフ理論の言葉で定義を行う．配線領域は

格子グラフと考えることができる．格子グラフとは

節点が格子状にならんだグラフで上下左右の節点間

に枝が存在する．ここでは枝の向きは考慮しない（無

向グラフ）ものとする．図 -1 に元の配線問題と対
応するグラフを示す．

　図 -1(b) 中の節点は白い節点と黒い節点に分類さ
れる．このうち白い節点は元の問題の空のマスに対

応しており，黒い節点は元の問題の数字のマスに対

応している．以降，白い節点を「自由節点」，黒い

節点を「終端節点」と呼ぶことにする．同じ数字

を持つ終端節点は必ず 2個ずつ存在するものとす

る．このグラフ上での配線問題とは，互いに同じ数

字を持った終端節点のペアの間を結ぶ経路を求める

問題となる．以降，同じ数字を持った終端節点のペ

アを「ネット」と呼び，終端節点の数字を「ネット

番号」と呼ぶことにする．ここで経路とは同じ節点
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図 -1　配線問題と対応するグラフ
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に接続している枝の順列である．もちろん，1つの

枝が 2つ以上の異なる経路で用いられることはない

し，1つの節点上で 2つの経路が交差することも許

さない☆ 2．以降は配線問題をグラフ上で経路を求め

る問題として説明する．

SAT 問題へのエンコーディング

　SATソルバーは（命題）論理式を扱うので与え

られた問題を論理式の形で記述する必要がある．こ

の操作をエンコーディング (encoding) あるいは符
号化と呼ぶ．ほかの多くの問題の場合と同様にこの

エンコーディングにはいくつかのやり方が考えられ

るが，ここでは基本的な制約に対する典型的なやり

方を示す．まず配線問題の解である「経路」をどの

ように表すかを考えよう．

　定義より経路とはつながった枝の「順列」である

が，元のグラフと枝の「集合」が与えられればそこ

から経路を求めることは容易である．そこで，枝の

順列ではなく枝の集合によって 1つの経路を表す

ことができる．また，異なるネットに属する経路は

互いに交わることはなく，さらにその端にはネット

番号を持った終端節点が接続しているのでどのネッ

トに属しているかもあとから判別することができる．

つまり経路として用いられている枝の集合によって

解である経路を表すことができる．図 -1 の例では 

{ e6, e7, e8, e9, e11, e14, e16, e17, e18, e22, e23, e24 ｝ が解と

なる．これは，同図 (b) の太線で描かれた枝に対応
している．ただし，これは枝の集合であって順番に

意味がないことに注意されたい．これを SATの論

理式として記述するために，枝 eiが解として選ば

れるとき，真 (1) となる命題変数 xiを用意して配線

結果を表すことにする．

　次に，枝の集合が「経路」となっている条件を制

約で表現することを考えよう．まず経路の端つまり

☆ 2	 グラフ理論の言葉では「節点素な経路を求める問題」と言う．

順列における最初と最後の要素の場合を考える．も

ちろん経路の最初と最後の要素の枝と接続している

節点は終端節点である．ある終端節点 vaに 4つの枝

e1, e2, e3, e4が接続していると仮定する．すると，こ

の 4つの枝のうち解として選ばれるものはただ 1つ 

となる．これを論理式で表すと以下のようになる．

　　　　　　　  x1∨ x2 ∨ x3 ∨ x4  (1)

　　　　　　　　　　¬ x1∨¬ x2  (2)

　　　　　　　　　　¬ x1∨¬ x3  (3)

　　　　　　　　　　¬ x1∨¬ x4  (4)

　　　　　　　　　　¬ x2∨¬ x3  (5)

　　　　　　　　　　¬ x2∨¬ x4  (6)

　　　　　　　　　　¬ x3∨¬ x4  (7)

ここで，記号‘∨’ は「または」を表し，どちらか

一方でも真であれば式全体も真となるものである．

‘¬’ は「否定」を表し，対象の変数☆ 3が偽のとき，

真になるものである．これらの式のうち最初の式は

真となる変数が最低でも 1つある条件を表し，残り

の式が 2つ以上の変数が同時に真とならない条件

を表している．実際の SAT問題が解く論理式とは

これらすべての式の論理積（∧）を取ったものであ

る．つまり，同時にすべての式を真にする（充足す

る）変数の割り当てを求めることとなる．たとえば，

e4を経路として選択して残りの枝を選択しない場

合，(x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 1) となるが，これはす
べての式 (1) － (7) を満足している．一方，どの枝
も選ばれていない場合は (x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 0) 
となり式 (1) を満たすことができない．また，e1 と

e3の 2 つが選ばれた場合は (x1, x2, x3, x4) = (1, 0, 1, 

0) となって式 (3) が満たされない．
　次に経路の中間の枝の条件について考える．この

場合，経路上の連続した 2つの枝が同じ自由節点に

接続していることになる．逆に自由節点を中心に考

えると，接続している枝のうち経路として選ばれて

☆ 3	 一般的には論理式に対しても否定演算子がかかることがあるがここ
では否定演算子は変数にしか付かない．



234 情報処理 Vol.59 No.3 Mar. 2018　小特集　 LSI の配線問題─ DA シンポジウムの配線問題解法コンテスト─

小特集
Special Feature

いるのは 0 個あるいは 2個である．そこで，終端節

点の場合と同じように枝に対する命題変数を用いた

論理式として制約を作ることができる．ここでは紙

面の都合上，詳細は省略する．以上で枝の集合のな

かで「経路のようなもの」を表す条件はできた．今

ここで「経路のようなもの」と言った理由は 2つあ

る．1つはこの制約だけでは自由節点だけからなる

ループ経路ができてしまうことである．ただし，こ

のループは後述するようにあとで取り除いてしまえ

ばよい．もう 1つは深刻な問題で，この制約だけで

は異なるネットの終端節点が 1つの経路でつながっ

てしまうことを防げないということである．

　そこで補助的に新たな命題変数を導入することを

考える．これは各節点が何番目のネットの経路とし

て用いられているか（あるいは用いられていないか） 

を表すためのもので，命題論理という縛りがなけれ

ば各節点につき 1つずつ整数値を表す変数を導入す

ればよい．説明のためにこの仮想的な整数変数の場

合の制約式を以下に示す．今，枝 ei jによって節点

viと vjが隣接しているものとする．枝 ei jが経路と

して選ばれたことを表す命題変数を xi jとし，節点

vi, vjのネット番号を表す整数変数をそれぞれ li, lj

とする．

　　　　　　　　xi j ⇒ li=lj  (8)

ここで a ⇒ b は含意 (implication) を表し，¬ a∨

bと等価である．日本語で言い換えれば「もし aが

真なら bも真となる」ということになる．さらに終

端節点 lkのネット番号が Aである場合の条件とし

て以下の制約を作る．

　
　　　　　　　lk= A  (9)

これで同じネット番号を持つ終端節点が 1つの経

路で結ばれることとなる．残念なことに SATソル

バーは整数の変数を受け付けないので 0か 1かの 2

値の命題変数を（複数） 用いてエンコーディングす

る必要がある☆ 4．いま，ネット数を Kとすると経路

として用いられない場合も含めて K+1個の値を区

別する必要があるので最もコンパクトなエンコー

ディングは log2(K+1) 個の命題変数を用いた 2進

符号化である．単純に整数を 2進表現で表し各ビッ

トに命題変数を対応させればよい．「2つの整数が

等しい」と「2つの整数の 2進表現の各ビットが等

しい」は同値なので上の 2つの制約式はそのまま同

様の命題論理式に変換できる☆ 5．

　ネット番号に関してはもう 1つ「枝 ei jが経路と

して選ばれていないとき，両端の節点 viと vjが同

じネット番号を持つことはない」という制約を考え

ることもできる☆ 6．実はこちらの条件を 2進符号化

で表すのは少し面倒である．「2つの整数が等しく

ない」は「2つの整数の 2進表現のうち 1つ以上が

異なる」となってしまって各ビットごとに独立した

式で表すことができないからである．

　ネット番号の符号化のもう 1つの考え方として

K個の命題変数を用意するワンホット (one-hot) 符
号化も考えられる．これは同時にたかだか 1つの変

数しか真にならない符号化である．ある節点 vi に

対して bi1, bi2, …, biK という K個の変数を用意して

j番目のネットの経路として用いられたときに bijの

み 1にして残りの変数をすべて 0にする，もしも

経路として用いられなかった場合にはすべての変数

を 0にする，という符号化を行う．こうすることで

隣接している節点間のネット番号が異なるという条

件は各ビットごとに「両方の変数が共に 1にならな

い」，という条件で表すことが可能となる．ワンホッ

ト符号化の欠点は，必要な変数の数がネット数に比

例することである．2進符号化ではネット数の対数

（底は 2）なのでネット数が数十を超えるとその差

☆ 4	 述語論理の充足可能性判定問題を解く SMT（Satisfiability	Modulo	
Theories）ソルバーを用いれば整数変数の等式を扱うことも可能で
ある．興味ある読者は試してみてもらいたい．

☆5	 ただし，ビット数倍の式が必要となる．なお，a =	b は(¬ a∨ b)	∧	(a 

∨¬ b)	と同値．
☆6	 厳密にはこれは違反ではなく冗長な経路の条件であるが，アルゴリ

ズムデザインコンテスト 2017	では違反条件と定められている．
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は顕著となる．ただし簡潔な論理式が得られるので

変数の数の差がそれほど多くない場合にはワンホッ

ト符号化の方が有利な場合もある．

性能改善のためのヒューリスティック

　ここまでに述べたエンコーディングに追加の制約

条件を付加することで計算時間を短縮することを目

的としたヒューリスティック（発見的手法）が考案

されている．ここでヒューリスティックと呼んでい

るものは一種のエンコーディングの工夫である．な

ぜ，追加の条件を加えると速く解けることがあるの

か，ということに関してはさまざまな理由やケース

があり統一的に説明することは難しいが，下記の具

体的な例からその一端を汲み取ってほしい．

U字制約
　特に定まった命名規則はないので本稿では U 字

制約と称する（以下同様）．図 -2(a) における 4 つ

の枝のうち 3つ以上が同時に用いられることはな

い，という制約である．これは前述の「選ばれてい

ない枝の両端に同じネット番号が割り振られること

はない」，というルールのもとでは完全な制約であ

る☆ 7たとえば図中で a, d, cが経路として選ばれて

いる場合には前述のルール違反となる．もしこの

ルールがなかったとしても，bのみを選んで残りの

3つの枝を選ばない解があるのでこの制約を付加し

たことで配線可能な問題に対して「配線不能」と答

えることはない．

W字制約
　これも U 字制約の拡張で図 -2(b)において節点 Y

が終端でないときには a, c, f, g の 4つの枝が同時

には選ばれないという制約である．Yが終端でなく，

a, c, f, gが経路として用いられていた場合，その代

わりに b, eを経路として選んでも Xと Zを結ぶ経

路を作ることができるため，元の問題が配線可能の

場合にはこの制約を付加しても「配線不能」と答え

ることはない．

全マス使用制約
　これは一般的な配線問題というよりアルゴリズム

デザインコンテストで用いているオリジナルのナン

バーリンク問題が課している暗黙の制約と呼べるも

ので，すべての節点がいずれかの経路に用いられる

という制約である．もちろんこの制約を加えること

によって本当は答えがあるのに解なしという誤った

答えを出す場合もあるが，全マスを使う解が存在す

る問題に対しては圧倒的なスピードアップとなる

ことが多い．全マスを使う解がない問題に対して

もすぐに‘UNSAT（充足不能）’ と分かることが

多いので，最初にこの制約付きでトライしてみて

UNSATのときに次のヒューリスティックを試す

のが効果的と思われる．全マス使用制約は非常に単

純で自由節点に接続する枝の制約に関して「0個か

2個の枝が選ばれる」という条件を「常に 2個の枝

が選ばれる」に変更するだけでよい．

☆ 7	 ここでは制約を付加した問題が，元の問題で解がある場合には必ず
解を見つけることができる場合に「完全な制約」と呼んでいる．
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L	字制約
　これはナンバーリンクの問題でありがちなパター

ンに基づく制約で，図 -2(c) のように節点A におい

て L 字に折れ曲がる経路を許す条件として，内側

45度の方向の節点（図中の B1, B2, …）のいずれか

に終端節点があることを制約として加えるものであ

る．これはそうでない場合に B1, B2, B3のどれかの

節点が経路として用いられることがなくなって無駄

になってしまう，というアイディアに基づいている．

全マスを使用する解の場合にはこの制約は自動的に

満たされるが，この制約を満たしつつ全マス使用制

約を満たさない問題は存在するので全マス使用制約

よりは緩い制約である．ただし，この制約を満たさ

ない解が存在する問題もあるのでこの制約を加えて

解が求まらなかった場合にはこの制約を外して再度

試す必要がある．

解の出力

　配線問題をエンコーディングした論理式の変数の

中には元の配線問題に対する解を表す枝の選択の有

無を表す変数以外にも補助的に追加された変数が含

まれている．SATソルバーがこの論理式に対して

‘SAT’ と答えたときはこれらすべての変数に対す

る真偽の割り当てが決まった答え☆ 8が返される．そ

こから配線問題としての解を作るには，SATソル

バーの答えから枝の選択の有無の情報だけを取り出

し，その情報を用いて終端節点から選ばれた枝をた

どって経路を作ればよい（図 -1(b) 参照）．終端節
点から経路をたどることで自由節点のみからなる独

立したループ経路は自然と無視される．これだけで

配線問題の解としては正しい経路を求めることがで

きるが，多くの場合，配線問題はただ引ければよい

というのではなく「なるべく配線長を短く」とか「な

るべく折れ曲がり回数を少なく」という目的関数を

☆ 8	 モデルと呼ばれる．

持つ場合が多い．そこで現実的な手法としてはいっ

たん，SATソルバーを用いて可能解を得たあとで

これらの目的関数の値を最適化するように解を改

善する方法が考えられる．1つの具体的な方法とし

ては，SATで求められた解（経路集合）から 1つ

の経路を取り出し，その経路だけ「引き剥がし」て

「再配線」する手法が考えられる（図 -3）．この場
合，その他の経路が用いている節点および枝を使用

できなくしたグラフ上での経路探索問題となる．グ

ラフ上の最短経路を見つけるアルゴリズムや格子グ

ラフ上で最短かつ最小曲がりの経路を見つけるアル

ゴリズムは効率の良いものが知られている．図 -3 

の例ではまず経路 2を引き剥がし経路長と折れ曲が

りが最小となる経路を求める (b)，続いて経路 1 を

引き剥がして経路長と折れ曲がりが最小となる経路

を求めて最終結果 (c) を得る．

多層問題への拡張

　アルゴリズムデザインコンテストでは 2015年ま

では単層の配線問題を扱ってきた．これらの問題
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（a）初期解 （b）経路2の再配線結果

（c）経路1の再配線結果

図 -3　引き剥がし・再配線
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に対しては SATソルバーを用いた手法は相性が良

く，ほとんどすべての問題を一瞬で解くことができ

ている．2016年以降は問題が多層の配線問題に拡

張されている．ただし，2016年と 2017年ではルー

ルが少し異なっており，2016年の問題は異なる層

を結ぶ経路はあらかじめ定められたビア (via) をた
だ 1 回だけ用いるというルールであるのに対して，

2017 年の問題は任意の場所で異なる層間を結ぶこ

とができるルールとなっている．これはある意味多

層配線問題というより 3次元配線問題と呼ぶことが

できる．図 -4 (a) に 2016年のタイプの問題の例を

示す．これは 2 層の配線問題で，層をまたぐこと

のできる位置がビア（図中の 2重丸の節点）のみに

制限されている．ネットは全部で 3本あるが，この

うち層をまたいだネットは番号 1と 2の 2本であ

り，ビアも aと bの 2カ所である．この場合，ネッ

トとビアの組合せは 2 通りある，(1, a), (2, b) と (1, 

b), (2, a) である．ここで，前者の対応付けを選べば
図 -4(b) のような配線結果を得ることができる．一
方，後者の対応付けを選ぶと 1層目においてネット

3に阻害されてネット 1とビア bを結ぶことができ

ない．このように 2016年のタイプの問題は‘ネッ

トとビアの割り当て問題’ ＋‘複数の単層配線問題’ 

とみなすことができる．もちろん，ネットとビアの

割り当ての場合の数はネット数☆ 9（=ビア数） の階

乗だけ存在するが，ネット iがビア jに割り当てら

れたときに 1となる命題変数 vi jを導入することで

明示的にネットとビアの割り当てを行うことなくビ

ア割り当て問題と配線問題を 1つの SAT問題とし

て解くことが可能である．図 -4の例の場合，ビア

aがネット 1に対応するときに 1となる変数を v1a 

とし，ネットに対応するときに 1 となる変数を v2a 

とする．この 2つの変数が同時に 1 になることは

ないので，( ¬ v1a∨¬ v2a) という制約を追加して
おく．また，どちらか 1つは 1にならないといけな

☆ 9	 厳密には異なる層間を結ぶネットの数である．

いので (v1a∨ v2a) という制約も追加しておく．あと
はビア a の 1 層目，2 層目の節点に対するネット番

号の制約を v1a=1なら‘1’，v2a=1なら‘2’とい

うふうに条件付きにすれば残りの制約条件は単層の

配線問題とまったく同じものを用いることができる．

このように異なる種類の制約も論理式の形で表すこ

とができればひとかたまりの SAT問題として解く

ことができるというところが SATを用いた手法の

利点の 1つである．アルゴリズムデザインコンテス

トの例題を用いた実験ではこのやり方でビアを用い

た多層配線問題をうまく解くことができている．

　翻って 2017年の問題に対してはあまり結果が芳

しくない．その理由はいくつか考えられるが，1つ

は全マス制約やL字制約といったヒューリスティッ

クが 3次元配線問題の場合には効果的でないこと

である．これらの制約は平面上で配線する場合の特

徴から考え出されたものであり，配線経路が上下に

逃げることができる場合にはあまり有効には働かな

い．また，そもそも考慮しなければならないグラフ

の枝数が増えてしまうという要因もある．たとえば 
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図 -4　ビア付きの多層配線問題の例
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図 -4 の問題を 2017年のタイプの問題に変換するに

は 2つのビア aと bを取り去って，1 層目と 2 層目

のすべての節点の間に層をまたぐ枝を追加すればよ

い．すると枝の数は 25本増えることになる☆ 10．元々

の枝数は 80本であったのでこれは無視できない増

加である．

　2017 年に SATソルバーを用いたチームの 1つ

は，層の数を順次増やしながら解く手法を導入し，

この問題に対処している．

(1) i=1

(2) i層までについて，まだ結ばれてない数字のペア
だけを結ぶ部分問題を考え，求解する．

(3) 充足不能なら，すでに結んだ線のうち最長の線
を消して (2) に戻る．
(4) 充足可能の場合，iが層数に一致していれば終了．

そうでなければ i = i+1として (2) へ．

　これでもうまく解けない場合があるが，このよう

に部分問題に分割して解く方法も有効である．

今後の挑戦

　SATソルバーを用いる解法の利点は，その宣言

性と汎用性だ．基本的には問題に対する解の条件だ

けを宣言的に記述すればよい．また，配線問題だけ

でなくどのような問題にも対応できる．

　しかし，複雑な問題になるとさまざまな工夫が必

☆ 10	 ビア付きの場合にはビアの層間の枝は考慮する必要がない．

要になる．これは，どのような論理式で表すかとい

うエンコーディングの工夫だけではない．問題に条

件を追加したり，逆に条件を削除して緩和したりし，

SATソルバーを複数回使用する方法も有用だ．本

稿で述べた「全マス使用制約」などの制約を追加す

る方法や，層の数を順次増やしながら解く方法など

がそれに当たる．

　SATソルバーにおける技術も年々発展してい

る．たとえば，充足不能の場合にその直接的な原因

となっている節だけを取り出す方法なども開発され，

最適解の探索に利用されている．また，SATの拡

張であるMaxSAT，擬似ブール制約，SMT，ASP

（Answer Set Programming） などのソルバーの発

展も著しい．これらの手法の詳細については文献 1）

およびそれらと同じ特集に含まれているほかの記事

などを参照されたい．

　今回の多層配線問題に対する手法もまだまだ発展

可能だと思われる．読者諸氏の挑戦を期待したい．
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