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根付きクリークマイナーアルゴリズムの
設計と実験による評価

大塚 広夢†1,a) 玉木 久夫†1,b) 牧井 慶太朗†1,c)

概要：根付きクリークマイナー問題とは，グラフ Gとその頂点集合 Rが与えられた時に，G上に Rで根

付けされるクリークマイナーが存在するかを判定する問題である．この問題は，Bodlaenderと Kosterに

よって導入された，木幅に対し安全なセパレータの十分条件において重要な応用を持つ．本稿では，まず

根付きクリークマイナーが存在する必要条件について述べ，厳密アルゴリズムの設計を行い，これら必要

条件とアルゴリズムの実験的評価について述べる．
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1. はじめに

Rをグラフ Gの頂点集合とする．Gの Rで根付けされ

たクリークマイナーとは，対毎に隣接し，対毎に素な連結

集合の族で，どの要素も Rの頂点をちょうどひとつ含むよ

うなものをいう．根付きクリークマイナー問題とは，その

ような族が存在するかの判定を行う問題である．

この問題は木幅計算と安全なセパレータの概念を通して

次のように関連している．木幅に対する安全なセパレータ

とは，そのセパレータをクリークに補完してもグラフの木

幅が変わらないようなセパレータであり，木幅計算の対象

をより小さいグラフインスタンスに分解するために用い

る事ができる．根付けされたクリーク問題は，安全なセパ

レータの十分条件を与えるため重要である．[1]

木分解は例えばグラフの木幅をパラメータとした固定パ

ラメータアルゴリズムの設計などに利用できるため，素早

く最適な木分解を求めることは非常に重要である．しか

し，最適な木分解を求めることは NP困難であり，その木

分解の導出を早める上で重要な根付きクリークマイナー問

題も同様に NP困難である．

PACE(Parameterized Algorithms and Computational

Experiments Challenge)2017の玉木らの提出 [2] では，ク

リークマイナーによる十分条件を用いた安全なセパレータ

の検出を，発見的解法によって行なっている．本稿ではそ

の根付きクリークマイナー問題に対する必要条件を導入し，
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厳密解法としてバックトラックによるものと木分解上の動

的計画法を設計した．この必要条件の効果と，厳密解法と

先の発見的解法の比較を行い，その有用性を見て行く．

2. 準備

グラフを G，頂点集合を V (G)，辺集合を E(G) とす

る．ある頂点 v ∈ V (G) に対し，その隣接頂点集合を

NG(v) = {u ∈ V (G) | {u, v} ∈ E(G)}，閉隣接頂点集合を
NG[V ] = NG(v)∪{v}とする．ある頂点集合 U ⊆ V (G)に

対し，G[U ]を U によって誘導される部分グラフとし，U

の G上の閉隣接頂点集合を NG[U ] =
∪

v∈U (NG[v])，U の

G上の隣接頂点集合を NG(U) = NG[U ] \ U とする．
全ての頂点対が互いに隣接するグラフを完全グラフとい

い，頂点集合 U ⊆ V (G)が Gにおいてクリークであると

は G[U ]が完全グラフである時をいう．また，K(U)を U

を頂点集合とする完全グラフとする．

頂点集合 C が連結であるとは，全ての u, v ∈ C に対し

て，G[C]上に uと v の間のパスが存在するときをいい，

そのような C を連結集合と呼ぶ．またグラフGにおいて，

V (G)が連結である時，Gを連結グラフと呼び，極大で連

結な部分グラフのことを連結成分という．

頂点集合R ⊆ V (G)上の任意のグラフをHとする．Rの

各頂点で定義されるGの互いに素な連結集合の族 {Cv}v∈R

について，各頂点 v ∈ R に対して R ∩ Cv = {v} が成立
し，かつ各辺 {u, v} ∈ E(H)に対して x ∈ Cv, y ∈ Cu を

満たすある辺 {x, y} ∈ E(G) が存在するとき，グラフ H

は G の R で根付けされるマイナーであるという．ここ

で，族 {Cv}v∈R を H のマイナーモデルという．R で根
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付けされるあるマイナー H について，そのマイナーモ

デル {Cv}v∈R が
∪

v∈R Cv = V (G) を満たし，さらにそ

のマイナーモデルと Gの辺集合によって定義される集合

{{u, v} | {x, y} ∈ E(G), x ∈ Cu, y ∈ Cv}が E(H)と等し

いとき，マイナー H をフルマイナーであるという．Gの

Rで根付けされるマイナー H がクリークマイナーである

とは，H が完全グラフであるときをいう．

提案するアルゴリズムは，以下で述べる木分解（tree

decomposition）を用いる．

定義 1 Gの木分解 (T, {Xt}t∈V (T ))とは，木 T と T の各

ノード t ∈ V (T )によって定義される頂点集合 Xt ∈ V (G)

の族で，以下の条件を満たすものである．

( 1 )
∪

t∈V (T ) Xt = V (G)，

( 2 ) 任意の辺 {v, w} ∈ E(G)に対して，v, w ∈ Xt を満た

す t ∈ V (T )が存在し，

( 3 ) 任意の頂点 v ∈ V (G)に対して，ノードの集合 {t |∈ Xt}
は T において連結である．

ここで，族 {Xt}t∈V (T ) の各要素をバッグと呼ぶ．木分解

T の幅とは，全ての T のノード t ∈ V (T )における Xt の

大きさの最大値から 1減じた値であり，Gの木幅 tw(G)と

は，Gの全ての木分解の幅の最小値である．

3. 必要条件

この章では，根付きクリークマイナーが存在するための

必要条件について述べる．

グラフをG，その頂点集合をR ⊆ V (G)とする．R中の

異なる 2頂点 u, vの全ての組み合わせに対し，以下のいず

れかを満たすとき，RはGにおいてクリキッシュであると

いう．

( 1 ) u, v ∈ E(G)．

( 2 ) u, v ∈ NG(C)を満たす G[V (G) \ R]の連結成分 C が

存在する．

補題 1 Gに R ⊆ V (G)で根付けされるクリークマイナー

が存在するならば，Rは Gにおいてクリキッシュである．

証明. {Cv}v∈R を G の R で根付けされるクリークマイ

ナーのマイナーモデルとし，RがGにおいてクリキッシュで

ないと仮定する．異なる 2頂点 u, v ∈ Rで，{u, v} /∈ E(G)

かつ u, v ∈ NG(C) を満たす G[V (G) \ R] の連結成分 C

は存在しないようなものについて考える．マイナーの定

義より，x ∈ Cu かつ y ∈ Cv を満たす辺 {x, y} ∈ E(G)

が必ず存在し，uと v の間に内部頂点に R の頂点を含ま

ないようなパスが存在することを意味する．したがって，

u, v ∈ NG(C) を満たす G[V (G) \R]の連結成分 C が存在

しないことに矛盾する．よって，R はクリキッシュであ

る．

クリークを含むグラフの木分解に関して，以下の補題が

知られている．

補題 2 Gの頂点集合R ⊆ V (G)とする．G[R]が完全グラ

フであるならば，Gの任意の木分解においてRを含むバッ

グが存在する．

補題 2を用いて，次の補題が導ける．

補題 3 Gの Rで根付けされるクリークマイナーが存在す

るならば，tw(G) ≥ |R| − 1が成立する．

証明. {Cv}v∈R を G の R で根付けされるクリークマ

イナーのマイナーモデルとし，(T, {Xt}t∈V (T )) を G の

最適な木分解とする．ここで，(T, {Xt}t∈V (T )) の幅は

tw(G)と等しい．(T, {Xt}t∈V (T ))から，次の操作によって

(T, {X ′
t}t∈V (T ))を得る．各 X ′

t について，X ′
t := Xt と

する．さらに，各頂点 v ∈ Rについて，Xt∩Cv ̸= ∅を満た
す t ∈ V (T )についてX ′

t := (X ′
t \Cv)∪{v}とする．この

とき，各頂点 v ∈ Rについて，v ∈ Xtならば，かつそのと

きに限り，v ∈ X ′
t であるから，{t | v ∈ X ′

t}は T におい

て連結である．さらに，
∪

t∈V (T ) X
′
t = Rであり，クリー

クマイナーの存在より，各辺 {u, v} ∈ E(K(R))について，

x ∈ Cu かつ y ∈ Cv を満たす辺 {x, y} ∈ E(G)が存在する

から，木分解 (T, {Xt}t∈V (T ))において x, y ∈ Xtが存在す

る．よって，u, v ∈ X ′
tである．(T, {X ′

t}t∈V (T ))はK(R)

の木分解であり，上の操作で幅は増加しないから，その幅

は tw(G)以下である．補題 2より，tw(K(R)) ≥ |R| − 1

であるから，tw(G) ≥ |R| − 1である．

4. アルゴリズム

この章ではグラフ Gと頂点集合 R ⊆ V (G)が与えられ

た時，グラフ G上に Rで根付けされるクリークマイナー

が存在するかを判定するアルゴリズムとしてバックトラッ

クによるものと木分解上の動的計画法の二つを示す．

4.1 バックトラック

この節では根付きクリークマイナー問題の解法の一つと

してバックトラックアルゴリズムの設計を行う．各頂点

v ∈ V (G) \ Rについて Rの各頂点に対して定義される G

の互いに素な連結集合の族 {Cr}r∈R のどれに含めるかを

バックトラックによって網羅的に決定していく．またここ

ではどの {Cr}r∈R にも含まれていない頂点は頂点集合 U

に属しているものとする．

アルゴリズムの設計にあたり，以下の二つの補題を利用

する．

補題 4 R′ ⊆ Rとする．G上に Rで根付けされるクリー

クマイナーが存在する時，Gに R′ で根付けされるクリー

クマイナーが必ず存在する．

証明. マイナーモデルを {Cv}v∈R としたとき，{Cv}v∈R′
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は明らかにR′で根付けされるクリークマイナーのマイナー

モデルである．

補題 5 R′ = {r1, r2, . . . , ri−1} ⊂ Rとし，G上に R′ で根

付けされるクリークマイナーが存在するとする．GにRで

根付けされるクリークマイナーが存在するならば，連結集

合 Cri を決定した時，|N(Cri)∩U | ≥ |R| − iが成立する．

証明. m = |N(Cri) ∩ U | < |R| − iとする．まだ連結集

合を決定していない頂点 r ∈ (R \ R′)の個数は |R| − i個

存在するが，Cri が頂点 r のうち隣接できるのは高々 m

種類である．従って Cri と隣接できない頂点 r ∈ (R \ R′)

が少なくとも一つは存在するので，その連結成分 Cri を

もつマイナーはクリークマイナーになり得ない．よって

|N(Cri) ∩ U | ≥ |R| − iとなる必要がある．

これらの補題をバックトラックアルゴリズムの枝刈りの

条件として利用する．Rの部分集合R′ = {r1, r2, . . . , ri−1}
とし，r ∈ R′について連結集合 Cr が決定しているとする．

新たに頂点 ri の連結集合 Cri を決定した際，R′ ∪ {ri}で
根付けされるクリークマイナーがG上に存在しなければ補

題 4より枝刈りが行える．また |N(Cri) ∩ U | ≥ |R| − iで

なければ補題 5により枝刈りを行え，無駄な探索を抑える

ことができる．

以上の枝刈りを行うバックトラックアルゴリズムを非決

定性アルゴリズムを用いることで説明する．実際には全て

のパターンを探索し，いずれのパターンでも YESと答え

るケースがなければ答えは NOとなる．

以下のアルゴリズムでは，ある頂点 vを Cr または Cr̄ に

加えて行く．ここで，vを Cr̄ に加えることは vを Cr に加

えないことを意味する．これを行うことで，再び探索候補

の中に同一頂点が表れた際に重複した探索を行わないで済

むようになる．また，R上には全順序<が定義されている

ものとする．

このアルゴリズムによって作成された連結集合の族

{Cr}r∈R はグラフ Gのマイナーモデルで，YESと答えた

際にはクリークマイナーとなっている．逆に，クリークマ

イナーが存在する時，そのマイナーモデル通りに連結集合

を構成するアルゴリズム上のパスが確かに存在するのでこ

のアルゴリズムは YESと答え得る．

4.2 木分解上の動的計画法

ここでは，グラフGとその頂点集合 R ⊆ V (G)，Gの木

分解 T が与えられるとする．ここで，T は Rを含むバッ

グを持つと仮定する．GのRで根付けされるクリークマイ

ナーが存在するかを判定する木分解上の動的計画法を示す．

根ノード r ∈ V (T )において，Xr = Rである次のよう

に定義される好適な木分解を用いる．

定義 2 木分解 T が以下の条件を満たすとき，T は好適

Algorithm 1 グラフ G上に Rで根付けされるクリーク

マイナーが存在するかを判定する非決定性アルゴリズム
C0 ← V (G)

for 各頂点 r ∈ R を昇順に do

Cr ← Cr ∪ {r}
S ← NG(r)

while S ∩ C0 ̸= ϕ do

頂点 v ∈ S ∩ c0 を選ぶ
S ← S \ {v}
頂点 v を Cr または Cr̄ のどちらに加えるかを非決定的に選
択する
if 頂点 v を Cr に加えたとき then

S ← S ∪NG(v)

end if

end while

if S ∩ Cq = ϕ となるような q < r が存在する then

fail

end if

if |S ∩ Cr̄| < |{q ∈ R | q > r}| then
fail

end if

C0 ← C0 ∪ Cr̄

end for

answer YES

(nice)であるという．

任意の葉ノード l ∈ V (T )について，Xl = ∅であり，す
べての葉でないノード t ∈ V (T )は，次のいずれかである．

導入ノード: ノード tはひとつの子 t′を持ち，Xt = Xt′∪{v}
である v /∈ Xt′ が存在する．このとき頂点 v はノード

tで導入されるといい，tを導入ノードと呼ぶ．

忘却ノード: ノード tはひとつの子 t′を持ち，Xt = Xt′\{v}
である v ∈ Xt′ が存在する．このとき v はノード tで

忘却されるといい，tを忘却ノードと呼ぶ．

結合ノード: ノード t はふたつの子 t1, t2 を持ち，Xt =

Xt1 = Xt2 である．このとき tを結合ノードと呼ぶ．

好適な木分解 T とそのノード t ∈ V (T ) に対して，

Vt =
∪

t′∈V (Tt)
Xt′ とする．ここで，Tt は t を根とする

T の極大な部分木とする．

よく知られているように，Rを含む木分解から好適な木

分解への変換は可能である．以下では，根ノード rについ

て，Xr = Rである好適な木分解 T とする．

各 t ∈ V (T ) について，Ht を G[Vt] の Xt で根付けさ

れる全てのフルマイナーの集合とする．全ての葉ノード

l ∈ V (T )に対して，Hl は空のグラフのみを含む．アルゴ

リズムでは，木分解 T の各ノード tに対して，以下で述べ

るノードの種類に応じたその子供間の漸化式を用いて，Ht

を構築する．

ここで，R = Xr かつ G = G[Vr]より，以下の補題が明

らかに成立する．

補題 6 K(Xr) ∈ Hr ならば，かつそのときに限り，Gの

Rで根付けされるクリークマイナーが存在する．
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以下より，忘却ノード，導入ノード，結合ノードの順で

述べる．

4.2.1 忘却ノード

忘却ノード t ∈ V (T )とそのひとりの子供 t′ ∈ V (T )，忘

却頂点 v ∈ V (G)とする．ここで，Xt = Xt′ \ {v}である．

補題 7 Xt 上のグラフ H が G[Vt] の Xt で根付けされる

フルマイナーであるならば，かつその時に限り，G[Vt′ ]の

Xt′ で根付けされるフルマイナーH ′ が存在する．ここで，

H ′ は，H ′ 上で忘却頂点 vと隣接する頂点 uに対して，辺

{u, v}を uに縮約することによって H が得られるグラフ

とする．

証明. G[Vt]の Xt で根付けされるフルマイナー H とし，

そのマイナーモデル {Cx}x∈Xt
とする．H はフルマイナー

であり V (G[Vt])を分割するから，v ∈ Cu を満たす頂点 u

が存在する．Cv を G[Cu \ {u}]の v を含む連結成分とす

る．族 {C ′
y}y∈Xt′ を次のように定義する: 各 y ∈ Xt′ \{u}

に対して，C ′
y = Cy，C ′

u = Cu \ Cv，C ′
v = Cv とする．

得られた族 {C ′
y}y∈Xt′ は互いに素であり，各 x ∈ Xt′ につ

いて C ′
x ∈ {C ′

y}y∈Xt′ は連結であり，C ′
x ∩Xt′ = {x}で

ある．さらに，この族は V (G[Vt])を分離する．H ′ を Xt′

上のグラフで，{x, y} ∈ E(H ′)であるならば，かつその時

に限り，G[Vt]において C ′
x と C ′

y の間に辺が存在するグ

ラフとする．すると，H ′ は {C ′
y}y∈Xt′ をマイナーモデル

として持つフルマイナーであり，H は H ′ から {u, v}を u

に縮約することに得られるグラフである．

逆は自明である．

4.2.2 導入ノード

導入ノード t ∈ V (T )とそのひとりの子供 t′ ∈ V (T )，導

入頂点 v ∈ V (G)とする．ここで，Xt = Xt′ ∪{v}である．

補題 8 Xt 上のグラフ H が G[Vt] の Xt で根付けさ

れるフルマイナーであるならば，かつその時に限り，

NH(v) = NG[Vt](v) かつ H[Xt′ ] は G[Vt′ ] の Xt′ で根付

けされるフルマイナーである．

証明. G[Vt]のXtで根付けされるフルマイナーH のマイ

ナーモデル {Cx}x∈Xt
とする．NG[Vt](v) ⊆ Xtであるから，

Cv ∩Xt = {v}を満たす連結集合 Cv は {v}である．した
がって，H[Xt′ ]はマイナーモデルとして {Cx}x∈Xt′ を持つ

G[Vt\{v}]のフルマイナーであり，かつNH(v) = NG[Vt](v)

である．

逆を示すために，H を Xt′ 上のグラフで，NH(v) =

NG[Vt](v)を満たすものとし，G[Vt′ ]の Xt′ で根付けされ

るフルマイナー H[Xt′ ] が存在すると仮定する．さらに，

{Cx}x∈Xt′ を H[Xt′ ]のマイナーモデルとする．連結集合

Cv = {v}とする．G[Vt]において Cv と Cx に辺が存在す

るならば，かつその時に限り，x ∈ NG[Vt](v) = NH(v)であ

る．よって，{Cx}x∈Xt はH のマイナーモデルであり，し

たがって，H は G[Vt]の Xt で根付けされるフルマイナー

である．

4.2.3 結合ノード

結合ノード t ∈ V (T )とそのふたりの子供 t1, t2 ∈ V (T )

とする．

補題 9 Xt 上のグラフ H が G[Vt] の Xt で根付けされる

フルマイナーであるならば，かつその時に限り，G[Vt1 ]の

Xt1 で根付けされるフルマイナーH1とG[Vt2 ]のXt2 で根

付けされるフルマイナー H2 で，E(H) = E(H1) ∪ E(H2)

を満たすものが存在する．

証明. G[Vt]のXtで根付けされるフルマイナーH が存在

するとし，そのマイナーモデル {Cx}x∈Xt とする．ここで，

Xt = Xt1 = Xt2 であることに注意する．i = 1, 2に対し

て，{Cx ∩ Vti}x∈Xti
は明らかに G[Vti ]のマイナーモデル

である．H はフルマイナーであるから，{x, y} ∈ E(G[Vti ])

かつ x ∈ Ciu, y ∈ Civ を満たすならば，{u, v} ∈ E(H)で

ある．したがって，{Cix}x∈Xti
をマイナーモデルとしても

つG[Vti ]のフルマイナーHiが存在する．ここで，i = 1, 2

である．

逆を示すために，G[Vti ] の Xti で根付けされるフル

マイナー Hi が存在するとして，そのマイナーモデル

{Cix}x∈Xti
とする．ここで，i = 1, 2 とする．Xt 上の

グラフ H を E(H) = E(H1) ∪ E(H2) を満たすものとす

る．{x, y} ∈ E(G[Vt])で，{x, y} ∈ E(G[Vti ])とする．H1

と H2 はフルマイナーであるから，x ∈ Ciu, y ∈ Civ な

らば，{u, v} ∈ E(Hi) ⊆ E(H)が存在する．したがって，

{C1x ∪ C2x}x∈Xt をマイナーモデルとする G[Vt]の Xt で

根付けされるフルマイナーが存在する．

5. 性能評価

PACE2017 Track:A Treewidth[3] の公開インスタンス

100個に対して玉木らによって提出されたプログラム [2]

を動かし，その中で出てきた根付きクリークマイナー問題

のうち，厳密に解く意義のあると思われる頂点数が元グラ

フの半分以下のものをインスタンスとして作成した．我々

の提案した必要条件とアルゴリズムをこれらのインスタン

スに対して適用することで実験的評価を行った．

実験を行うにあたり，各インスタンスに対し以下の補題

を用いて問題分割を行う．

補題 10 Gのクリキッシュ R ⊆ V (G)とし，G[V (G) \R]

の連結成分の族 C とする．さらに，C 上の
( 1 ) 同一である，または，

( 2 ) 隣接頂点の共通部分が Gのクリークでない，

という 2項関係の m個の推移閉包の同値類 C1, . . . , Cm と
する．このとき，GのRで根付けされるクリークマイナー

が存在するならば，かつそのときに限り，1以上m以下の
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各整数 iについて，G[NG[
∪

C∈Ci
C]]のNG(

∪
C∈Ci

C)で根

付けされるクリークマイナーが存在する．

証明. G の R で根付けされるクリークマイナーのマイ

ナーモデル {Cv}v∈R とする．1以上m以下の整数 iとし，

U =
∪

C∈Ci
C とする．このとき，{Cv ∩ NG[U ]}v∈NG(U)

は G[NG[U ]]の NG(U)で根付けされるクリークマイナー

のマイナーモデルと主張したい．そのために，任意の 2

つの異なる頂点 u, v ∈ NG(U)とする．uと v が隣接して

いるならば主張は成立するから，u と v は隣接してない

とする．u, v ∈ NG(C) を満たす全ての連結成分 C ∈ C
は，u と v が隣接していない事実より，C ⊆ U である．

よって，x ∈ Cu ∩ NG[U ]かつ y ∈ Cv ∩ NG[U ]を満たす

{x, y} ∈ E(G[NG[U ]])が存在する．さらに，各 v ∈ NG(U)

について，Cv ∩ NG[U ]は G[NG[U ]]において連結である

から，したがって，G[NG[U ]]のNG(U)で根付けされるク

リークマイナーが存在する．

逆を示すために，1以上m以下の整数 iとし，Ci につい
て，U =

∪
C∈Ci

C とする．G[NG[U ]]の NG(U)で根付け

されるクリークマイナーの存在を仮定する．Ci, . . . , Cm が
互いに素であることと，クリークマイナーの存在より，各

u, v ∈ NG(U)について，uから v への内部頂点に Rの頂

点を含まないパスが存在する．したがって，GのRで根付

けされるクリークマイナーが存在する．

実験環境は次の通りである．CPU: Intel Core Xeon

2.20GHz RAM: 1024GB, OS: Ubuntu 14.04 LTS, Trusty

Tahr, プログラミング言語: Java 1.8, JVM: 1.8.0 131, 最

大ヒープサイズ: 24GB．

5.1 必要条件による効果

生成された根付きクリークマイナー問題のインスタンス

73780個に対し，各時間ごとに 3節で述べた必要条件を満

たさなかったインスタンスがどの程度存在したかを表 1に

示す．なお，finish,cond,cliquish,twはそれぞれ必要条件の

判定が終わったものの個数，必要条件のうちいずれかの必

要条件を満たさなかったものの個数，クリキッシュの条件

により必要条件を満たさなかったものの個数，木幅の条件

により必要条件を満たさなかったものの個数を表すものと

する．また，制限時間は各必要条件の判定にかけた時間で

ある．

表 1 必要条件の効果
時間 (ms) finish cond cliquish tw

1 0 0 0 0

10 21471 6290 32 6284

100 66335 18831 235 18810

1000 71578 19222 269 19195

10000 73551 19266 284 19229

50000 73780 19269 284 19232

50000msかけることでどのインスタンスに対しても必要

条件の判定が終了した．表 1より，100ms程度で 9割のイ

ンスタンスで判定が終わっており，最終的に必要条件を満

たさなかったもののほとんどが 100msで検出できている

ため，必要条件の判定に 100ms程度なら時間をかける意味

があると言える．

内訳を見てみると今回生成されたインスタンスについて

はクリキッシュによる条件で判定できたものは少なかっ

た．他のグラフに対してもこの傾向が表れるかは調べてみ

る価値があるだろう．逆に木幅による条件で問題を削減で

きた例は非常に多かった．よって厳密な木分解が行えるよ

うな小さな問題に対しては木幅を求める意味は十分にある

と言える．

5.2 発見的解法 vs 本アルゴリズム

5.1節の必要条件を満たした 54511インスタンスに対し，

今回提案した厳密解法の性能を測るために，玉木らのアル

ゴリズム [2]によって利用されてる発見的解法と比較した．

10ms,100ms,10000msの制限時間を設け，いくつYESと答

えられたかをそれぞれ表 2,3,4に示す．厳密アルゴリズム

にかける時間は制限時間を半分に分け，バックトラックと

木分解上の動的計画法に割り振り，どちらか一方でも YES

と答えたものをカウントした．また，木分解上の動的計画

法にかかった時間には木分解を行う時間も含まれている．

表 2 発見的解法と厳密解法の比較 (制限時間 10ms)

頂点数 インスタンス数 発見的解法 厳密解法

[0, 10] 33764 31691 32748

[11, 25] 9949 5866 5199

[26, 50] 4391 1434 766

[51, 100] 3249 1257 649

[101, 200] 1819 492 41

[201,∞) 1339 394 62

[0,∞) 54511 41134 39465

表 3 発見的解法と厳密解法の比較 (制限時間 100ms)

頂点数 インスタンス数 発見的解法 厳密解法

[0, 10] 33764 31692 32827

[11, 25] 9949 5882 7482

[26, 50] 4391 1891 1376

[51, 100] 3249 1547 861

[101, 200] 1819 798 40

[201,∞) 1339 619 76

[0,∞) 54511 42429 42383

表より，発見的解法は 100msで YESと答えるものは全

て終わっていることがわかる．厳密解法の結果を見てみる

と，頂点数が少ない時は時間内に終わるものは多いが頂点

数が 25 程度でも完全に終わる事が難しいことが分かる．

それよりも頂点数が多いものについてはアルゴリズムが終
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表 4 発見的解法と厳密解法の比較 (制限時間 10000ms)

頂点数 インスタンス数 発見的解法 厳密解法

[0, 10] 33764 31692 32827

[11, 25] 9949 5882 7614

[26, 50] 4391 1891 1512

[51, 100] 3249 1547 973

[101, 200] 1819 798 83

[201,∞) 1339 619 112

[0,∞) 54511 42429 43121

了せず，結果を正しく判定できないものが多くなり発見的

解法に負けてしまっていることが分かる．

次に，発見的解法では YESと答えられなかったが厳密

解法では YESと答えられた個数を表 5に示す．ここで使

われている時間は先ほど同様二つの提案アルゴリズムに半

分ずつ割り当て，どちらか一方でも YESと答えられたも

のをカウントしている．

表 5 厳密解法のみが YES と答えたもの
頂点数 10ms 100ms 10000ms

[0, 10] 1119 1135 1135

[11, 25] 360 1320 1732

[26, 50] 54 297 337

[76, 100] 6 83 117

[101, 200] 1 5 24

[201,∞) 1 1 12

[0,∞) 1541 2841 3357

表 4では僅差で厳密解法が発見的解法に合計数で勝利し

ていたが，表 5を見てみると発見的解法で YESと答えら

れなかった見逃しを多く発見できていることが分かる．こ

のことから発見的解法では見つけることのできなかった根

付きクリークマイナーがまだまだ多く残されていることが

分かる．

5.3 バックトラック vs 木分解上の動的計画法

次に，バックトラックアルゴリズムと木分解上の動的計画

法の比較を行う．5.1節の必要条件を満たした 54511インス

タンスに対し，各制限時間ごとにバックトラックと木分解上

の動的計画法がYESと答えた数，NOと答えた数をそれぞ

れ表 6,7に示す．なお，表中に現れる bt,btonly,tdp,tdponly

はそれぞれバックトラックアルゴリズムが答えた個数，バッ

クトラックアルゴリズムのみが答えた個数，木分解上の動

的計画法が答えた個数，木分解上の動的計画法のみが答え

た個数を表すものとする．

木分解上の動的計画法では 10msでは実行が終わりきら

ないものが多いが 100ms程度かければ多くの問題が解け

るようになることが分かる．逆にバックトラックは比較的

早い段階で実行が終わるものは多いが，そのあと時間をか

けても解けるようになる問題はそこまで多くはならない．

総じて見てみると木分解上の動的計画法の方が解ける問

表 6 YES

time(ms) bt btonly tdp tdponly

10 40643 12406 28646 409

100 41685 886 41774 975

1000 42156 268 42770 882

10000 42509 293 42908 692

表 7 NO

time(ms) bt btonly tdp tdponly

10 2473 1367 1286 180

100 2947 10 4337 1400

1000 3269 18 4580 1329

10000 3465 2 6434 2794

題の数が多く，特に NOと答えたものについては顕著で，

バックトラックは NOと答えるのが苦手だということが分

かる．

6. 終わりに

今回実験に用いたインスタンスでは，100ms 必要条件

に用いることで 25%のインスタンスを削減できたため，

必要条件による効果は大きかったと言える．一方，厳密

解法と発見的解法について，根付きクリークマイナー

が検出できた個数で比較すると，厳密解法にかかる時間

が大きかったため，その優位性を強く示すことはできな

かった．しかし表 4,5より，発見的解法では YESと答え

られたなかったものの中でも 100ms 程度かけるだけで

23(2841/(54511− 42429)× 100)%もの根付きクリークマイ

ナーが検出できた．そのため，発見的解法で NOと答えた

ものに対し厳密解法を使うことで，見逃した根付きクリー

クマイナーを検出するのが有効であると言える．

グラフサイズの大きい問題については，厳密解法では時

間がかかりすぎて検出するのが難しいため，発見的解法の

検出精度を上げることが肝要である．今回利用した発見的

解法の精度を上げるほか，他の発見的解法を考え，元の発

見的解法とを組み合わせることで根付きクリークマイナー

の見逃しを少なくすることが考えられる．また，発見的解

法で全ての根付きクリークマイナーを検出することは難し

いので，特にグラフサイズの小さな問題で見逃したものに

ついては厳密解法で発見するのが重要である．しかし本稿

の厳密解法では 25頂点程度で実行が終了するのに時間が

かかるインスタンスが多く存在した．厳密解法の実行速度

を良くするために，バックトラック，木分解上の動的計画

法の両アルゴリズムについて，無駄な探索を抑えるために

枝刈り条件を他にも見つけるといった改善が必要になるだ

ろう．
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