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大規模原子力流体コードにおける省通信 GMRES 法の収束性改善

手法の検証 
 

伊奈拓也†1 井戸村泰宏†1 真弓明恵†1 山田進†1  
 

概要：エクサスケールコンピュータでは逐次演算性能の飛躍的向上により集団通信がボトルネックにな

ることが指摘されている. クリロフ部分空間法では基底ベクトルの直交化に集団通信を必要とするため

エクサスケールコンピュータでストロングスケールを達成することが困難になる.この問題の解決策と

して省通信 GMRES が提案されている.省通信 GMRES では一度に複数の基底ベクトルを生成してまとめ

て直交化することで集団通信の回数を削減するが,基底ベクトルの線形独立性が崩れると収束性が悪化

する.本研究では基底ベクトルの生成方法と QR 分解の手法を適切に選択することで収束性を改善する. 
 
キーワード：並列計算, クリロフ部分空間法 

 

Verification of convergence improvement methods for the 
communication-avoiding generalized minimal residual method on a 

large scale nuclear fluid code 
 

Takuya Ina†1 Yasuhiro Idomura†1 Akie Mayumi†1 Susumu Yamada†1 
 
 

Abstract: On exascale computers, collective communications become a major bottleneck due to dramatic improvement of 
computational performance. Because collective communications are necessary for the orthogonalization process of the basis 
vectors in Krylov subspace methods, it is difficult to achieve strong scaling on exascale computers. To resolve this issue, the 
communication avoiding generalized minimal residual method (CA-GMRES) has been proposed. CA-GMRES reduces the 
number of collective communications by first generating multiple basis vectors and then orthogonalizing them at once. However, 
when basis vectors lose their linear independence, the convergence becomes worse. This study improves the convergence 
characteristics for CA-GMRES by a proper choice of generation methods for basis vectors and QR decomposition methods. 
 
Keywords : parallel computing ,Krylov subspace  
 

1. はじめに   

 クリロフ部分空間法では基底ベクトルの直交化のために

集団通信を必要とするが，エクサスケールスーパーコンピ

ュータではメニーコアプロセッサによる演算処理の高速化

により，集団通信がボトルネックになることが問題になっ

ている.そのため，集団通信の回数を減らすアルゴリズムと

して省通信GMRES法[1]が提案されている．省通信GMRES
法は一度に複数の基底ベクトルを生成することで集団通信

の回数を減らすアルゴリズムである．しかし，一度に多く

の基底ベクトルを生成した場合は線形独立性が崩れやすく

収束性を悪化させてしまう問題がある．直交多項式を用い

て基底ベクトルを生成することで線形独立性を保ち収束性

の悪化を防ぐ方法が知られている．また，省通信 GMRES
法では基底ベクトルの QR 分解を精度よく行うことで直交

化したベクトルの線形独立性を確保して収束性の悪化を防

ぐことも可能である．大規模原子力流体コード GT5D[2]を
対象に上記の基底ベクトル生成手法と QR 分解改善手法を
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組み合わせ，収束特性の検証を行う． 

2. GT5D 

 GT5D はプラズマ乱流とプラズマ粒子分布関数の時間発

展を移流拡散方程式とポアソン方程式から構成される第一

原理モデルに基づいて計算するプログラムである．GT5D
において も計算時間がかかる部分は移流拡散方程式の移

流項の計算である．移流項𝒢𝒢の式を示す． 

 𝒢𝒢[𝑓𝑓] = −𝐔𝐔1 ∙
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝐑𝐑 − 𝑈𝑈2

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑣𝑣||

 (1)  

移流項𝒢𝒢は 3 次元の位置微分と 1 次元の速度微分の項で表

される．粒子分布関数 f の時間積分に半陰的ルンゲ・クッ

タ方を適用するため上記移流項が与える非対称疎行列の連

立一次方程式を解く必要があり，前処理なし一般化共役残

差法を使用している．文献[3]では一般化共役残差法と省通

信 GMRES 法の性能比較が行われ，省通信 GMRES 法の優

位性が報告されている．  

3. 省通信 GMRES 法 

 省通信 GMRES 法のアルゴリズムを図 1 に示す.省通信
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GMRES 法は一般に知られるリスタート付き GMRES 法と

同じ収束性を持つ.一度に複数の基底ベクトルを生成して

直交化プロセスで通信削減型の QR 分解を利用することで

集団通信回数を削減する.省通信 GMRES 法では QR 分解か

ら得られる上三角行列Rのみが必要であり直交行列Qは不

要である．解ベクトルxi+1の更新時にQiyiの計算が必要とな

るが，Qi = ViRi
−1の関係を利用することでti = Ri

−1yi，Vitiと
2 回の行列ベクトル積を計算することでQiを陽に計算せず

に解ベクトルxi+1を更新する.これにより，演算数とメモリ

アクセス数を削減する[3]． 
 
𝐁𝐁 = [𝐞𝐞𝟐𝟐,𝐞𝐞𝟑𝟑, … , 𝐞𝐞𝐬𝐬+𝟏𝟏]  
𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟 𝐢𝐢 = 𝟎𝟎, … ,𝐮𝐮𝐮𝐮𝐮𝐮𝐢𝐢𝐮𝐮 ‖𝐟𝐟𝐢𝐢‖  < 𝛆𝛆  𝐝𝐝𝐟𝐟  
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⎝

⎜
⎛
𝐙𝐙𝟏𝟏
𝐙𝐙𝟐𝟐
⋮
𝐙𝐙𝐬𝐬
𝐙𝐙𝐬𝐬+𝟏𝟏⎠

⎟
⎞ =

⎝

⎜
⎛
𝛃𝛃
𝟎𝟎
⋮
𝟎𝟎
𝟎𝟎⎠

⎟
⎞  
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図 1 省通信 GMRES 法アルゴリズム 
 

3.1 基底ベクトル 
(1) 単基底 
 単基底では基底ベクトルを 

Κ = [𝑞𝑞,𝐴𝐴𝑞𝑞,𝐴𝐴2𝑞𝑞, … ,𝐴𝐴𝑠𝑠𝑞𝑞] 
と生成する．単基底では𝐴𝐴𝑠𝑠𝑞𝑞を計算するため数値誤差によ

り基底ベクトルの線形独立性が崩れやすく収束性を悪化さ

せやすい． 
 

(2) ニュートン基底 
 ニュートン基底では基底ベクトルの生成に前反復のヘッ

センベルグ行列ℌの固有値を用いる．しかし，非対称実行

列の固有値は一般に複素数であるため生成される基底ベク

トルが複素数になってしまう．非対称実行列の固有値は実

数あるいは複素共役であるため，Modified Leja ordering[1]
により基底生成に用いる固有値の並びを複素共役対が連続

に並ぶように並べ替えることで複素数の計算を回避して基

底生成を行う. 
 ニュートン基底では基底ベクトルを次のように生成す

る.  
Κ = [𝜌𝜌0(𝐴𝐴)𝑞𝑞,𝜌𝜌1(𝐴𝐴)𝑞𝑞,𝜌𝜌2(𝐴𝐴)𝑞𝑞, … ,𝜌𝜌𝑠𝑠(𝐴𝐴)𝑞𝑞] 
𝜌𝜌0(𝐴𝐴) = 1, 𝜌𝜌1(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴𝜌𝜌0(𝐴𝐴) − 𝛼𝛼0𝜌𝜌0(𝐴𝐴) 

𝜌𝜌𝑗𝑗(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴𝜌𝜌𝑗𝑗−1(𝐴𝐴) − 𝛼𝛼𝑗𝑗−1𝜌𝜌𝑗𝑗−1(𝐴𝐴) − 𝛽𝛽𝑗𝑗−2𝜌𝜌𝑗𝑗−2(𝐴𝐴) 

𝛼𝛼𝑗𝑗 = 𝑅𝑅𝑅𝑅[𝜃𝜃𝑗𝑗],𝛽𝛽𝑗𝑗 = �−𝐼𝐼𝐼𝐼[𝜃𝜃𝑗𝑗]2
0   𝜃𝜃𝑗𝑗 = 𝜃𝜃𝑗𝑗+1 

𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑅𝑅𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑅𝑅
 

基底変換行列𝐵𝐵は 

𝐵𝐵 =

⎝

⎜
⎜
⎛
𝛼𝛼0 𝛽𝛽0
1 𝛼𝛼1

1 ⋱ 𝛽𝛽𝑠𝑠−3
𝛼𝛼𝑠𝑠−2 𝛽𝛽𝑠𝑠−2

1 𝛼𝛼𝑠𝑠−1
1 ⎠

⎟
⎟
⎞

 

である. 
 ニュートン基底を生成する際にほぼ同値な固有値を連続

して用いた場合には,生成される基底は単基底と同様に線

形独立性が崩れやすく収束性を悪化させる．これらの問題

を回避するために Modified Leja ordering により固有値の順

番を複素平面上の距離が遠くなるように並べ替える必要が

ある. 
 Modified Leja ordering のアルゴリズムを図 2 に示す．

Modified Leja ordering は並べ替える n 個の固有値に共役複

素数を含む場合は虚数部が正の固有値に続いて共役な固有

値が並ぶように事前に並べ変えておく必要がある.加えて

固有値の多重度を判定しておく必要がある. 
 
Input : n unique eigenvalue 𝐳𝐳𝟏𝟏,𝐳𝐳𝟐𝟐, … , 𝐳𝐳𝐮𝐮ordered so that any complex 
eigenvalue only occur consecutively in complex conjugate pairs 
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𝐳𝐳𝐤𝐤, 𝐳𝐳𝐤𝐤+𝟏𝟏 = 𝐳𝐳𝐤𝐤���,with Im(𝐳𝐳𝐤𝐤) > 0 and Im(𝐳𝐳𝐤𝐤+𝟏𝟏) < 0 
Input : Each eigenvalue 𝐳𝐳𝐤𝐤 has multiplicity 𝛍𝛍𝐤𝐤 
 
𝐂𝐂 = 𝟏𝟏  
𝐋𝐋𝐞𝐞𝐮𝐮 𝐤𝐤 𝐛𝐛𝐞𝐞 𝐮𝐮𝐜𝐜𝐞𝐞 𝐮𝐮𝐞𝐞𝐍𝐍𝐬𝐬𝐮𝐮 𝐢𝐢𝐮𝐮𝐝𝐝𝐞𝐞𝐱𝐱 𝐥𝐥 𝐦𝐦𝐍𝐍𝐱𝐱𝐢𝐢𝐦𝐦𝐢𝐢𝐳𝐳𝐢𝐢𝐮𝐮𝐜𝐜  �𝐳𝐳𝐥𝐥�  
𝛉𝛉𝟏𝟏 = 𝐳𝐳𝐤𝐤 ;  𝐟𝐟𝐮𝐮𝐮𝐮𝐋𝐋𝐢𝐢𝐬𝐬𝐮𝐮(𝟏𝟏) = 𝐤𝐤  
𝐢𝐢𝐟𝐟( 𝐈𝐈𝐦𝐦(𝐳𝐳𝐤𝐤) ≠  𝟎𝟎)𝐮𝐮𝐜𝐜𝐞𝐞𝐮𝐮  
   𝛉𝛉𝟐𝟐 = 𝐳𝐳𝐤𝐤+𝟏𝟏 ;  𝐟𝐟𝐮𝐮𝐮𝐮𝐋𝐋𝐢𝐢𝐬𝐬𝐮𝐮(𝟐𝟐) = 𝐤𝐤 + 𝟏𝟏  
   L=2 
𝐞𝐞𝐮𝐮𝐬𝐬𝐞𝐞  
   L=1 
𝐞𝐞𝐮𝐮𝐝𝐝𝐢𝐢𝐟𝐟  
𝐍𝐍𝐜𝐜𝐢𝐢𝐮𝐮𝐞𝐞  𝐋𝐋 <  𝐮𝐮 𝐝𝐝𝐟𝐟  
   𝐂𝐂′ = 𝐂𝐂  

   𝐂𝐂 = ∏ �𝛉𝛉𝐋𝐋 − 𝛉𝛉𝐥𝐥�
𝛍𝛍 𝐟𝐟𝐮𝐮𝐮𝐮𝐋𝐋𝐢𝐢𝐬𝐬𝐮𝐮(𝐥𝐥)

𝐋𝐋𝐋𝐋−𝟏𝟏
𝐥𝐥=𝟏𝟏    

   𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟 𝐥𝐥 = 𝟏𝟏, … ,𝐮𝐮 𝐝𝐝𝐟𝐟  
      𝐳𝐳𝐥𝐥 = 𝐳𝐳𝐥𝐥

𝐂𝐂′ 𝐂𝐂  
      𝛉𝛉𝐥𝐥 = 𝛉𝛉𝐥𝐥

𝐂𝐂′ 𝐂𝐂  
   𝐞𝐞𝐮𝐮𝐝𝐝 𝐝𝐝𝐟𝐟  
   𝐋𝐋𝐞𝐞𝐮𝐮 𝐤𝐤 𝐛𝐛𝐞𝐞 𝐮𝐮𝐜𝐜𝐞𝐞 𝐮𝐮𝐞𝐞𝐍𝐍𝐬𝐬𝐮𝐮 𝐢𝐢𝐮𝐮𝐝𝐝𝐞𝐞𝐱𝐱 𝐤𝐤 𝐢𝐢𝐮𝐮 {𝟏𝟏, … ,𝐮𝐮} ∖ 𝐟𝐟𝐮𝐮𝐮𝐮𝐋𝐋𝐢𝐢𝐬𝐬𝐮𝐮 𝐦𝐦𝐍𝐍𝐱𝐱𝐢𝐢𝐦𝐦𝐢𝐢𝐳𝐳𝐢𝐢𝐮𝐮𝐜𝐜  
   ∏ �𝐳𝐳𝐤𝐤 − 𝛉𝛉𝐥𝐥�

𝛍𝛍 𝐟𝐟𝐮𝐮𝐮𝐮𝐋𝐋𝐢𝐢𝐬𝐬𝐮𝐮(𝐤𝐤)𝐋𝐋−𝟏𝟏
𝐥𝐥=𝟏𝟏   

   𝛉𝛉𝐋𝐋+𝟏𝟏 = 𝐳𝐳𝐤𝐤 ;  𝐟𝐟𝐮𝐮𝐮𝐮𝐋𝐋𝐢𝐢𝐬𝐬𝐮𝐮( 𝐋𝐋+ 𝟏𝟏) = 𝐤𝐤  
   𝐢𝐢𝐟𝐟( 𝐈𝐈𝐦𝐦(𝐳𝐳𝐤𝐤) ≠  𝟎𝟎)𝐮𝐮𝐜𝐜𝐞𝐞𝐮𝐮  
      𝛉𝛉𝐋𝐋+𝟐𝟐 = 𝐳𝐳𝐤𝐤+𝟏𝟏 ;  𝐟𝐟𝐮𝐮𝐮𝐮𝐋𝐋𝐢𝐢𝐬𝐬𝐮𝐮( 𝐋𝐋+ 𝟐𝟐) = 𝐤𝐤 + 𝟏𝟏  
      L=L+2 
   𝐞𝐞𝐮𝐮𝐬𝐬𝐞𝐞  
      L=L+1 
   𝐞𝐞𝐮𝐮𝐝𝐝𝐢𝐢𝐟𝐟  
   𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟 𝐥𝐥 = 𝟏𝟏, … ,𝐮𝐮 𝐝𝐝𝐟𝐟  
      𝛉𝛉𝐥𝐥 = 𝐂𝐂 𝛉𝛉𝐥𝐥 
   𝐞𝐞𝐮𝐮𝐝𝐝 𝐝𝐝𝐟𝐟  
𝐞𝐞𝐮𝐮𝐝𝐝 𝐍𝐍𝐜𝐜𝐢𝐢𝐮𝐮𝐞𝐞  

図 2 Modified Leja ordering アルゴリズム 
 

3.2  QR 分解 
(1) CholeskyQR 
 CholeskyQR[ 4 ] のア ル ゴ リズ ムを 図  3 に 示す．

CholeskyQR は行列積と Cholesky 分解で構成されるため演

算密度の高い QR 分解であるが，得られる直交行列の直交

性が悪い．通信回数は𝑉𝑉𝑇𝑇𝑉𝑉の総和通信 1 回である. 
 
𝐁𝐁 = 𝐕𝐕𝐓𝐓𝐕𝐕  
𝐂𝐂𝐜𝐜𝐟𝐟𝐮𝐮𝐞𝐞𝐬𝐬𝐤𝐤𝐲𝐲 𝐝𝐝𝐞𝐞𝐜𝐜𝐟𝐟𝐦𝐦𝐩𝐩𝐟𝐟𝐬𝐬𝐢𝐢𝐮𝐮𝐢𝐢𝐟𝐟𝐮𝐮(𝐁𝐁)  
𝐐𝐐 = 𝐕𝐕𝐑𝐑−𝟏𝟏  

図 3  CholeskyQR アルゴリズム 
 

(2) CholeskyQR2 
 CholeskyQR2[ 5 ] のアルゴリズムを図  4 に示す．

CholeskyQR2 は CholeskyQR で得られた直交行列に対して

CholeskyQR を行う QR 分解である．CholeskyQR2 は 2 回の

CholeskyQR を計算するため CholeskyQR よりも演算量が増

加しているが得られる直交行列の直交性が改善する．通信

回数はVTVとQ1TQ1の総和通信 2 回である. 

 
𝐁𝐁𝟏𝟏 = 𝐕𝐕𝐓𝐓𝐕𝐕  
𝐑𝐑𝟏𝟏
𝐓𝐓𝐑𝐑𝟏𝟏 = 𝐂𝐂𝐜𝐜𝐟𝐟𝐮𝐮𝐞𝐞𝐬𝐬𝐤𝐤𝐲𝐲 𝐝𝐝𝐞𝐞𝐜𝐜𝐟𝐟𝐦𝐦𝐩𝐩𝐟𝐟𝐬𝐬𝐢𝐢𝐮𝐮𝐢𝐢𝐟𝐟𝐮𝐮(𝐁𝐁𝟏𝟏)  

𝐐𝐐𝟏𝟏 = 𝐕𝐕𝐑𝐑𝟏𝟏
−𝟏𝟏  

𝐁𝐁𝟐𝟐 = 𝐐𝐐𝟏𝟏
𝐓𝐓𝐐𝐐𝟏𝟏  

𝐑𝐑𝟐𝟐
𝐓𝐓𝐑𝐑𝟐𝟐 = 𝐂𝐂𝐜𝐜𝐟𝐟𝐮𝐮𝐞𝐞𝐬𝐬𝐤𝐤𝐲𝐲 𝐝𝐝𝐞𝐞𝐜𝐜𝐟𝐟𝐦𝐦𝐩𝐩𝐟𝐟𝐬𝐬𝐢𝐢𝐮𝐮𝐢𝐢𝐟𝐟𝐮𝐮(𝐁𝐁𝟐𝟐)  

𝐐𝐐𝟐𝟐 = 𝐐𝐐𝟏𝟏𝐑𝐑𝟐𝟐
−𝟏𝟏  

𝐕𝐕 = 𝐐𝐐𝟏𝟏𝐑𝐑𝟏𝟏 = 𝐐𝐐𝟐𝟐𝐑𝐑𝟐𝟐𝐑𝐑𝟏𝟏 = 𝐐𝐐𝐑𝐑  
𝐐𝐐 = 𝐐𝐐𝟐𝟐  
𝐑𝐑 = 𝐑𝐑𝟐𝟐𝐑𝐑𝟏𝟏  

図 4  CholeskyQR2 アルゴリズム 
 

(3) TSQR 
 TQSR[6]はハウスホルダーQR 分解を基にする直交性の

良い QR 分解である．ハウスホルダーQR 分解のアルゴリ

ズ ム を 図  5 に 示 す ． 桁 落 ち を 防 止 す る た め に

‖𝐀𝐀(𝐢𝐢:𝐦𝐦, 𝐢𝐢)‖𝐞𝐞𝐢𝐢(𝐢𝐢:𝐦𝐦)の符号を𝐀𝐀(𝐢𝐢:𝐦𝐦, 𝐢𝐢)と同符号に置き替える

アルゴリズムも存在するが，省通信 GMRES 法は導出の過

程で上三角行列の対角成分が正であることを仮定している

ため ‖𝐀𝐀(𝐢𝐢:𝐦𝐦, 𝐢𝐢)‖𝐞𝐞𝐢𝐢(𝐢𝐢:𝐦𝐦) の符号は負でなければならな

い.LAPACK 等の数値計算ライブラリのハウスホルダーQR
分解を利用した場合は上三角行列の対角成分に負の値が混

じることが原因で計算が破綻する場合がある. 
 実装した TSQR は各プロセスが Sequential TSQR でロー

カルな QR 分解を行い,各プロセスの三角行列を Parallel 
TSQR で縮約を行う方法である.通信は Parallel TSQR の三

角行列の縮約による二分木通信と縮約した三角行列の全プ

ロセスへの送信が必要になる. 
 ローカルなQR分解としてSequential TSQRの代わりに一

回のハウスホルダーQR 分解を用いることも可能であ

る.Sequential TSQR はブロック化して QR 分解を行うため

演算数はハウスホルダーQR 分解よりも増加する .しか

し,QR 分解する行列がキャッシュに収まらない場合, ハウ

スホルダーQR 分解ではメモリアクセス数が Sequential 
TSQR よりも増加する. 
 
𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟𝐟 𝐢𝐢 = 𝟏𝟏, … ,𝐮𝐮 𝐝𝐝𝐟𝐟  
   𝐲𝐲𝐢𝐢(𝐢𝐢:𝐦𝐦) = 𝐀𝐀(𝐢𝐢:𝐦𝐦, 𝐢𝐢) − ‖𝐀𝐀(𝐢𝐢:𝐦𝐦, 𝐢𝐢)‖𝐞𝐞𝐢𝐢(𝐢𝐢:𝐦𝐦) 

   𝐮𝐮𝐢𝐢 = 𝟐𝟐
(𝐲𝐲𝐢𝐢(𝐢𝐢:𝐦𝐦),𝐲𝐲𝐢𝐢(𝐢𝐢:𝐦𝐦)) 

   𝐐𝐐𝐢𝐢 = (𝐈𝐈 − 𝐮𝐮𝐢𝐢𝐲𝐲𝐢𝐢(𝐢𝐢:𝐦𝐦)𝐲𝐲𝐢𝐢(𝐢𝐢:𝐦𝐦)𝐓𝐓) 
   𝐀𝐀(𝐢𝐢:𝐦𝐦, 𝐢𝐢) = 𝐐𝐐𝐢𝐢𝐀𝐀(𝐢𝐢:𝐦𝐦, 𝐢𝐢) 
enddo 

図 5 ハウスホルダーQR 分解アルゴリズム 
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図 6 Sequential TSQR における三角行列の縮約 

 

図 7 Parallel TSQR における三角行列の縮約 

4. 性能測定 

4.1 計算環境 
 性能測定は日本原子力研究開発機構が所有する大型計算

機 ICE-X を利用した.ICE-X の諸元を表 1 に示す. 
 性能測定は問題サイズ 160×160×32×92 として ICE-X 2 ノ

ード使用して計測した. 
表 1 ICE-X 諸元 (1 ノード) 

プロセッサ Intel Xeon E5-2680 v3 × 2 
コア数 12 × 2 
メモリ[GB] 64 
キャッシュ[MB] 30 × 2 
理論演算性能(倍精度) 
[Gflops] 

960 

ストリームバンド幅[GB/s] 116.64 
アーキテクチャ Haswell 
SIMD 幅[bit] 256 
コンパイラ intel compiler 

16.0.1 
コンパイラオプション -O3 -mcmodel=large  

-qopenmp -align array64byte 
-no-prec-div -xHost  

 

4.2 測定結果 
(1) 基底ベクトル 
 単基底の省通信 GMRES 法の収束履歴を図 8 に示す. QR
分解として CholeskyQR を使用した.ここで，省通信ステッ

プ数 s は省通信 GMRES 法のリスタート長と等しくなるよ

うに設定した．s=22 以下では単調に残差が減少していくが

s=23 以上では収束が鈍くなる.s=30 では残差が増加する反

復も生じており反復回数が s=22 よりも増加している.一般

的にリスタート付き GMRES 法ではリスタート長を大きく

すると収束性が向上するが，単基底の省通信 GMRES 法で

は s=23 以上で基底ベクトルの線形独立性が崩れてしまい

収束性が悪化している. 

 
図 8 単基底の収束履歴 (CholeskyQR) 

 

 ニュートン基底の省通信 GMRES 法の収束履歴を図 9 に

示す. QR 分解として CholeskyQR を使用した.ニュートン基

底では Modified Leja ordering による固有値の並べ替えを行

わない場合は s が 36 で計算が破綻してしまう.適切に固有

値を並べ替えることで線形独立性が崩れにくくなり s が 37
まで大きくなる.固有値の並べ替えをしても s が 38 以上で

は計算が破綻する. 
 s=22の 1回あたりの基底ベクトル生成時間を表 2に示す.
ニュートン基底では単基底と比べて 2 回の DAXPY が増え

るため基底生成時間は単基底よりも増加する. 

 
図 9 ニュートン基底の収束履歴 (CholeskyQR) 

 

表 2 1 回あたりの基底ベクトル生成時間(s=22) 
 単基底 ニュートン基底 

計算時間 [ms] 414 497 
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(2) QR 分解 
 QR 分解の理論性能評価を表 3 に示す.理論性能の評価は

ルーフラインモデルを用いた[7].省通信 GMRES 法では QR
分解で直交行列の計算は不要であるため CholeskyQR では

1 回の行列積で良いが, CholeskyQR2 は 3 回の行列積を計算

する必要がある.そのため CholeskyQR2 の理論計算時間は

CholeskyQR の 3 倍程度になる.修正グラムシュミットは上

三角行列を計算するために直交行列を計算する必要がある

ため理論計算時間が も大きくなる.ローカルな QR分解と

してハウスホルダーQR を用いる TSQR ではキャッシュに

QR 分解する行列が収まらないためメモリアクセスが

Sequential TSQR よりも増加している. 
 性能測定結果を表 4 に示す. 基底生成は単基底を使用し

た.計算時間は CholeskyQR の性能が も良いが直交性が

も悪い.今回の問題では単基底で s=22 でも収束性の悪化は

ないため直交性は悪いが線形独立性が保たれていると考え

られる. も直交性の良い QR 分解はローカルな QR 分解を

Sequential TSQR で計算した TSQR である.直交性が良いた

め s を増やしても線形独立性が崩れにくく s を伸ばすこと

ができる.計算時間についても CholeskyQR に次いで良い. 
 図 10 に s=35 の場合の省通信 GMRES 法の収束履歴を示

す. 基底生成は単基底を使用した. CholeskyQR は s=30 の場

合よりもさらに収束性が悪化している. TSQR (Sequential 
TSQR) は 収 束 性 が 悪 化 す る こ と な く 収 束 し て い

る.CholeskyQR2 は若干の収束性の悪化がみられるが TSQR 
(Sequential TSQR)とほぼ同等な収束を示している. 
 

表 3 1 回あたりの QR 分解の理論性能性能評価(s=22) 
 演算数 

[Flop] 
メモリ 
参照量 
[Byte] 

理論計算時間 
[ms] 

修正グラムシュミット 1056 8272 2832 
CholeskyQR 552 184 85 

CholeskyQR2 1656 552 254 
TSQR (Sequential TSQR) 1058 184 105 

TSQR (ハウスホルダーQR) 1058 7400 2538 

 

表 4 1 回あたりの QR 分解時間(s=22) 
 計算時間

[ms] 
直交性 

‖𝑄𝑄𝑇𝑇𝑄𝑄 − 𝐼𝐼‖ 
修正グラムシュミット 3336 3.03 × 10−9 

CholeskyQR 89 1.52 × 10−6 
CholeskyQR2 251 6.87 × 10−10 

TSQR (Sequential TSQR) 233 1.47 × 10−10 
TSQR (ハウスホルダーQR) 2733 2.96 × 10−9 

 

 
図 10 省通信 GMRES 法の収束履歴(省通信ステップ数

s=35) 
 

(3) 線形独立 
 s=30 において生成した基底ベクトル V と直交化した基

底ベクトル Q のランクを図 11 に示す.ランクは特異値から

算出した.単基底+CholeskyQR では V, Q どちらのランクも

基底ベクトルの本数(s+1)と一致していないため線形独立

が崩れている.ニュートン基底+CholeskyQR では V, Q のラ

ンクが共に基底ベクトルの本数と一致しているため線形独

立が保たれている.単基底+CholeskyQR2 では V の線形独立

が崩れているがQのランクが基底ベクトルの本数と一致す

る た め 線 形 独 立 が 保 た れ て い る . 同 様 に 単 基 底

+TSQR(Sequential TSQR)においても V の線形独立は崩れて

いるが Q の線形独立は保たれている. 
 図 12に s=30の省通信 GMRESの収束履歴を示す.直交化

した基底ベクトルの線形独立性が保たれていない場合は収

束性の悪化が確認できる. 
 

 
図 11 基底ベクトルのランク(省通信ステップ数 s=30) 
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図 12 省通信 GMRES 法の収束履歴(省通信ステップ数

s=30) 
 

(4) 省通信 GMRES 法 
 単基底省通信 GMRES法の性能測定結果を表 5,ニュート

ン基底省通信 GMRES法の性能測定結果を表 6,性能比較結

果を図 13,収束履歴を図 14 に示す.省通信ステップ数は収

束が悪化しない範囲で 大のものを使用した .単基底と

CholeskyQRを組み合わせた省通信GMRES法が も計算時

間が短い結果になった.今回の問題は条件の良い行列であ

るため収束性の悪化が s=23 まで生じないことに加え,計算

ノードが 4 ノードと少なく集団通信による影響が小さいこ

とが要因である. 
 条件の悪い行列では収束性の悪化が小さい省通信ステッ

プ数でも生じると予想されるため,ニュートン基底や直交

性の良い QR 分解を利用しなければ省通信ステップ数を伸

ばすことが難しくなる.数千ノードを用いる大規模並列計

算では集団通信のコストが支配的になるため省通信ステッ

プ数を伸ばすことが難しい単基底や CholeskyQR では性能

が頭打ちになることが予想される. 
 

表 5 単基底省通信 GMRES 法の性能測定結果 
 Cholesky 

QR 
Cholesky 

QR2 
TSQR 

(Sequential TSQR) 
省通信ステップ数 22 35 36 

反復回数 638 630 648 

基底生成 [ms] 12004 11908 12670 
QR 分解 [ms] 2431 10094 10957 

省通信 GMRES 法 
[ms] 

17702 24737 26447 

 

表 6 ニュートン基底省通信 GMRES 法の性能測定結果 
 Cholesky 

QR 
Cholesky 

QR2 
TSQR 

(Sequential TSQR) 
省通信ステップ数 37 53 54 

反復回数 629 636 648 

基底生成 [ms] 14132 14239 14819 
QR 分解 [ms] 3427 15138 15930 

省通信 GMRES 法 
[ms] 

20271 31839 33242 

 

 
図 13 省通信 GMRES 法性能測定結果 

 

 
図 14 省通信 GMRES 法収束履歴  

 

5. おわりに 

 本研究では大規模原子力流体コード GT5D に省通信

GMRES 法を適用し収束性を調査した.ニュートン基底を用

いて基底ベクトルを生成する場合に Modified Leja ordering
により固有値を並べ替えることで収束性が改善することを

示した. QR 分解の直交行列の直交性を向上させることで

収束性が改善した.計算性能は線形独立性が崩れやすい単

基底と直交性の悪い CholeskyQR を用いた省通信 GMRES
法が も良い結果になった.大規模並列計算では集団通信

のコストが支配的になるため線形独立性が保たれやすいニ

ュートン基底や直交性の高い QR 分解を使用した省通信ス

テップ数 s を伸ばしやすい省通信 GMRES 法の計算性能が

よくなると予想される.大規模並列計算での性能測定及び

収束の加速と省通信 GMRES 法を適用可能な問題を増やす

ためにリスタート時の初期値改善手法であるデフレーショ

ン[8],look-back[9][10]を適用することが今後の課題である. 
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