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複数ばねによる質点の一次元運動シミュレーションに対する

Multigrid Reduction in Time の有効性の評価 
 

藤戸宙希†1	 金子重郎†1	 藤井昭宏†1	 田中輝雄†1	 鷲尾巧†2	 岩下武史†3 
 

概要：近年の大規模計算機は，多数の演算コアによる並列度の向上によって高性能化が計られている．そしてこの高

並列性を活用するため，空間内だけでなく，時間方向における並列性の抽出が注目されており，この手法のひとつと
して MGRIT が提案されている．この手法は，時間方向を一定間隔に区切ることで並列性を抽出しつつ，時間間隔を
粗くすることにより階層構造を生成し，未来の時間ステップに情報を効率良く伝播させる手法である．しかし，複数

の周波数成分を有する振動問題において，周期が MGRIT の有効性に与える影響は知られていない．そこで，本研究
は複数の周期が含まれるような１次元のバネによる質点運動シミュレーションにMGRITを適用し，評価を行なった．
この結果，粗くなる時間幅と運動の最小周期が MGRIT の反復回数を決定することが判明し，レベル数を大きく取る
と解を安定に求められないが，一定に抑えることにより安定に解けることが明らかとなった．そして，レベル数に制
約をつけた安定な条件においても，MGRITが逐次より高速になることが確認できた． 
 

キーワード：時間積分，MGRIT，マルチグリッド 
 
 

1. はじめに  

	 近年の大規模計算機は，多数の演算コアによる並列度の

向上によって高性能化が実現されている[1]．しかし，従来

の時間発展型方程式の解法は，空間内のみ並列に計算を行

う．つまり，空間内での並列性がすでに十分利用されてい

た場合，計算機の高並列性を持て余してしまう．したがっ

て，この高並列性を活用するため，時間軸方向における並

列性の抽出を検討する必要がある． 

	 時間軸方向で並列性を抽出する手法として Parareal 法が

J.-L. Lionsらにより考案され[2][3]，多様なアプリケーショ

ンへの適用を行いやすくする枠組みとして R. D. Falgoutら

により Multigrid Reduction in Time (MGRIT) が提案された

[4][5]．これは，連立一次方程式向けの解法であるマルチグ

リッド法[6]を Parareal法に適用した手法とみなすことがで

きる． 

	 MGRIT の適用や効果に関してはいくつかの検証がなさ

れており，高並列環境においては従来の逐次解法よりも高

速に計算可能であると報告されている[7][8][9]．特に，R. D. 

Falgoutらによって，圧縮性流体力学シミュレーションの実

アプリケーションに MGRIT を適用し，逐次解法よりも高

速に計算可能となった例も報告されている [10] ．しかし，

物体の振動など，複数の周波数成分を有する振動を伴う問

題に対し，周期が MGRIT の有効性に与える影響は知られ

ていない． 

	 そこで，本研究は複数の周波数成分を有する振動を伴う

問題に対し MGRIT を適用し，粗くなる時間幅と周期との

関係性による収束性の変化，時間ステップ数が大きくなっ

ても収束に要する MGRIT の反復回数が一定となる条件，

MGRITの有用性に関する評価を行なった． 

                                                                    
 †1工学院大学	 	  
   Kogakuin University	 	  
 †2 東京大学大学院新領域創成科学研究科	  
   Graduate School of Frontier Sciences, The University of Tokyo	 	  

	 本論文の流れは，まず，2 章においてマルチグリッド法

について， 3章において MGRITについての説明を行う．

4 章で適用対象の問題を定式化する流れを示し，5 章にて

数値実験とその結果について述べる． 

2. マルチグリッド法 

2.1 マルチグリッド法について 

	 マルチグリッド法は，複数階層による離散化を行うこと

で微分方程式を高速に解くためのアルゴリズムである．格

子を用いて離散化した偏微分方程式に対する反復解法は，

格子サイズと同じ誤差が効率よく減衰し，長波長の誤差は

減衰しにくいことが知られている[11]．マルチグリッド法

では，細かい格子と粗い格子を組み合わせて使用すること

で，各波長の誤差を一様に減衰することが可能となる．こ

れにより解の収束が早く，大規模問題向けの解法として用

いられている． 

	 マルチグリッド法のアルゴリズムは，以下に述べるよう

なものである．まず，与えられた問題について緩和法と呼

ばれる計算を適用し近似解を求める．近似解を求めたのち，

近似解についての残差を計算し，問題を粗くする．粗くし

た問題と残差を用いて残差方程式を構成し，補正解を計算

する．そして，補正解を近似解に足しこみ，近似解を更新

する． 

	 問題を粗くする処理や，近似解の更新に用いる階層構造

には様々な形が存在する．この階層構造を用いることで，

マルチグリッド法は近似解を真の解に近づけていく． 

	 マルチグリッド法は様々な問題で一般化することが可能

であり，双曲型偏微分方程式の時間発展解や，時間依存型

の偏微分方程式に適用することもできる．  
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2.2 Full Approximation Scheme multigrid(FAS) 
	 マルチグリッド法には，非線形問題に対応した Full 

Approximation Scheme Multigrid（FAS）と呼ばれる手法があ

る[12]．マルチグリッド法を構成する階層構造として V-

Cycleを用いた FASを図 1に示す．右下についている添え

字がそのレベルの番号を表し，この数字が大きいほど，格

子間隔が大きく，粗い問題となっている．またここで，サ

イクルのうち最も数字の大きいレベルを，サイクルの最下

層を呼ぶこととする．  

	 本研究で扱うばねの振動問題は線形だが，非線形問題に

も対応可能なよう，FASを用いることとした． 

 
図 1  FAS Multigrid V-Cycle 

 

3. Multigrid Reduction in Time(MGRIT)  

3.1 MGRIT について 
	 従来の時間積分では，時間発展する問題を逐次解法で時

間積分しており，ある時間ステップの解を得るためには，

ひとつ前の時間ステップにおける解が必要となる．つまり，

すべての時間ステップにおいて時間軸方向に依存性が存在

するため，並列化方向が空間軸方向に限定される． 

	 それに対して本研究で取り扱う MGRIT では，時間軸方

向に対しある一定間隔で逐次性を緩和する．これにより時

間ステップごとの依存性が部分的に切れるため，時間軸方

向の並列性が抽出できるようになる． 

	 そして，緩和を行った時間軸方向に対し，マルチグリッ

ド法を用いて時間軸方向を粗くすることで格子点を減らす．

これにより，過去の格子における情報を未来の格子に伝わ

りやすくする．また，階層構造の各レベルにおいて用いる

緩和法として，細格子緩和法および粗格子緩和法と呼ばれ

る緩和法を組み合わせて使用する． 

3.2 粗格子に関する方程式の生成 

	 ここで，問題を時間軸方向に粗くする理論について述べ

ていく．MGRITは陰解法にも適用できるが，ここでは簡

単のため陽解法を用い説明する．まず，時間軸方向の問

題として，以下のような偏微分方程式を仮定する． 

𝑢" 𝑡 = 𝑓 𝑡, 𝑢 𝑡 	, 	𝑢 0 = 𝑔*	, 	𝑡 ∈ 0, 𝑇 																(3.1) 
𝑁が時間軸方向の問題サイズ（全タイムステップ数），

𝑢(𝑡)を離散化したものを𝑢3(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁)，𝑇を最終時間，時間
ステップ幅を𝛿𝑡 = 𝑇/𝑁とし，１つ前の時間ステップ用いて
(3.1)を離散化すると 

𝑢* = 𝑔*	, 	𝑢3 = Φ	 𝑢39: + 𝑔3	 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 											 3.2 	  

となる．(3.2)で表れるΦ は現在の時間ステップから次の時

間ステップの解を得るときに使用するもので，𝛿𝑡を用いて
生成する．(3.2)を時間ステップ毎に並べると(3.3)が得られ

る．(3.3)は細格子に関する方程式であり，特に𝑓が線形な関
数であるときΦ	 𝑢39: = Φ	𝑢39:で表される ． 

𝐴 𝒖 =

𝐼 		 	 	
−Φ	 𝐼 		 		
	 	 ⋱ 	 ⋱ 	 	

	 −Φ	 𝐼

𝑢*
𝑢:
⋮
𝑢C

=

𝑔*
𝑔:
⋮
𝑔C

= 𝒈	 3.3 	 

(3.1)の数値的な解は， 3.3 を前進代入で時間発展させ
ることにより得ることができる． 

ここで，∆を粗格子を表す記号とし，粗格子率を表す正
数を𝑚，𝑁∆ = 𝑁/𝑚, ∆𝑇 = 𝑚𝛿𝑡とする．各レベルでの𝑢，𝑔を
𝑚個飛ばしに抜き出し,	 3.3 を時間軸方向に粗くすること
で	 3.4 が得られる． 	 3.4 は粗格子に関する方程式であり，
マルチグリッド法における粗いレベルの問題に相当する． 

	 𝐴∆ 𝒖∆ =

𝐼	 		 	 	
−Φ∆ 	𝐼	 		 		
	 	 ⋱ 	 ⋱ 	 	

	 −Φ∆ 𝐼

𝑢∆,*
𝑢∆,:
⋮

𝑢∆,C∆

= 𝒈∆	 3.4  

時間軸方向をある一定間隔𝑚により逐次性を切ること
で，時間軸方向の並列性が抽出できるようになる．また，

問題を粗くすることで下のレベルでは∆𝑡が𝑚倍され，問題
の解き方が粗くなる．しかし，格子点が減ることによって

過去の格子点からの情報が，同じ時間幅に対し少ないステ

ップ数で伝わる． 

3.3 粗格子点と細格子点 
	 前の節では問題を粗くする概要を説明したが，ここでは

実際にどのように時間軸方向に問題を粗くするのかを述べ

ていく． 

	 時間軸を粗くする際，MGRIT では図 2 のように時間軸

方向を粗格子点と細格子点に分類する．粗格子点は初期時

間𝑡*を基準に，𝑚（粗格子率）時間間隔で定める．そして，
粗格子点に挟まれた点を細格子点とする． 

	 時間軸方向に粗くする（制限演算）際には，図 3のよう

に粗格子点のみを時間軸から抜き出す．このとき，粗くな

った問題では再び𝑚によって 2種類の点に分類する．また，

補正解を細かい格子点に足しこむ（補間演算）際には図 4

のように，細かい格子点に対応する格子点の補正解を足す． 

 
図 2 粗格子点と細格子点 
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図 3 制限演算 

 
図 4 補間演算 

3.4 粗格子緩和法と細格子緩和法 

	 この節では，階層構造のレベル内における緩和法につい

て説明する．MGRITでは 2種類の緩和法が使用され，それ

ぞれ，細格子緩和法（F-relaxation）および粗格子緩和法（C-

relaxation）と呼ばれる． 

	 細格子緩和法は図 5が示すように，粗格子点から次の粗

格子点までの間に存在する細格子点を，直前の粗格子点か

ら逐次的に更新する．各粗格子点によって更新される区間

は，他の区間から独立であるため，並列に計算できる． 

	 粗格子緩和法は図 6が示すように，粗格子点の直前の細

格子点を用いて，粗格子点を更新する．各粗格子点は，他

の粗格子点から独立のため，これも並列に計算できる． 

 
図 5 細格子緩和法（F-relaxation） 

 
図 6 粗格子緩和法（C-relaxation） 

3.5 Full Approximation Scheme MGRIT 

本研究では，MGRIT のサイクルとして 2.2 節にて示し

た Full Approximation Scheme Multigrid V-Cycle（FAS V-Cycle）

を使用する．解くべき時間進展問題を𝐴: 𝑣: = 𝑔:，V—Cycle

の最大レベルを𝐿とし，MGRIT のサイクルとして FAS V-

Cycle を使用したアルゴリズムを図 7に示す．ここで，変

数の右下の添え字はレベルをあらわす．また，サイクルへ

の入力は初期値𝑣:，右辺ベクトル𝑔:，最大レベルの𝐿である． 
V-Cycle を下る際の緩和法（プレスムージング）は細格

子緩和法，粗格子緩和法，細格子緩和法の順に構成された

緩和法（FCF-relaxation）を使用し，V-Cycleを登る際の緩和

法（ポストスムージング）は，細格子緩和法（F-relaxation）

を使用する．この際，緩和法への入力として，初期値及び

右辺ベクトルを用いる．これらの動作はアルゴリズム中，

プレスムージングが始めのループに対応し，ポストスムー

ジングが後ろのループに対応する． また，最下層部の逐次

計算は，6行目に対応する． 

MGRIT ではこの V—Cycle を，残差が一定以下になるま

で反復的に実行する． 

Algorithm FAS_MGRIT_VCycle (𝑣:, 𝑔:, 𝐿) 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 

10. 

for 𝑙 = 1	𝑡𝑜	𝐿 − 1 
   Set 𝑢L ← 𝐹𝐶𝐹_𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥(𝑣L, 𝑔L) 
   Set 𝑣LU: ← 𝑅𝑢L	, 		 
   Set 𝑟LU: ← 𝑅 𝑔L − 𝐴L 𝑢L  
   Set 𝑔LU: ← 𝐴LU: 𝑣LU: + 𝑟LU: 
Solve 𝐴W 𝑣W = 𝑔W  
for 𝑙 = 𝐿	𝑡𝑜	1 
   Set 𝑒L ← 𝑣L − 𝑢L  
   Set 𝑢L9: ← 𝑢L9: + 𝑃𝑒L  
   Set 𝑢L9: ← 𝐹_𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥 𝑢L9:, 𝑔L9:  

図 7  FAS MGRIT V-Cycleのアルゴリズム 

 

4. 対象とする 1 次元の質点運動問題 

4.1 問題の支配方程式 
	 この節では，本研究で MGRIT を適用する１次元のばね

による質点の運動シミュレーションの支配方程式について

述べる．まず，問題を以下の図 8 で表すような系とする．

ここで𝑘3はバネ定数を，𝑚3はそれぞれの質点の質量をあら

わし，変数の右下の添え字は系における番号をあらわす．

また，質点数・ばね数は𝑁とする． 

 
図 8 対象問題の系 

	 この問題の支配方程式は以下の式(4.1)から式(4.3)である．

これらの式は，ニューマークβ法を用い，運動を質点の加

速度，速度，変位の関係から解くものである．ここで，

𝑢3	
Z , 𝑢3	

Z , 𝑢	Z 3は質点𝑖の変位，速度，加速度をあらわし，変数
の左上の添え字は時刻をあらわす．また，𝛼, 𝛽, 𝛾は定数であ
り，時刻𝑡 + Δ𝑡の計算においては 𝑢3	

Z , 𝑢3	
Z , 𝑢	Z 3は既知とする． 

𝑚3 𝑢3	
ZU_Z = −𝑘3 𝑢	ZU_Z

3 − 𝑢	ZU_Z
39:

+ 𝑘3U: 𝑢	ZU_Z
3U: − 𝑢	ZU_Z

3 − α 𝑢3	
ZU_Z  

4.1  

𝑢3	
ZU_Z = 𝑢3	

Z + Δ𝑡 𝛾 𝑢3	
ZU_Z + 1 − 𝛾 𝑢	Z 3  4.2  

𝑢3	
ZU_Z = 𝑢3	

Z + Δ𝑡 𝑢3	
Z + Δ𝑡a 𝛽 𝑢3	

ZU_Z + 0.5 − 𝛽 𝑢3	
Z  4.3  
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4.2 問題の時間進展について 
	 この節では，節 4.1 にて示した支配方程式を用いて，問

題を時間進展させる手法を述べる． 

	 まず，時間進展を行う大まかな流れを先に述べる．はじ

めに式(4.1)を，式(4.2)及び式(4.3)を用いて未知変数が時刻

𝑡 + Δ𝑡の加速度のみになるように変形し，これを用いて時
刻𝑡 + Δ𝑡の加速度を求める．そして求まった加速度を使用
し，式(4.2)及び式(4.3)から速度，変位を求める．これによ

り，時刻𝑡から時刻𝑡 + Δ𝑡への時間進展を行うことができる．
以下，これを式で示していく． 

	 まず，時刻𝑡 + Δ𝑡の加速度を求めるため式(4.1)を各々の

𝑢3, 𝑢3, 𝑢3について整理すると，式 (4.4)となる． 

𝑚3 𝑢3	
ZU_Z = − 𝑘3 + 𝑘3U: 𝑢	ZU_Z

3 + 𝑘3 𝑢	ZU_Z
39: + 𝑘3U: 𝑢	ZU_Z

3U: − α 𝑢3	
ZU_Z  

 4.4  

そして，この式(4.4)の速度および変位を式(4.2)，式(4.3)で

置き換え，時刻𝑡 + Δ𝑡の加速度について整理すると，式(4.5)

が得られる．これは加速度を未知変数とする線形方程式系

となっている． 

𝑚3 + Δ𝑡a𝛽 𝑘3 + 𝑘3U: + Δ𝑡α𝛾 𝑢3	
ZU_Z  

−Δ𝑡a𝛽𝑘3 𝑢39:	
ZU_Z − Δ𝑡a𝛽𝑘3U: 𝑢3U:	

ZU_Z = 

− 𝑘3 + 𝑘3U: 𝑢3	
Z + Δ𝑡 𝑢3	

Z + Δ𝑡a 0.5 − 𝛽 𝑢3	
Z 	

+𝑘3 𝑢39:	
Z + Δ𝑡 𝑢39:	

Z + Δ𝑡a 0.5 − 𝛽 𝑢39:	
Z 	

+𝑘3U: 𝑢3U:	
Z + Δ𝑡 𝑢3U:	

Z + Δ𝑡a 0.5 − 𝛽 𝑢3U:	
Z 			

−α 𝑢3	
Z + Δ𝑡 1 − 𝛾 𝑢	Z 3  

4.5  

	 ここで，式(4.5)の係数を以下のように置き換える．  

𝜒3 = 𝑚3 + Δ𝑡a𝛽 𝑘3 + 𝑘3U: + Δ𝑡α𝛾 

𝜓3 = −Δ𝑡a𝛽𝑘3  
𝜉	Z 3 = − 𝑘3 + 𝑘3U: 𝑢3	

Z + Δ𝑡 𝑢3	
Z + Δ𝑡a 0.5 − 𝛽 𝑢3	

Z  

+𝑘3 𝑢39:	
Z + Δ𝑡 𝑢39:	

Z + Δ𝑡a 0.5 − 𝛽 𝑢39:	
Z 	

+𝑘3U: 𝑢3U:	
Z + Δ𝑡 𝑢3U:	

Z + Δ𝑡a 0.5 − 𝛽 𝑢3U:	
Z 		

−α 𝑢3	
Z + Δ𝑡 1 − 𝛾 𝑢	Z 3  

4.6  

これにより，式(4.5)の線形方程式系の加速度は，以下の式

(4.7)であらわせる． 

	 ただし，𝑢9:	
Z , 𝑢9:	

Z , 𝑢9:	
Z , 𝑘9:, 𝑢C	

Z , 𝑢C	
Z , 𝑢C	

Z , 𝑘Cは 0とする． 

	

𝜒* 𝜓: 	 	 	 	 	 	 	
𝜓: 𝜒: 𝜓a 	 	 	 	 	 	
	 ⋱	 ⋱ ⋱ 	 	 	 	 	
	 	 	𝜓39: 𝜒39: 𝜓3 	 	 	 	
		 		 	 𝜓3 𝜒3 𝜓3U: 	 	 	
	 	 	 	 𝜓3U: 𝜒3U: 𝜓3Ua 	 	
	 	 	 	 	 ⋱ ⋱ ⋱ 	
	 	 	 	 	 	 	 𝜓g9: 𝜒g9:

𝑢	ZU_Z
*

𝑢	ZU_Z
:

⋮
𝑢	ZU_Z
39:

𝑢	ZU_Z
3

𝑢	ZU_Z
3U:

⋮
𝑢	ZU_Z
g9:

=

𝜉	Z *	
	

𝜉	Z :	
	

⋮
𝜉	Z 39:	

	

𝜉	Z 3
𝜉	Z 3U:
⋮
𝜉	Z g9:

 

 (4.7) 

ここで，対象とする問題を行列形式で表記するため，以下

に示す式変形を行う． 

	 まず，式(4.7)を以下の式(4.8)のように表記する． 

𝐵 𝒖	ZU_Z = 	 𝝃	Z  4.8  

次に，時間方向での依存関係をあらわす式(4.8)，式(4.2)，

式(4.3)の項を左辺へ移動し，式(4.9)，式(4.10)，式(4.11)とす

る． 

𝐵 𝒖	ZU_Z − 𝝃	Z = 0 4.9  

𝒖	ZU_Z − 𝒖	Z − Δ𝑡 𝛾 𝒖	ZU_Z + 1 − 𝛾 𝒖	Z = 0 4.10  

𝒖	ZU_Z − 𝒖	Z − Δ𝑡 𝒖	Z − Δ𝑡a 𝛽 𝒖	ZU_Z + 0.5 − 𝛽 𝒖	Z = 0 4.11  

ここで，式(4.6)で表す 𝝃	Z を加速度，速度，変位の係数につ
いてそれぞれ式(4.12)のように分解する． 

𝝃	Z = 𝝃aZ 𝒖	Z + 𝝃:Z 𝒖	Z + 𝝃*Z 𝒖	Z  4.12  

	 以上の式変形により，この時間進展問題は以下の式(4.13)

のような行列で表すことが可能となる． 
1		 	 	 	 	 	 	 	 	 	
0 1		 	 	 	 	 	 	 	 	
0 0 1		 	 	 	 	 	 	 	
− 𝝃aZ − 𝝃:Z − 𝝃*Z 𝐵 	 	 	 	 	 	
−Δ𝑡𝛾" −1 0 −Δ𝑡𝛾 1 	 	 	 	 ⋯
−Δ𝑡a𝛽" −Δ𝑡 −1 −Δ𝑡a𝛽 0 1 	 	 	 	

	 	 	 − 𝝃aZ − 𝝃:Z − 𝝃*Z 𝐵 	 	 	
	 	 	 −Δ𝑡𝛾" −1 0 −Δ𝑡𝛾 1 	 	
	 	 	 −Δ𝑡a𝛽" −Δ𝑡 −1 −Δ𝑡a𝛽 𝑄	a 1 	
	 	 	 	 ⋮ 	 	 	 	 ⋱

𝒖	*

𝒖	*

𝒖	*

𝒖	:

𝒖	:

𝒖	:

𝒖	a

𝒖	a

𝒖	a
⋮

=

𝝆
𝝆		
𝝆		
0		
0		
0		
0		
0		
0		
⋮

 

 (4.13) 

	 したがって，𝝆, 𝝆, 𝝆を適当な初期値とすると，この式(4.13)

を前進代入で解いて行くことで，ばねによる質点の運動シ

ミュレーションを計算することができる． 

4.3 MGRIT の適用 

	 この節では，節 4.2で定式化した対象問題に対し MGRIT

を適用するため，サイクルにおける支配方程式や残差方程

式を構築する．先にも述べた通り，MGRITの適用では図 1

に示したサイクルを用いる．したがって，このサイクル構

造にしたがって式を変形していく． 

	 まず，対象とする問題𝐴: 𝒗: = 𝒈:は，式(4.13)である．よ

って，サイクルにおける𝒈: − 𝐴: 𝒖: に相当する残差は以下
の式(4.14)から式(4.16)となる．また，これらの式中，変数

の右下の添え字は質点の番号ではなく，レベル番号を表す． 

𝒓:	
ZU_Z = 𝝃	Z : − 𝐵: 𝒖	ZU_Z

: 4.14  

𝒓	ZU_Z
: = 𝒖	Z : + Δ𝑡 𝛾 𝒖:	

ZU_Z + 1 − 𝛾 𝒖:	
Z − 𝒖	ZU_Z

: 4.15  

𝒓	ZU_Z
: = 𝒖	Z : + Δ𝑡 𝒖	Z : 

+Δ𝑡a 𝛽 𝒖	ZU_Z
: + 0.5 − 𝛽 𝒖:	

Z − 𝒖	ZU_Z
: 

4.16  

よって，𝑟a = 𝑅 𝒈: − 𝐴: 𝒖: は，時間軸方向の全てに存在す
る上式を，時間軸方向に間引くことによって得られること

がわかる． 

	 またここで，𝐴a 𝒗a も同様に，以下の式(4.17)から式(4.19)

となる． 

𝐴a 𝒗a = 	𝐵a 𝒖	ZUr_Z
a − 𝝃	Z a 4.17  

𝐴a 𝒗a = 𝒖	ZUr_Z
a − 𝒖	Z a − 𝑚Δ𝑡 𝛾 𝒖	ZUr_Z

a + 1 − 𝛾 𝒖	Z a  4.18  

𝐴a 𝒗a = 𝒖	ZUr_Z
a − 𝒖	Z a − 𝑚Δ𝑡 𝒖	Z a

− Δ𝑡a 𝛽 𝒖	ZUr_Z
a + 0.5 − 𝛽 𝒖	Z a  

4.19  

	 従って，𝒈a = 𝐴a 𝒗a + 𝒓aによって𝒈aを決定すると，下の
レベルの支配方程式は以下の式(4.20)から式(4.22)となる． 

𝐵a 𝒖	ZU_Z
a − 𝝃	Z a = 𝒈	ZU_Z

a 4.20  
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𝒖	ZU_Z
a − 𝒖	Z a − Δ𝑡 𝛾 𝒖	ZU_Z

a + 1 − 𝛾 𝒖	Z a = 𝒈	ZU_Z
a 4.21  

𝒖	ZU_Z
a − 𝒖	Z a − Δ𝑡 𝒖	Z a − Δ𝑡a 𝛽 𝒖	ZU_Z

a + 0.5 − 𝛽 𝒖a	
Z  

= 𝒈	ZU_Z
a 

4.22  

この時間方向の関係について行列形式で表現すると，式

(4.23)のような行列となる． 
1		 	 	 	 	 	 	 	 	 	
0 1		 	 	 	 	 	 	 	 	
0 0 1		 	 	 	 	 	 	 	
− 𝝃aZ − 𝝃:Z − 𝝃*Z 𝐵 	 	 	 	 	 	
−Δ𝑡𝛾" −1 0 −Δ𝑡𝛾 1 	 	 	 	 ⋯
−Δ𝑡a𝛽" −Δ𝑡 −1 −Δ𝑡a𝛽 0 1 	 	 	 	

	 	 	 − 𝝃aZ − 𝝃:Z − 𝝃*Z 𝐵 	 	 	
	 	 	 −Δ𝑡𝛾" −1 0 −Δ𝑡𝛾 1 	 	
	 	 	 −Δ𝑡a𝛽" −Δ𝑡 −1 −Δ𝑡a𝛽 𝑄	a 1 	
	 	 	 	 ⋮ 	 	 	 	 ⋱

𝒖	*

𝒖	*

𝒖	*

𝒖	:

𝒖	:

𝒖	:

𝒖	a

𝒖	a

𝒖	a
⋮

=

𝝆
𝝆
𝝆
𝒈	:

𝒈	:

𝒈	:

𝒈	a

𝒈	a

𝒈	a
⋮

 

 4.23  

	 よって，サイクルにおける一般的な残差𝒈L − 𝐴L 𝒖L は，
先と同様に，以下の式(4.24)から式(4.26)になる． 

𝒓	ZU_Z
L = −𝐵L 𝒖	ZUsZ

L + 𝝃	Z L + 𝒈	ZU_Z
L 4.24  

𝒓	ZU_Z
L = 𝒖L	

Z + Δ𝑡 𝛾 𝒖	ZU_Z
L + 1 − 𝛾 𝒖	Z L − 𝒖L	

ZU_Z + 𝒈	ZU_Z
L 4.25  

𝒓	ZU_Z
L = 𝒖	Z L + Δ𝑡 𝒖	Z L 

+Δ𝑡a 𝛽 𝒖	ZU_Z
L +

1
2
− 𝛽 𝒖L	

Z − 𝒖	ZU_Z
L + 𝒈L	

ZU_Z  
4.26  

	 また，𝐴LU: 𝒗LU: に関しても同様に，以下の式(4.27)から

式(4.29)となる． 

𝐴LU: 𝒗LU: = 	𝐵 𝒖	ZUr_Z − 𝝃	Z  4.27  

𝐴LU: 𝒗LU: = 𝒖	ZUr_Z − 𝒖	Z − 𝑚Δ𝑡 𝛾 𝒖	ZUr_Z + 1 − 𝛾 𝒖	Z  4.28  

𝐴LU: 𝒗LU: = 𝒖	ZUr_Z − 𝒖	Z − 𝑚Δ𝑡 𝒖	Z

− Δ𝑡a 𝛽 𝒖	ZUr_Z + 0.5 − 𝛽 𝒖	Z  
4.29  

	 したがって，𝒓LU: = 𝑅 𝒈L − 𝐴L 𝒖L によって𝒓LU:を求めた
のち，𝒈LU: = 𝐴LU: 𝒗LU: + 𝒓LU:によって𝒈LU:を決定するこ
とができる． 

	 以上より，MGRIT の動作にあたっては，先に図 7 で示

したアルゴリズムにて，上記の式(4.24)から式(4.29)を用い，

サイクルを構築する． 

4.4 計算量の概算について 
	 ここでは，MGRIT の 1 反復あたりの計算時間を見積も

る．これは，先に示した図 1の動作のうち，空間計算量が

係数にかかる F-relaxation，C-relaxation，最下層部の逐次計

算の計算時間から求めることができる．まず，時間ステッ

プ数を NT，レベル数を L，粗格子率を m とする．また，

逐次的に全タイムステップを解いた際の計算時間を 1とす

る（つまり，1タイムステップあたりの計算時間は1/𝑁𝑇）． 

	 まず，F-relaxationでは，各々の区間において更新される

長さは，𝑚 − 1タイムステップである．よって，全ての区間
を並列に計算すれば計算時間は	(𝑚 − 1)/𝑁𝑇となる． 

	 次に，C-relaxationでは，各々の区間では 1タイムステッ

プだけ更新される．よって，全ての区間を並列に計算すれ

ば，計算時間は	1/𝑁𝑇となる． 

	 最後に，最下層部の逐次計算について考える．このレベ

ルでは，格子点数が𝑁𝑇/𝑚W9:となるため，これにタイムス

テップあたりの計算時間である1/𝑁𝑇をかければよい．よっ
て，	1/𝑚W9:がこの動作の計算時間となる． 

	 また，それぞれの動作は V-Cycle内で複数回実行される．

プレスムージングに FCF-relaxation ，ポストスムージング

に F-relaxation を使用しているため，サイクルあたり F-

relaxation が 𝐿 − 1 ∗ 3回，C-relaxation が 𝐿 − 1 回となる．
また，最下層部の計算はサイクルにつき 1回である．  

	 以上より，それぞれの理論上の計算時間と動作回数は以

下の表 1に示すような値となる． 

	 この値を用い，実際の MGRIT における反復回数をこの

数値にかけることで，MGRITが逐次に対し，最大でどの程

度の高速化が可能かという比較を行うことができる． 

表 1	 V-Cycleの各動作に必要な計算時間とその実行回数 

動作 計算時間 実行回数 

F-relaxation 
𝑚 − 1
𝑁𝑇

 L − 1 ∗ 3 

C-relaxation 
1
𝑁𝑇

 L − 1  

最下層部 
1

𝑚W9: 1 

 

5. 数値実験 

5.1 実験目的及び実験内容 
	 実験の目的は，周期的な運動を含む対象問題に対し，以

下に示す項目を明らかにすることである． 

1. MGRITの高速化率はどの程度か． 

2. マルチグリッド法が有効に機能する場合，問題サイ

ズによらず反復回数は一定だが，MGRITの収束に要

する反復回数が問題サイズ（時間ステップ数）によら

ず一定となる条件は存在するか． 

3. 収束に要する反復回数は何に影響されているか．  

4. MGRITには様々なパラメタが存在するが，どのよう

な組み合わせが高速か． 

	 この目的を達成するため，以下に示す 4項目の実験を行

なった．実験においては，対象問題として質点数が 1つの

系と，質点数が 6つの系の 2種類の問題を用いた．実験 1，

2，4が複数質点の系，実験 3が単一質点の系である． 

実験1.	 MGRITの粗格子率とレベル数をパラメタとし，こ

のときの反復回数と理論上の実行時間を確認する

実験．このとき，最良の組み合わせにおいての高

速化率も確認する（目的 1，4の検証）． 

実験2.	 対象問題のシミュレーション時間を長くする（時

間幅は一定とする）．このとき反復回数が一定とな

る条件が存在するか調査する実験．（目的 2 の検

証）． 

実験3.	 問題に含まれる運動の周期と，MGRITの反復回数
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にどのような関係があるかを調査する実験．ここ

では単一質点の問題を用いる（目的 3，4の検証）． 

実験4.	 実験 3 で求めた収束に必要とされる条件を，複数

質点に対しても同様の結果が得られるか調査する

実験．（目的 1の検証）． 

以下，それぞれの実験の詳細及び結果を節ごと解説する． 

5.2 対象問題及び MGRIT のパラメタについて 
	 今回の実験を行うにあたり，対象問題のパラメタは以下

のような設定とした．また，初期状態は，固定端から最も

遠い質点のみを正の方向に 2だけ引き伸ばした状態とした． 

表 2 対象問題のパラメタ 

シミュレーション時間長 実験によって可変 

タイムステップ数 実験によって可変 

質点数 6（実験 3のみ 1） 

ばね定数 

𝑘*から順に 

5，4，2，2，3，4 

（実験 3は可変） 

質量 

𝑚*から順に 

2，5，5，1，1，5 

（実験 3は可変） 

	 MGRIT のパラメタである粗格子率とレベル数は各々の

実験によって異なるため，各節ごとに記載する．また，全

実験共通で MGRITの反復回数は 1024回を上限とした． 

5.3 実験 1 
5.3.1 実験内容 

	 まず，MGRIT におけるレベル数と粗格子率を変化させ，

その際の反復回数を調査した．このとき，対象問題のシミ

ュレーション時間長は 16，タイムステップ数は 4096 とし

た． 

	 次に，得られた反復回数を用い，4.4 節に記述した，

MGRITを適用した場合と，逐次的に実行した場合との実行

時間の比率を計算した．この比較には，実際の実行時間で

はなく並列性が潤沢に使用可能と仮定した際の理論上の計

算時間を用いた．これにより，MGRITが逐次に対し，最大

でどの程度の有用性を発揮できるのかについての考察が可

能となる． 

5.3.2 結果 

	 レベル数と粗格子率を変化させた際の，MGRITの反復回

数を表 3に示す． 表 3から，全ての粗格子率において，

サイクルのレベル数を大きくすると反復回数が増加するこ

とがわかる． 

	 ここで，得られた反復回数を用い，MGRITの理論上の計

算時間を算出する．計算にあたっては，最大でどの程度の

高速化が可能かという比較を行うため，並列性が潤沢に存

在し，並列可能な区間において最大限の並列度を活用する

という条件を設けた．この条件のもと，逐次的に時間進展

を行う計算時間を 1 とした際の，MGRIT の計算時間を表 

4に示す（値が小さい方が計算時間は短い）. 

	 表 4からは，レベルを増やすと計算時間が短くなる傾向

が読み取れる．これは，最下層部の逐次部分は時間方向に

並列化できないため，この計算量の比率が大きいためだと

考えられる．つまり，サイクルのレベル数を大きくとった

方が並列度を効率的に利用でき，計算時間が短くなるとい

うことがわかった． 

表 3レベル数と粗格子率を変化させた際の反復回数 

 

表 4 逐次を 1とした際の，MGRITの理論上の計算時間 

 

	 実験 1により，以下のことが判明した． 

l サイクルのレベル数を増やすと反復回数は増加する

が，実行時間の観点から見ると，レベル数は可能な限

り大きくする 

l 今回のパラメタにおいて，高速化率は最大で数十倍 

5.4 実験 2 
5.4.1 実験内容 

	 実験 2では，対象問題のシミュレーション時間長を延ば

し，MGRIT の反復回数がどのように変化するか調査する．

このとき，対象問題の時間幅は一定とし，𝛥𝑡 = 16/4096に
固定して時間ステップ数を増やした．また，反復回数が一

定となる条件が存在するかについても調査した．  

	 先の実験 1により，サイクルのレベル数はなるべく大き

くとった方が良いと分かった．よって，まずはサイクルの

レベル数は取りうる値のうち最も大きい値とし，実験を行

なった． 

5.4.2 結果 

	 対象問題の時間幅を固定し，シミュレーション時間長を

伸ばした際の反復回数のグラフを図 9に示す．この図より，

レベルを最大とする今回の設定においては，シミュレーシ

ョン時間が長くなると反復回数が増大し，時間長が 256に

おいて収束しなくなることがわかった． 

	 ここで，対象問題のシミュレーション時間長を増加させ

ても一定の回数で収束するような条件が存在するか調査し

た．調査にあたり，サイクルのレベル数を一定に抑え，最

下層の時間幅がシミュレーション時間長によらず一定とな

るような条件で実験を行なった．この実験の結果を図 10

に示す．この図より，サイクルのレベル数を抑えると，時

間長を延ばしても反復回数がほぼ一定に抑えられることが
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判明した．以上より，最下層部の時間幅が MGRIT の収束

性に影響を与えることが分かった． 

	 また，反復回数が何によって決定されるかを確認するた

め，最下層部の時間幅が一定となる問題を複数用意し，先

と同様の実験を行なった．具体的には，対象問題の時間幅

を細かくし，それに応じてサイクルのレベル数を増加させ

ることで，最下層部の時間幅を一定とした 3つの問題であ

る．この結果を図 11に示す．この図より，最下層部の時間

幅が同一の条件では，MGRITの反復回数がほぼ同一となる

ことがわかった． 

 

図 9 対象問題の時間長を延ばした際の反復回数 

 

図 10 レベル数一定で時間長を延ばした際の反復回数 

 

図 11 最下層部の時間幅を一定とした 3問題の反復回数 

	 以上より，実験 2でわかったことは以下の通りである． 

l 対象問題のシミュレーション時間長を伸ばす際，サ

イクルのレベル数を最大まで大きくとると収束しな

くなる 

l サイクルのレベル数を一定以下に抑えると，シミュ

レーション時間を延ばしても収束する 

l MGRITの反復回数はサイクル最下層部における時間

幅に依存している 

これらより，反復回数は運動に含まれる周期と MGRIT の

最下層部の時間幅に依存しているのではないか，という仮

定が考えられる．これについて明らかにするため，実験 3

では単一質点の問題を用い，運動の周期と時間幅の観点か

ら MGRITの収束性を検証した． 

5.5 実験 3 

5.5.1 実験内容 

	 実験 3 では，MGRIT の反復回数が何によって決定され

るかを明らかにする．実験 2より，反復回数が運動に含ま

れる周期と最下層部の時間幅に依存しているのではないか，

という仮定が得られた．よって，本実験は単一質点のばね

を用い，運動の周期と時間幅との関係による，反復回数の

変化を確認する． 

	 また，シミュレーション時間長を増加させる際には，対

象問題の時間幅は一定とし，𝛥𝑡 = 16/4096に固定して時間
ステップ数を増やした． 

5.5.2 結果 

	 まず，シミュレーション時間長を延ばしても反復回数が

一定となるレベルと，そうでないレベルの境を確認する． 

図 12 に，サイクルのレベル数を変化させた際，反復回数

がどのように変化するかを調査した結果を示す．この図よ

り，本問題ではレベル 5と 6が収束するか否かの境になっ

ていることがわかる． 

	 ここで，周期長と時間幅のより細かい分析を行うため，

レベル 5と同等の設定のもと，質点の質量を減少させ，周

期を短くした際の反復回数を調査した．この結果を 表 5

に示す．この表は，縦方向が周期の違い，横方向はその周

期においてシミュレーション時間長を延ばした際の反復回

数を示している．また，最も右の列は，最下層部で１周期

内に含まれる格子点数を表している．この表より，今回の

実験では最下層部において１周期内の格子点数が 4点以上

あれば反復回数は大きな変化がなく，4 点未満になると反

復回数が大きく増加し，収束しなくなることがわかった． 

	 以上の結果より，以下のことが判明した． 

l 周期的な運動を含む対象問題に対する MGRIT の適

用では，最下層部において 1 周期内に複数点の格子

点が必要 

 

図 12	 サイクルのレベル数を変化させた際の反復回数 
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表 5	 周期と時間長を変化させた際の反復回数 

 
5.6 実験 4 

5.6.1 実験内容 

	 実験 4では，先の実験 3で確認した結果が複数質点の問

題においても同様となるか検証する． 

	 こちらの実験も，対象問題の時間幅は一定とし，𝛥𝑡 =
16/4096に固定して時間ステップ数を増やした． 

5.6.2 結果 

	 こちらも先と同様，シミュレーション時間長を延ばして

も反復回数が一定となるレベルと，そうでないレベルの境

を確認する．図 13 に，サイクルのレベル数を変化させ，

反復回数について調査した結果を示す．この図から，サイ

クルのレベル数が 4と 5の間に，その境があることがわか

る．複数質点の問題では，単一質点のように周期を細かく

分析することができなかったため，こちらは実際のシミュ

レーション結果から読み取った周期長との比較を行なう． 

	 比較にあたっては，シミュレーション時間長が 16 の実

行結果を用いた．このパラメタにおける実行結果のうち，

質点の変位を図 14に示す．この図より，u4（黄色の線）が

最も細かい周期であることがわかる．この質点は時間長 16

の中でおおよそ 8つの周期が存在している．このことから，

サイクルの最下層部における周期内の格子点数を考える．

サイクルのレベル数は 4であるため，最下層部の時間幅は

0.25（= 16/4w		）となる．時間長 16に 8つの周期が存在す

るため，1 周期あたりの時間長は 2 となり，最下層部では

周期内に 8（= 2/0.25）つの格子点が存在する． 

	 そして，同様にレベル 5について考えると，こちらは最

下層部において 1周期あたり 2つの格子点が存在する． 

	 したがって，複数質点の問題も単一質点の問題と同様な

結果であることがわかった． 

 

図 13	 サイクルのレベル数を変化させた際の反復回数 

 
図 14	 実行結果における質点の変位 

	 以上より，実験 4で判明したことは以下の通りである． 

l 複数質点のばね問題においても，任意の時間長で反

復回数が一定の範囲内で必ず収束するには，最下層

部の最も時間幅が大きいところでも周期内に格子点

が複数個必要． 

l 複数の周期が含まれる振動問題では，最も周波数の

高い周期内に格子点を複数打つ必要がある． 

 

6. おわりに 

	 本研究では，１次元に並んだ複数の質点とばねによる振

動現象を，ニューマークβ法によりシミュレーションする

際の，MGRITの有用性，性質を分析した． 

	 実験の結果，任意のシミュレーション時間長で MGRIT

が収束するためには，最も時間ステップ幅が大きくなるレ

ベルにおいて，振動の 1周期内に複数の格子点が必要であ

ることがわかった． 

	 そして，MGRITの収束が保証できる中で，最も高速に動

作すると考えられるパラメタ設定の方針についても明らか

にした．それは，レベル数を最大化すれば良いという方針

である．これは，実験 1にて分かったサイクルのレベル数

は取りうる中で最大のものが実行時間的に最も有利という

条件と，実験 4で分かった，最下層部において周期内には

複数の格子点が必要という条件から導き出せる． 

	 また，このようにレベル数に制約をつけた安定な条件で

も逐次より高速になることが確認できた．今回扱った複数

質点の振動問題では，粗格子率が 4 の場合，レベル数は 4

まで安定に解けるとことがわかった．ここから，表 4より

MGRITは逐次に比較して最大 15倍の速度で時間積分を計

算できることを明らかにした． 

	 しかし，マルチグリッド法は通常，サイクルの階層は最

大までとり，最下層の計算を非常に小さくする．これによ

り，最下層部の計算が問題サイズに影響されない手法であ

る．しかし，今回の結果より，MGRITでは最大のレベルと

することがこのままでは難しいとわかり，サイクルの最下

層部が問題サイズに比例して大きくなってしまうことが分

かった． 

	 したがって，今後の課題としては，サイクルのレベル数

をさらに大きくとっても収束するような解決策の検討があ
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げられる．特に，近年は STMGと呼ばれる時間軸方向だけ

でなく，空間も同時に粗くする手法が提案されている．よ

って，こういった手法の適用により，これらの課題が解決

できるかなどについて調査することが，今後の課題といえ

る．  
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