
情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

LOBPCG法を用いたハバードモデルの厳密対角化：複数固
有値に対する省通信ノイマン展開前処理の有効性

山田　進1,a) 今村　俊幸2 町田　昌彦1

概要：厳密対角化法とは，相関の強い電子の振る舞いを表現するハバードモデル等の量子状態を高精度で
計算するため，モデルのエネルギーを表現する行列であるハミルトニアン行列を厳密に定義し，その固有
値とそれに対応する固有ベクトルを計算する方法である．ハミルトニアンは大規模な対称疎行列であるた
め，反復固有値ソルバである LOBPCG法に適切な前処理を用いることで高速に計算できることが期待さ
れ，実際に基底状態（最小固有値とそれに対応する固有ベクトル）を求める際には有効であった．本研究
では，LOBPCG法で複数の固有値及び固有ベクトルを計算する際の前処理行列として，近似固有値の情報
を利用するとともに，ノイマン展開による前処理行列を用いる．この際，ハバードモデルの物理的性質を
利用した省通信化も実施する．実際に，大規模並列計算によるシミュレーションから，提案した前処理に
よって高速化することを確認した．

1. はじめに

現在注目を集めている高温超伝導体や強磁性体等の高性

能機能材料群の発現機構は未だ十分に理解されていない．

この機構を解明する方法の 1 つとして，強い電子相関を

持つ量子モデルの性質をシミュレーションにより計算す

る方法がある．代表的な物理モデルとしては，強い相関を

持つ電子の振る舞いをモデル化したハバードモデルがあ

る [1], [2]．ハバードモデルは図 1に示すように，格子状に

構成されたサイトにアップおよびダウンスピンの電子が存

在し，接続しているサイト間を相互作用しながら電子が移

動する様子を記述するモデルである．このモデルのエネル

ギーが低い状態（すなわち低温で現れる状態）での物性を

知ることが重要であり，モデルのエネルギーを表現する行

列であるハミルトニアンの小さい固有値と固有ベクトルを

求めることで，その低温での物性を理解することができる．

特に重要なものは最もエネルギーの低い状態（絶対零度で

出現する状態）に対応している基底状態（最小固有値とそ

れに対応する固有ベクトル）から得ることができる．この

ハバードモデルから導かれるハミルトニアンは対称な疎行

列であることから，Lanczos法 [3]や LOBPCG法 [4], [5]な

どの反復法を用いて基底状態を計算する研究が多く行われ

ており，様々な前処理を用いた LOBPCG法による収束性

能や並列計算性能が評価されている [6], [7], [8]．
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一方，基底状態だけでなく，小さい方から数個の固有値

とそれに対応した固有ベクトルを求めることで，絶対零度

よりも高い温度での物性を知ることができる．LOBPCG法

では反復ベクトルをブロック化することで，複数固有値を

計算することが可能になり，実際のシミュレーションにも

用いられている．これに伴って，複数固有値用の前処理が

提案され，実際に収束性が向上することが報告されている

が，前処理行列の近似方法や行列のパラメータによっては

有効ではないことも報告されている [7]．そこで，本研究

では LOBPCG法を用いて複数の固有値（およびそれらに

対応する固有ベクトル）を求める際にノイマン展開を用い

た前処理法を適用し，その有効性を確認するとともに，モ

デルの物理的性質を利用した前処理の省通信化も適用し，

その有効性も確認する．

2. これまでの研究

2.1 ハミルトニアンとベクトルの掛け算

LOBPCG法は対称疎行列の固有値およびそれに対応し

た固有ベクトルを求めるための反復計算ソルバであり，行

列とベクトルの掛け算の計算量が非常に多い．そのため，

高性能な並列計算を行うためには，この掛け算を適切に並

列化することが必須である．山田らにより，ハバードモデ

ルの物理的性質を利用した以下に示す並列計算手法が提案

されている [6]．ハバードモデルのエネルギーを表現する

ハミルトニアンは
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図 1 ハバードモデルの模式図と高温超伝導物質の結晶構造の例．この例の結晶では高温超伝

導体と絶縁体が層状になっているが，ハバードモデルは高温超伝導体層の電子を振る舞い

を模擬している．

H =−t ∑
i, j,σ

c†
jσ ciσ +∑

i
Uini↑ni↓

で定義される．ここで，t は電子があるサイトから他のサ

イトへ移動する際のホッピングパラメータ，Ui は i番目の

サイトにアップスピンとダウンスピンの 2つの電子が存在

する際のクーロン反発力である．また，ci,σ および c†
i,σ は

電子の消滅，生成演算子であり，ni,↑(↓)は i番目のサイトに

存在するアップスピン（ダウンスピン）の電子の個数を表

している [1], [2]．ここで， I↑(↓)，A↑(↓) および Dを，それ

ぞれ単位行列，アップスピン（ダウンスピン）の電子から

導出されるハミルトニアン，および Dを反発エネルギーに

よって構成される対角行列とする．このとき，モデルの物

理的性質からハミルトニアン H とベクトル vの掛け算は

Hv = Dv+(I↓⊗A↑)v+(A↓⊗ I↑)v, (1)

と分解できるため，単位行列との直積の関係を利用すると

行列ベクトル積は

V new
i, j = D̄i, jVi, j +∑

k
A↑i,kVk, j +∑

k
Vi,kA↓ j,k

と，行列同士の掛け算に変換できる．ここで，行列の下付き

の添え字 i, jは (i, j)成分を表しており，行列V および D̄は

ベクトル vの成分と対角行列 Dの対角成分をハバードモデ

ルの性質を考慮して適切に並べ替えたものである [6][10]．

このとき，行列 V は密行列であることから，式 (1)は以下

のアルゴリズムで並列化できる．

CAL 1: Y c = D̄c ⊙V c +A↑V c,

COM 1: 行列の分割をV cからV rに変換（all-to-all通信）,

CAL 2: W r =V rAT
↓ ,

COM 2: 行列の分割を W r から W c に変換 （all-to-all

通信）,

CAL 3: Y c = Y c +W c.

ここで，上付き添字 cおよび rは列方向の分割，行方向の

xxx0 := an initial guess, ppp0 := 0

xxx0 := xxx0/|xxx0|, X0 := Axxx0, P0 := 0, µ−1 := (xxx0,X0),

www0 := X0 −µ−1xxx0

do k=0, ... until convergence

Wk := Awwwk

SA := {wwwk,xxxk, pppk}T{Wk,Xk,Pk}
SB := {wwwk,xxxk, pppk}T{wwwk,xxxk, pppk}
一般化固有値問題 SAvvv = µSBvvvを計算し，最小固有値 µ と

それに対応する固有ベクトル vvv = (α,β ,γ)T を計算,

µk := (µ +(xxxk,Xk))/2

xxxk+1 := αwwwk +βxxxk + γ pppk, xxxk+1 := xxxk+1/|xxxk+1|,
pppk+1 := αwwwk + γ pppk, pppk+1 := pppk+1/|pppk+1|
Xk+1 := αWk +βXk + γPk, Xk+1 := Xk+1/|xxxk+1|,

Pk+1 := αWk + γPk, Pk+1 := Pk+1/|pppk+1|
wwwk+1 := T−1(Xk+1 −µkxxxk+1), wwwk+1 := wwwk+1/|wwwk+1|

enddo

図 2 行列 A の最小固有値を計算するための LOBPCG 法のアルゴリ

ズム．行列 T は前処理行列である．

分割を，⊙は要素単位の掛け算を表している．
このアルゴリズムを利用すると，演算はほぼ均等に分割

できる．しかし，掛け算 1 回ごとに 2 回の all-to-all 通信

が必要になるため，大規模並列計算機を用いた場合，こ

の all-to-all通信が計算性能のボトルネックになる可能性が

ある．

2.2 LOBPCG法を用いてハバードモデルの基底状態を計
算する際の前処理

適切な前処理により LOBPCG法の収束性は向上するこ

とが知られている．これまでに，ハバードモデルに対する

前処理も提案されており，収束性が向上することが報告さ

れている [4], [5], [6], [7], [8]．その中に，反復で計算して

いる近似固有値の情報を利用して行列の対角成分をシフト
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させ，その対角成分を前処理行列に用いる zero-shift point

Jacobi前処理があり，ホッピングパラメータに対してクー

ロン反発力U/t が大きい問題に対しては有効であることが

確認されている [6], [7], [8], [9]．

2.3 ノイマン展開による前処理

山田らにより，最小固有値とその固有ベクトルを計算す

る際の LOBPCG法に対するノイマン展開前処理が提案さ

れている [8]．ノイマン展開は

(I −M)−1 = I +M+M2 +M3 + · · · (2)

で表現される級数であり，行列 M の作用素ノルム *1 が 1

未満であれば収束する [11], [12]．

そのため，対称行列 H の最大固有値を λmax，最小固有

値を λmin としたときに，行列 M を

M = I − 2
λmax −λmin

(H −λminI),

とすることで，作用素ノルムを 1にできる．この時，λminを

LOBPCG法の反復過程で得られる近似固有値の情報から

適切に設定するとともに，λmaxとして Gershgorinの定理に

よって求められる最大固有値の上限値を用いることで，行列

Mのノルムを 1未満にでき，式 (2)は 2
λmax−λmin

(H−λminI)−1

に収束する．そのため，このノイマン展開は最小固有値

λmin を計算する際の前処理になる．一般に，Gershgorinの

定理は固有値の分布区間を過大評価するため，計算に得ら

れた上限値に減衰パラメータ α(< 1)を掛けたものを λmax

として用いる方法が提案されており，α = 0.8 ∼ 0.9程度に

設定することで，Lanczos法を用いて最大固有値を計算した

ものとほぼ同等の収束性を示すことが確認されている [8]．

この前処理を用いることで，zero-shift point Jacobi前処

理が有効に作用しなかったクーロン反発力U/t が小さい場

合に対して高速化を実現している．また，展開の次数 sを

増加させると収束性は向上（反復回数は減少）するが，反

復 1回あたりの計算時間が増加するため，トータルでは遅

くなることが報告されている [8]（付録 A.1参照）．

2.4 ノイマン展開前処理を利用した際の省通信化

LOBPCG法を用いてハバードモデルの基底状態を計算

する際に，s次のノイマン展開を利用した前処理を利用す

る場合，s+1回のハミルトニアンとベクトルの掛け算 Hv,

H2v, . . ., Hs+1vを計算する必要がある．この時，H2 は

H2 = (I↓⊗A↑)(D+(I↓⊗A↑))+(A↓⊗ I↑)(D+(A↓⊗ I↑))

+D(D+(I↓⊗A↑)+(A↓⊗ I↑))

+(I↓⊗A↑)(A↓⊗ I↑)+(A↓⊗ I↑)(I↓⊗A↑).

*1 ユークリッドノルムを考えた場合，対称行列に対する作用素ノル
ムは，その固有値のうち絶対値が最大の固有値と一致する．つま
り，固有値が λi, i = 1, . . . ,m の場合，maxm

i=1 |λi| で与えられる．

である．一般に，行列の積に関しては交換則が成り立たな

いが，(I↓⊗A↑)と (A↓⊗ I↑)は可換であるため，H2 は

H2 = (I↓⊗A↑)(D+(I↓⊗A↑)+2(A↓⊗ I↑))

+(A↓⊗ I↑)(D+(A↓⊗ I↑))+D(D+(I↓⊗A↑)+(A↓⊗ I↑)).

と表せる．このことから，Y1 = Hvおよび Y2 = H2vは

CAL 1: Y c = D̄c ⊙V c +A↑V c,

COM 1: 行列の分割をV cからV rへ変換 (all-to-all通信),

CAL 2: W r =V rAT
↓ ,

COM 2: 行列の分割をW r からW c へ換変 (all-to-all 通

信),

CAL 3: Y c
1 = Y c +W c,

CAL 4: Y c = Y c
1 +W c,

CAL 5: Y c = D̄c ⊙Y c
1 +A↑Y c,

CAL 6: W r = D̄r ⊙V r +W r,

CAL 7: W r =W rAT
↓ ,

COM 3: 行列の分割をW r からW c へ変換 (all-to-all 通

信),

CAL 8: Y c
2 = Y c +W c.

で計算できる．このアルゴリズムを用いることで Hvおよ

び H2vを 3回の all-to-all通信で実現することができる．た

だし，CAL 4および CAL 6が追加の演算になるため実際

に高速化するかはこの計算時間が all-to-all の通信時間よ

りも少ない必要がある．この方法は Hvと H2vを計算する

s = 1の場合にしか直接適用できないため，s ≥ 2の際には

掛け算を適切に Hvと H2vの組み合わせに分解して計算す

る必要がある．

3. ハバードモデルの複数固有値計算に対する
ノイマン展開前処理

3.1 LOBPCG法による複数固有値の計算方法
LOBPCG法を用いて小さい方から m個の固有値とそれ

に対応する固有ベクトルを計算することは，図 3に示すア

ルゴリズムのように反復ベクトルをブロック化することで

実現できる．しかし，ブロック化するとアルゴリズム中の

SB が正定値対称行列にならないことが頻繁に発生し，そ

の際には LAPACK等の汎用的な一般化固有値問題ルーチ

ンを用いて計算することができない．そのため，ベクトル

xxx( j)
k , www( j)

k , ppp( j)
k , j = 1,2, . . . ,mを直交化し，SB を単位行列に

して標準固有値問題に変換して計算するのが一般的であ

る．そのため，以下に示す本論文での数値実験では，TSQR

法 [13], [14]を用いて直交化する．

3.2 複数固有値を計算する際のノイマン展開前処理

複数の固有値・固有ベクトルを LOBPCG法で計算する

際に，前処理はそれぞれの固有値に対応したベクトルに対

して独立に施すことができる．そのため，小さい方から i

番目の固有値 λi に対する前処理として，
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xxx(i)0 := an initial guess, ppp(i)0 := 0, i = 1, . . . ,m

xxx(i)0 = xxx(i)0 /||xxx(i)0 ||, i = 1, . . . ,m

XXX (i)
0 := Axxx(i)0 , PPP(i)

0 := 0, i = 1, . . . ,m

µ(i)
−1 := (xxx(i)0 ),XXX (i)

0 , www(i)
0 := XXX (i)

0 −µ(i)
−1xxx(i)0 , i = 1, . . . ,m

do k=0, ... until convergence

WWW (i)
k := Awww(i)

k , i = 1, . . . ,m

SA := {www(1)
k , . . . ,www(m)

k ,xxx(1)k , . . . ,xxx(m)
k , ppp(1)k , . . . , ppp(m)

k }T

{WWW (1)
k , . . . ,WWW (m)

k ,XXX (1)
k , . . . ,XXX (m)

k ,PPP(1)
k , . . . ,PPP(m)

k }
SB := {www(1)

k , . . . ,www(m)
k ,xxx(1)k , . . . ,xxx(m)

k , ppp(1)k , . . . , ppp(m)
k }T

{www(1)
k , . . . ,www(m)

k ,xxx(1)k , . . . ,xxx(m)
k , ppp(1)k , . . . , ppp(m)

k }
一般化固有値問題 SAvvv = µSBvvv を計算し，小さい方か

ら m 個の固有値及びそれに対応する固有ベクトル µ(i),

vvv(i) = (α(i),β (i),γ(i))T (i = 1, . . . ,m)を求める

xxx(i)k+1 := ∑m
j=1{α( j)www( j)

k +β ( j)xxx( j)
k + γ( j)ppp( j)

k }, i = 1, . . . ,m

ppp(i)k+1 := ∑m
j=1{α( j)www( j)

k + γ( j)ppp( j)
k }, i = 1, . . . ,m

XXX (i)
k+1 := ∑m

j=1{α( j)WWW ( j)
k +β ( j)XXX ( j)

k + γ( j)PPP( j)
k }, i = 1, . . . ,m

PPP(i)
k+1 := ∑m

j=1{α( j)WWW ( j)
k + γ( j)PPP( j)

k }, i = 1, . . . ,m

µ(i)
k := (xxx(i)k+1,XXX

(i)
k+1)/(xxx

(i)
k+1,xxx

(i)
k+1), i = 1, . . . ,m

www(i)
k+1 := T (i)−1

(XXX (i)
k+1 −µ(i)

k xxx(i)k+1), i = 1, . . . ,m

enddo

図 3 行列 A の小さい方から m 個の固有値および固有ベクトルを計

算する LOBPCG 法． T (i) は小さい方から i 番目の固有値に対

応する前処理行列．反復 1 回あたり m 回の行列ベクトル積と

m 回の前処理演算が必要である．

Mi = I − 2
λmax −λi

(H −λiI),

に対するノイマン展開を考える．この行列は i = 1以外で

は絶対値が 1以上になる固有値を持つことがある．つまり，

行列のノルムが 1より大きくなるため，そのままではノイ

マン展開は収束しない．しかし，Miの絶対値が 1より大き

い固有値に対応する固有ベクトルは，λ1, λ2, . . ., λi−1 に対

応する固有ベクトル xxx(1),xxx(2), . . ., xxx(i−1) であり，LOBPCG

法の反復計算で一緒に計算している．そこで，反復ごと

の直交化を実施する際に，前処理を施して得られた行列

www( j)
k から，反復により得られた近似固有ベクトル xxx(1)i , xxx(2)i ,

. . .,xxx(i−1)
k の成分を除く順序で直交化する．つまり

www( j)
k := www( j)

k −
j−1

∑
i=1

(www( j)
k ,xxx(i)k )xxx(i)k (3)

で示す順序の演算を含む直交化を行う．これにより，前処

理で計算されたベクトルから，絶対値が 1より大きい Mi

の固有値に対応する固有ベクトル成分を（近似的に）除く

ことができるため，Miをノイマン展開したものを前処理に

使用しても問題ないと考えられる．

次章の性能評価では，最大固有値は Gershgorinの定理に

より求めた最大固有値の上限値に減衰パラメータ α = 0.9

を掛けたものを利用する．

表 1 SGI ICE X の構成

Processor
Intel Xeon E5-2680v3

(2.5GHz, 30MB L2 cache)

FLOPS per processor 480 GFLOPS

Number of cores per CPU 12

Number of processors per node 2

Memory of node 64GB

Memory bandwidth 68GB/s

Network Infini Band 6.8GB/s

Compiler Intel compiler

4. 性能評価

4.1 複数固有値に対するノイマン展開前処理の収束性評価

ここでは，提案した前処理の有効性を確認するため，実

際にハバードモデルのエネルギーを表現するハミルトニア

ンの複数の固有値を計算する．対象とするモデルは 2次元

4× 5-サイトモデルであり，電子数はアップスピンおよび

ダウンスピンともに 5個とし，小さい方から 10個の固有

値およびそれに対応する固有ベクトルを原子力機構の SGI

ICEX(図 1)を用いて 64 MPIプロセス× 12 OpenMPスレッ

ドのハイブリッド並列で計算する．この時のハミルトニア

ンの次元は 240,374,016であり，非対角成分の非零成分数

は 1,587,870,464個である．また，クーロン反発力 U/t の

収束性に対する影響を確認するため，U/t = 1および 10の

2ケースを計算し，その結果を表 2に示す．

この結果から，点ヤコビおよび zero-shift point Jacobi

(ZSPJ)の各前処理を用いた場合，反発力U/t が大きいと，

収束性が向上し高速化を実現しているが，反発力が小さい

と，前処理なしの場合よりも収束性が悪くなっていること

が確認できる．これは，前処理に用いる対角成分の大きさ

はモデル反発力の大きさに比例しているため，反発力があ

る程度大きくないと，対角成分がハミルトニアンの良い近

似にならず，適切な前処理行列にならないためだと考えら

れる．この結果は，基底状態のみを計算する際に得られた

結果と同様の傾向を示している [8]．

また，ノイマン展開を用いた前処理では，反発力の強さ

にかかわらず，収束性が向上していることが確認できる．

これは，行列全部の成分を利用しているため，反発力が小

さくても，前処理行列がハミルトニアンの良い近似になる

ためであると考えられる．また，展開の次数 sを上げるこ

とで収束までの反復回数は減少するが，sの増加に伴って反

復１回あたりの計算量が増加するため，常に計算時間が短

くなるとは限らないが，多くの場合で計算時間が短くなっ

ている．また，省通信化を行うことで，さらなる高速化を

実現しており，その有効性が確認できる．一方で，基底状

態のみを計算した際の結果では，反発力が大きいモデルに

対してノイマン展開を用いても，ZSPJよりも計算時間が

大きいこと，および，反発力が小さいモデルはノイマン展
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表 2 LOBPCG法による 4×５サイトハバードモデルの 10個の固有値を計算した際の収束性の

比較．電子数は，アップスピン，ダウンスピンとも５個である．ZSPJ は zero-shift point

Jacobi 前処理を，s はノイマン展開の次数を表している．
反復回数（上段）および計算時間 (秒)（下段）

前処理なし 点ヤコビ ZSPJ
ノイマン展開 省通信ノイマン展開

s = 1 s = 2 s = 3 s = 1 s = 2 s = 3

U/t = 1
551 777 624 319 257 184 340 302 198

1221.552 1672.688 1369.914 911.563 897.794 759.402 863.571 936.351 680.482

U/t = 10
398 298 313 232 184 161 201 177 137

996.189 740.979 763.422 720.225 704.137 705.028 579.979 607.458 515.602

表 3 ハミルトニアンの複数固有値・固有ベクトルを LOBPCG 法で

計算する際の主要演算の計算量の比較．ここで nはハミルトニ

アンの次元，mは求める固有値・固有ベクトルの数，s はノイ

マン展開の次数を表している．
演算 計算量

行列ベクトル積 O((s+1)nm)

TSQR O(nm2)

SA O(nm2)

反復ベクトル（xxx(i)k+1 など） O(nm2)

開を利用すると ZSPJより計算時間は短くなるが，sを大き

くすると，収束までの反復回数は減少するが，トータルの

計算時間が増加することが示されている（付録 A.1参照）．

これは，図 3に示したように，求める固有値・固有ベクト

ルの個数を増やすと，行列ベクトル積の計算量は固有値の

個数に比例して増加するが，反復ベクトルの直交化のため

の TSQR法，SAを計算するための内積，および，反復ベク

トル xxx(i)k+1 などのベクトルの線形計算の計算量が２乗で増

加するためである．ただし，sを求める固有値の個数より

も多く増加させると，行列ベクトル積の計算量が支配的に

なり，遅くなる可能性がある．

4.2 並列計算性能評価

提案した前処理を用いた LOBPCG法の並列性能を確認す

るため，反発力が小さく (U/t = 1)，アップスピン及びダウ

ンスピンの電子がどちらも 6個の 2次元 4×5サイトハバー

ドモデルの小さい方から 10個の固有値およびそれに対応

した固有ベクトルを SGI ICEXを用いて並列計算で求める．

この時のハミルトニアンの次元は 1,502,337,600であり，非

対角成分の非零成分数は 41,179,864,320個である．ここで

は，前処理としてZSPJ, 3次のノイマン展開，3次の省通信ノ

イマン展開を用いて，並列数を 768（64 MPI×12 OpenMP），

1536（128 MPI×12 OpenMP），3072（256 MPI×12 OpenMP）

と変化させて計算する．この結果から，どの前処理を用い

ても優れた並列化効率を達成していることがわかる．また，

省通信化により，反復 1回あたりの計算時間が約 15%減少

していることが確認できる．さらに，ZSPJとノイマン展開

前処理を比較すると反復 1回あたりの行列ベクトル積の回

数 4倍になっているが，計算時間は 2倍程度にしかなって

表 4 LOBPCG法の並列性能．ZSPJ，NE，CANEはそれぞれ前処理

として採用した zero-shift point Jacobi，ノイマン展開，省通信

ノイマン展開を表している．また，ノイマン展開の次数は 3で

ある．
反復回数（上段）計算時間 (秒)（中段）

並列数 反復 1 回あたりの計算時間 (秒)（下段）

ZSPJ NE CANE

591 226 225

64 MPI×12 OpenMP 9501.694 5886.533 4921.302

16.077 26.047 21.872

605 246 229

128 MPI×12 OpenMP 4611.478 3662.846 2909.048

7.622 14.890 12.703

601 244 226

256 MPI×12 OpenMP 2259.070 2043.231 1603.456

3.759 8.374 7.095

いない．このことから，複数の固有値（および固有ベクト

ル）を計算する際には，行列ベクトル積よりも直交化や複

数のベクトルを足しあわせて計算する反復ベクトル xxx(i)k+1な

どの計算のコストが支配的であることが推測される．よっ

て，LOBPCG法を用いて複数の固有値および固有ベクトル

を計算する際には，多少計算コストがかかっても，反復回

数を減少させることが重要であると結論付けられる．

5. まとめ

本研究ではハバードモデルのエネルギーを表現するハミ

ルトニアンの複数の固有値および固有ベクトルを LOBPCG

法で計算する際の前処理として，固有値情報を利用したノ

イマン展開を提案し，その有効性および並列性能を調査し

た．ノイマン展開前処理で使用する行列は作用素ノルムが

1未満，つまり，すべての固有値の絶対値が 1未満になる

必要があるため，LOBPCG法の反復過程で得られる近似

固有値の情報や Gershgorinの定理から得られる固有値の分

布に関する情報を利用して，できるだけ多くの固有値の絶

対値が 1未満になるように行列を変形している．しかし，

すべての固有値を 1未満にすることはできないため，前処

理を施したベクトルから，絶対値が 1以上の固有値に対応

する固有ベクトル成分を除く順序でベクトルを直交化し

ている．この提案した前処理を用いて複数固有値を計算し
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たところ，反発力の大小にかかわらず，既存の前処理方法

（ZSPJ）よりも高速化することを確認した．また，並列数

を 3000程度まで増加させても，並列性能は劣化しないこ

とを実際の並列計算から示した．さらに，モデルの物理的

性質を考慮した省通信化を行うことで，さらなる高速化が

実現できることを確認した．このことから，LOBPCG法を

用いてハバードモデルから導かれるハミルトニアンの固有

値を並列計算する際に，ノイマン展開は有効な前処理であ

ると考えられる．

今後は，ハバードモデル以外の問題に対するノイマン展

開前処理の有効性を調査する予定である．

謝辞 本研究の一部は，JSPS科研費 15K00178の助成を
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図 A·1 ハミルトニアンの基底状態のみを計算するときに前処理とし

て zero-shift point Jacobi(ZSPJ) およびノイマン展開 (NE) を
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次数 s は 1～3 である．この時，ノイマン展開前処理で利用

する最大固有値は Gershgorinの定理により得られた最大固有

値に減衰パラメータ α = 0.9 を掛けたものを利用している．
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付 録

A.1 基底状態のみを計算する際のノイマン展
開前処理の有効性

図 A·1 に電子数がアップスピンおよびダウンスピンと
もに 6 個の 2 次元 4× 5-サイトハバードモデルのエネル

ギーを表現するハミルトニアンの基底状態（最小固有値と

それに対応した固有ベクトル）を SGI ICEXで 96コア (8

MPI×12 OpenMP)で並列計算した際の際の zero-shift point

Jacobi前処理及び省通信ノイマン展開と収束性の関係を示

している．この結果から，ノイマン展開前処理を用いるこ

とで，クーロン反発力U/t の大きさに関係なく収束までの

反復回数は減少するが，反発力が大きい場合には，トータ

ルの計算時間は遅くなることがわかる．また，反発力の大

きさに関わらず，ノイマン展開の次数 sを増加させると収

束までの反復回数は減少するが，反復１回あたりの計算量

が増加するため，トータルでは遅くなり，s = 1の時が最速

であることが確認できる [8]．
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