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データ再分散を行う並列Gram-Schmidt再直交化

片 桐 孝 洋†,†† 吉 瀬 謙 二†,††

本 多 弘 樹† 弓 場 敏 嗣†

本論文ではGram-Schmidt法（G-S法）を用いた再直交化処理の並列アルゴリズムにおいて，デー
タ再分散を行うことで列方向分散（Column-Wise Distribution，CWD）における低い並列性を改
善する再直交化方式を提案する．提案方式を用いた並列再直交化を，固有ベクトル計算のための逆
反復法に実装した．PC クラスタおよび国産スーパコンピュータ 3 種（HITACHI SR8000/MPP，
Fujitsu VPP800/63，および NEC SX-5/128M8）を用いて提案方式が実装された並列逆反復法を
評価したところ，CWDを用いた従来法に対し，修正 G-S法を利用した再直交化で最大約 4倍，古
典G-S法を利用した再直交化で最大約 3.5倍の速度向上が得られた．

A Parallel Gram-Schmidt Re-orthogonalization Method
Using Data Re-distribution

Takahiro Katagiri,†,†† Kenji Kise,†,†† Hiroki Honda†

and Toshitsugu Yuba†

In this paper, we improve a parallel re-orthogonalization with Gram-Schmidt (G-S) method.
A data re-distribution approach is used to solve the low parallelism problem for column-wise
distribution (CWD) in the method. The proposed method is implemented to the inverse it-
eration method for computing eigenvectors. The inverse iteration method using the proposed
method is evaluated with a PC cluster and three kinds of super-computers in Japan, which
are the HITACHI SR8000/MPP, Fujitsu VPP800/63, and NEC SX-5/128M8. The results
of performance evaluation indicated that the maximum speedup factor of 4 in Modified G-S
method, and of 3.5 in Classical G-S method with respect to conventional methods using CWD
were obtained.

1. は じ め に

直交化処理は，固有値計算や QR 分解といったよ

うな線形計算を実行する場合において最も基本的，か

つ重要な処理の 1つである1)．それゆえ，多くの研究

者が QR 分解などの直交化処理について研究を行っ

ている2)∼4)．たとえば Oliveiraらは QR分解につい

て，行方向分散方式および列方向分散方式における

並列アルゴリズムの性能解析を行っている5)．一方で

Vanderstraetenらは，QR分解において適応的に並列

性の高い直交化方式を選択することで並列性の改善を

行った6)．

本論文では QR分解ではなく，Gram-Schmidt（G-

S）直交化法による再直交化処理の並列化手法につい

† 電気通信大学大学院情報システム学研究科
Graduate School of Information Systems, The Univer-

sity of Electro-Communications

†† 科学技術振興機構さきがけ
PRESTO, JST

て取り扱う．この Gram-Schmidt 再直交化は，デー

タ分散方式，および直交化アルゴリズムの種類（修正

G-S，古典G-S）の違いにより，まったく異なる並列

性を示すことが知られている7)．

固有ベクトル計算のための逆反復法（Inverse Iter-

ation Method，IIM）に G-S再直交化を適用する場

合，対象となる行列の数値特性にも依存するが，全体

の実行時間に対し逆反復法の時間が 90%以上を占め，

さらにこの逆反復法の時間のうち G-S再直交化の時

間も 90%以上を占めることが報告されており8)，高速

処理が望まれている．この IIM中の G-S再直交化を

並列化する場合，IIMの処理自体の自然な並列性を抽

出するためデータ分散を列方向分散とする方式がよく

利用されるが，このデータ分散方式では直交精度と並

列性のトレードオフの問題が生じる☆ことが知られて

☆ Twisted Decompositionを利用する，再直交化が不要な逆反
復法が Dhillonにより提案されている9)．ところがこの方法は，
固有値の重複度合に左右される．固有値が重複している場合，本
質的に逆反復法中の再直交化は避けられない．
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いる7)．

直交精度と並列性のトレードオフは，直交精度が高

い修正 G-S法が列方向分散方式において逐次化され

ることから生じる．ところが G-S再直交化アルゴリズ

ム単体で考えると，行方向分散方式では修正G-S法，

および古典 G-S法ともに並列性を抽出できることが

知られている7)．しかし残念なことに，行方向のデー

タ分散を行うと，IIM中の再直交化以外の処理（LU

分解，および前進・後退代入）が逐次化される．この

ことで，G-S再直交化における並列性を利用する効果

が出ない．

そこで本論文では，IIMが有する自然な並列性を抽

出できる列方向分散方式を採用しつつ，並列 G-S再

直交化の直前でデータの再分散を行い行方向分散に変

更し，かつこの再分散された行方向分散データを重複

して所有することで並列 G-S再直交化の並列性をも

抽出する並列再直交化方式を提案する．

本論文の構成は以下のとおりである．2 章で，逐次

G-S再直交化アルゴリズムをデータ依存の観点から説

明する．3 章では，逐次G-S再直交化アルゴリズムに

基づく，並列G-S再直交化アルゴリズムについて述べ

る．4 章では，データ再分散を行う新しい並列再直交

化方式の提案と，実際のアプリケーションの一例であ

る固有ベクトル計算のための IIMに適用した場合の

性能解析を行う．5 章は，PCクラスタおよび 3種の

国産スーパコンピュータを用いて性能評価を行う．最

後に 6 章で，この論文で得られた知見をまとめる．

2. G-S再直交化法の逐次アルゴリズム

G-S 法を用いた再直交化を実行するために，以下

の 2種の方法が広く利用されている．それらは，古典

G-S法と修正G-S法である．古典G-S法は G-S直交

化の式を単純に実装した方法であり，修正G-S法は高

い精度を得るために計算式を修正した方法である．こ

の章では，データ依存の観点からこれらの方法の並列

性の違いを説明する．なおこの並列性の違いは，各方

法におけるベクトル単位でのデータ依存の違いから生

じる．

2.1 古典Gram-Schmidt（古典G-S）法

再直交化をするための古典G-S法を図 1に示す．こ

こで a，bをベクトルとするとき，図 1中の表記 (a, b)

は内積を示している．

図 1 では，最内側の計算 〈2〉–〈4〉 は並列性を有す
る．この理由は，内積 (qj , ai) が初期ベクトル ai を

得た時点で並列に実行できるからである．

〈1〉 qi = ai；

〈2〉 do j = 1, i − 1

〈3〉 qi = qi − (qj , ai)qj；

〈4〉 enddo

〈5〉 qi の正規化；

図 1 ベクトル qi に対する再直交化における古典G-S法
Fig. 1 The Classical G-S method in re-orthogonalization

to the vector qi.

〈1〉 a
(0)
i = ai；

〈2〉 do j = 1, i − 1

〈3〉 a
(j)
i = a

(j−1)
i − (qj , a

(j−1)
i )qj；

〈4〉 enddo

〈5〉 qi = a
(i−1)
i の正規化；

図 2 ベクトル qi に対する再直交化における修正G-S法
Fig. 2 The Modified G-S method in re-orthogonalization

to the vector qi.

2.2 修正Gram-Schmidt（修正G-S）法

再直交化をするための修正 G-S 法を図 2 に示す．

図 2 では，最内側の計算 〈2〉–〈4〉 の内積で並列性が
ない．この理由は，〈3〉で定義されるベクトル a

(j)
i の

計算に関して，1つ前のループで定義されたベクトル

a
(j−1)
i を参照しているからである．すなわち計算 〈3〉
では，ループ伝搬のフロー依存が存在する．フロー依

存が存在するため，そのままでは並列化ができない．

この理由から，多くの研究者が修正 G-S法による再

直交化は並列処理に向かないと主張している．

3. G-S再直交化法の並列化

並列処理をする場合G-S法による再直交化は，逐次

処理のデータ依存とは別の理由で，参照されるベクト

ル q1, q2, . . . , qi−1 のデータ分散方式により，異なる

並列性を示すことが知られている7)．この章では，こ

の並列性について説明する．

3.1 列方向分散

まず，列方向分散（Column-Wise Distribution，

CWD）と呼ばれる単純な分割方式について説明する．

CWDは正規化されたベクトル ai と参照されるベク

トル q1, q2, . . . , qi−1 に関して，その構成要素を分散

せずにベクトル全体を PE（Processing Element）に

割り当てる分散方式である．以降，CWDに基づく並

列アルゴリズムの実装の詳細について議論する．

3.1.1 古典G-S法

図 3 は CWDにおける古典G-S法による再直交化

方式を示している．図 3 中の “Local”という表記は，
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〈1〉 if (ai を所有) then

〈2〉 q′i = ai；

〈3〉 放送 (ai)；

〈4〉 else

〈5〉 受信 (ai)；

〈6〉 q′i = 0；

〈7〉 endif

〈8〉 do j = 1, i − 1

〈9〉 Local q′i = q′i − (qj , ai) qj；enddo

〈10〉 if (ai を所有) then

〈11〉 do j = 1, i − 1

〈12〉 qj を所有する PEからの受信 (q′j)；

〈13〉 q′i = q′i + q′j；enddo

〈14〉 else

〈15〉 qi を所有する PEへ送信 (q′i)；

〈16〉 endif

〈17〉 if (qi を所有) qi = q′i の正規化；

図 3 列方向分散における古典G-S法
Fig. 3 The Classical G-S method in column-wise

distribution.

以降に示す式がローカルデータ（分散されたデータ）

のみを用いて実行されることを表している．図 3 で

は，計算 〈8〉，〈9〉 において並列性がある．
3.1.2 修正G-S法

図 4 は修正G-S法による CWDにおける再直交化

方式を示している．図 4 中の計算 〈4〉においては，並
列性が皆無である点に注意する．これは CWDでは

本質的に a
(j−1)
i と qj−1 を所有する PEと，a

(j)
i と

qj を所有する PEが違うことによる．このことから，

CWDでの修正 G-S 法による再直交化は基本的に並

列性がない．

3.2 行方向分散

次にもう 1つのよく使われる分散方式である，行方

向分散（Row-Wise Distribution，RWD）について説

明する．RWDは，ベクトル ai と qi，および直交化済

みベクトル q1, q2, . . . , qi−1 に関して，その構成要素

を分割して分散する方式である．したがってすべての

PEは，これらベクトルの一部を所有している．CWD

と RWDの違いは，CWDではベクトルの構成要素を

分割しないのに対して，RWDでは構成要素を分割し

て分散させる点であることに注意する．

RWDでは内積 (qj , a
(j−1)
i )と (qj , ai)に関して，古

典 G-S法でも修正 G-S法でもリダクション演算が必

要になる．なぜなら，各 PEはこれら内積を実行する

ためのベクトルすべてを所有していないからである．

〈1〉 a
(0)
i = ai；

〈2〉 do j = 1, i − 1

〈3〉 a
(j−1)
i を所有するPEからの受信 (a

(j−1)
i )；

〈4〉 Local a
(j)
i = a

(j−1)
i − (qj , a

(j−1)
i )qj；

〈5〉 a
(j+1)
i を所有する PEへ送信 (a

(j)
i )；

〈6〉 enddo

〈7〉 if (qi を所有) qi = a
(i−1)
i の正規化；

図 4 列方向分散における修正G-S法
Fig. 4 The Modified G-S method in column-wise

distribution.

〈1〉 qi = ai；

〈2〉 do j = 1, i − 1

〈3〉 Local (qj , ai)； enddo

〈4〉 Global sum ηj = (qj , ai)；

(j = 1, · · · , i − 1)

〈5〉 do j = 1, i − 1

〈6〉 Local qi = qi − ηj qj；

〈7〉 enddo

〈8〉 qi の正規化；

図 5 行方向分散における古典G-S法
Fig. 5 The Classical G-S method in row-wise

distribution.

3.2.1 古典G-S法

図 5は古典G-S法の再直交化アルゴリズムである．

図 5 中の表記の “Global sum”は，リダクション演算

であり，分散されたデータを加算してから，その結果を

PEすべてに放送する．このリダクション演算はMPI

（Message Passing Interface）のMPI_ALLREDUCE関数

を利用して実装できる．図 5 では，最内側ループで

Global sum演算が必要でないことが分かる．この理

由は，古典G-S法では最内側ループで毎回定義される

内積値を必要としないことによる．またこのことは，

2 章で説明された事項からも導かれる．すなわち j-

ループの方向の依存関係が存在しないからである．こ

の内積値は，Global sum演算を行う前に定義された

値を参照することで容易に計算が可能となる．

なおGlobal sum演算のベクトル長は，直交化する

ために参照するベクトルの個数 i − 1 に依存する．

3.2.2 修正G-S法

図 6 は，修正 G-S法による並列再直交化アルゴリ

ズムである．図 6 では，PEに分散されたデータに関

するリダクション演算が本質的に反復ごとに必要とな

る．なぜなら，Global sum演算が最内側ループにあ

るからである．第 j–反復において修正G-S法は，第
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〈1〉 a
(0)
i = ai；

〈2〉 do j = 1, i − 1

〈3〉 Local (qj , a
(j−1)
i )；

〈4〉 Global sum η = (qj , a
(j−1)
i )；

〈5〉 Local a
(j)
i = a

(j−1)
i − η qj；

〈6〉 enddo

〈7〉 qi = a
(i−1)
i の正規化；

図 6 行方向分散における修正G-S法
Fig. 6 The Modified G-S method in row-wise

distribution.

j −1–反復での内積値を必要とするので，Global sum

演算を最内側ループに書くしかない．このことは 2 章

での説明において，j-ループの方向でのフロー依存の

存在から説明できる．

4. データ再分散を行う並列再直交化方式

4.1 前提となる所有情報

提案する並列再直交化方式の適用例として，固有値・

固有ベクトル計算のための IIMに実装することを考

える．この並列 IIMがよびだされる前に，二分法な

どの方法を用いて全固有値の上限と下限が計算されて

おり，全 PEがその情報を所有していると仮定する．

たとえば，第 i 番目の固有値の上限と下限は，それぞ

れ，λl(i) と λu(i) に格納されていると仮定する．ま

たこのデータの所有により，全PEが計算中の第 k 固

有ベクトルに関連する重複固有値の範囲について，独

立に算出できると仮定する．

4.2 前提となるデータ分散方式

いま nprocs 台の PE を利用し，その PE 番号を

myid = 0, 1, . . . , nprocs− 1とする．このとき，以下

に示すデータを所有する PE番号 Pi は，

• 実対称三重対角行列 T：全PEが全データを所有，

• 固有値 λi (i = 1, . . . , n)：

Pi ≡ �(i − 1)/�n/nprocs�� 番 PEが所有，

• 固有ベクトル xi (i = 1, . . . , n)：

Pi ≡ �(i − 1)/�n/nprocs�� 番 PEが所有，

とする．ここで，Pi > nprocs − 1 の場合は，Pi ≡
nprocs − 1 とする．

計算中の第 k 番固有ベクトル，および G-S再直交

化で参照されるデータの分散方式は行方向分散方式

（RWD）であるが，IIM 中で利用する固有ベクトル

データは列方向分散（CWD）としても重複して所有

していると仮定する．作業領域として列方向分散の

データを所持しているので，IIM中で行われる LU分

解，および前進・後退代入での通信が発生しない☆．

以下に，再直交化すべき固有ベクトルに関するデー

タ所有情報をまとめる．なお，isは現在計算中の固有

ベクトル xk と再直交化すべき固有ベクトル番号のう

ち，最も小さいものの番号をさす．また ie は，現在

計算中の固有ベクトル xk と再直交化すべき固有ベク

トル番号のうち，最も大きいものの番号をさす．この

計算すべき固有ベクトルに関する範囲情報の is と ie

は，二分法などでの固有値計算結果から IIMルーチ

ンが実行される前に静的に与えられる．

• 現在計算中の固有ベクトル xk：

– CWDとして Pk ≡ �(k−1)/�n/nprocs��番
PEが xk を全部所有，かつ，

– Pj ≡ �(j − 1)/�n/nprocs�� (j = is, . . . , ie)

番PEが xk の要素を RWDされた形で所有．

• xk と再直交化すべき固有ベクトル xi (i =

is, . . . , k − 1)：

– CWDとして Pi ≡ �(i− 1)/�n/nprocs�� 番
PEが xi を全部所有，かつ，

– Pj ≡ �(j − 1)/�n/nprocs�� (j = is, . . . , ie)

番PEが，xi の要素をRWDされた形で所有．

ここで上記の PE 番号計算において，Pk, Pj , Pi >

nprocs − 1 となる場合は，Pk, Pj , Pi ≡ nprocs − 1

とする．

RWDの分散方式には任意性がある．いま対象の直

交化すべきベクトル長を n とし，再直交化済みの固

有ベクトルを所有する PE数を nprocsRO とする．こ

のとき �n/nprocsRO� 個の連続する再直交化すべき
ベクトルの構成要素について，再直交化済みの固有ベ

クトルを所有する各 PEが所有する「ブロック分散方

式」を仮定する．ここで割り切れず直交化すべきベク

トルの構成要素が余る場合，余ったベクトルの構成要

素は再直交化済みの固有ベクトルを所有する PEのう

ち，最も大きな番号の PEが所有するものとする．

固有ベクトルに関する出力のデータ分散方式は，列

方向分散方式（CWD）を仮定する．

4.3 提案方式を利用した並列逆反復法

図 7に提案する再直交化方式の概略を示す．図 7の

提案方式は，CWDとして分散されているベクトルデー

タを RWDに再分散するフェーズ（行 〈1〉），RWDさ

☆ ただしこの LU分解と前進・後退代入は逐次処理である．たと
え行方向分散方式（RWD）を利用して並列化を試みても，IIM

中で利用される三重対角行列用 LU分解で逐次化される．また
前進代入処理において，枢軸選択結果に起因するベクトル収集
のための通信が必要，という問題も生ずる．なお再直交化の不
要な固有ベクトルについては，LU分解で逐次化されるものの，
独立に並列計算可能である．
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〈1〉 CWDとして格納されているベクトル xk を，

RWDとして再分散；

〈2〉 RWDとして xk を格納；

〈3〉 RWDとして格納されている xk を，すでにRWD

として格納されている再直交化すべきベクトル

xi (i = is, .., k − 1)を用いて並列再直交化；

〈4〉 再直交化された RWDとして格納されている

xk を，CWDとして再分散；

〈5〉 CWDとして xk を格納；

図 7 提案する並列直交化方式の概略
Fig. 7 An overview of the proposed parallel re-

orthogonalization method.

れているベクトルデータを用いて再直交化するフェー

ズ（行 〈3〉），および RWDされている再直交化済み

のベクトルデータを CWDに再分散するフェーズ（行

〈4〉）から構成される．図 8 に，図 7 で示したデータ

再分散を行う並列再直交化方式を利用する並列 IIMの

アルゴリズムをのせる．

図 9，図 10，および図 11に，それぞれ，並列再直

交化ルーチン (1)，並列再直交化ルーチン (2)，および

並列再直交化ルーチン (3)の概略をのせる．また図中

の “行方向分散による並列 G-S再直交化”には，図 5

の古典G-S法か図 6 の修正G-S法のいずれかのアル

ゴリズムが適用される．また図中の枠は，図 7 の提案

する再直交化方式が使われていることを意味する．

4.4 性 能 解 析

ここでは CWDを用いた従来法と，データ再分散を

行う提案法について実行速度の解析を行う．いま議論

を簡単にするために，再直交化すべき固有ベクトルの

数を m，固有ベクトルの長さを n とし，同じ個数各

PEに分散されていると仮定する．このとき直交化の

ための修正G-S法の演算時間を，列方向分散方式（従

来法）では CMGSCB，および行方向分散方式（提案

法）では CMGSRB と表記する．また古典G-S法の演

算時間も同様に，CCGSCB，CCGSRB と表記する．

通信に関する時間，すなわち，長さ n のデータを

リダクション演算する時間，転送する時間，放送する

時間，および収集する時間を，それぞれ，Tred(n, p)，

Tsend(n)，Tbroad(n, p)，および Tgather(n, p)とする．

ここで p はプロセッサ台数である．

4.4.1 修正G-S法

従来法である列方向分散方式による修正 G-S法再

直交化の時間を TMGSCB，提案手法である行方向分

散方式による修正G-S法再直交化の時間を TMGSRB

とする．ここで最悪の時間を考慮し，固有ベクトル m

〈1 〉 istart = np*myid+1； iend = np*(myid+1)；

〈2 〉 if (nprocs − 1 番 PE) iend = m；

〈3 〉 do i = istart, iend

〈4 〉 λ̂i = (λl(i) + λu(i))/2；

〈5 〉 乱数で初期ベクトル x̂i を生成；

〈6 〉 T − λ̂iI の三重対角行列を LU分解；

〈7 〉 do iter = 1, MAX ITER

〈8 〉 現在計算中の固有ベクトル番号情報 k を

λ̂i と重複する 固有値を所有する PEから

検索して情報を共有させる；

〈9 〉 if ( (λ̂i は重複固有値).and.(k < i)

.and.(λ̂i は PE間に重複している) ) then

〈10〉 並列再直交化ルーチン (1)；

〈11〉 endif

〈12〉 前進・後退代入から x̂i を求解；

〈13〉 x̂i の正規化；

〈14〉 if (λ̂i は重複固有値) then

〈15〉 並列再直交化ルーチン (2)；

〈16〉 endif

〈17〉 x̂i の正規化；

〈18〉 Rayleigh商による λ̂i の改良；

〈19〉 残差 res = ||T x̂i − λ̂ix̂i|| の計算；
〈20〉 if (res < ε̂) iter ループの終了；

〈21〉 enddo

〈22〉 if (λ̂i は重複固有値) 収束ベクトル x̂i の

放送；

〈23〉 enddo

〈24〉 if ( ( ˆλnp∗(myid+1) は重複固有値).and.

( ˆλnp∗(myid+1) は PE間に重複している) )

then

〈25〉 並列再直交化ルーチン (3)；

〈26〉 endif

図 8 データ再分散を行う並列再直交化方式を利用した IIM．なお
np ≡ �m/nprocs� とおいた

Fig. 8 Overall of the parallel IIM with data re-

distribution. The notation of np is defined as

m/nprocs.

本と再直交化しなくてはならない場合を考える．この

とき，従来法の時間 TMGSCB は，

TMGSCB ≈ p · Tsend(n) + p · CMGSCB (1)

となる．

一方，提案手法の時間 TMGSRB は，

TMGSRB ≈ Tbroad(n, p) + CMGSRB

+m · Tred(1, p) + Tgather(n/p, p)

(2)

となる．このとき従来法よりも提案手法が高速になる
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〈1 〉 if (λ̂i は PE間で重複していない) then

〈2 〉 逐次 修正 G-S法；

〈3 〉 else

〈4 〉 x̂i の受信；

〈5 〉 x̂rb
i = (x̂i を行方向分散として格納)；

〈6 〉 if ( x̂i は収束ベクトル) then

〈7 〉 現在計算中の固有ベクトル番号情報 k の検索；

〈8 〉 if (k .eq. i) goto 〈13〉；
〈9 〉 endif

〈10〉 行方向分散による並列G-S再直交化 (x̂rb
i )

〈11〉 固有ベクトル k を所有する PEに x̂rb
i

を転送；

〈12〉 goto 〈4〉；
〈13〉 continue

〈14〉 endif

図 9 並列直交化ルーチン (1)の概略
Fig. 9 Overall of the parallel re-orthogonalization routine

(1).

〈1〉 λ̂i の重複固有値を所有する PEへ x̂i を送信；

〈2〉 x̂rb
i = (x̂i を行方向分散として格納)；

〈3〉 行方向分散による並列G-S再直交化 (x̂rb
i )；

〈4〉 λ̂i の重複固有値を所有する PEから
ˆtxrb
i を受信；

〈5〉 x̂i = ( ˆtxrb
i を列方向分散として格納)；

図 10 並列直交化ルーチン (2)の概略
Fig. 10 Overall of the parallel re-orthogonalization

routine (2).

〈1〉 現在計算中の固有ベクトル番号情報 k の検索；

〈2〉 x̂i の受信；

〈3〉 x̂rb
i = (x̂i を行方向分散として格納)；

〈4〉 行方向分散による並列G-S再直交化 (x̂rb
i )；

〈5〉 if ( x̂i は収束ベクトル) then

〈6〉 if (k は重複固有値の最後か) goto 〈10〉；
〈7〉 endif

〈8〉 固有ベクトル k を所有する PEに x̂rb
i を転送；

〈9〉 goto 〈1〉；
〈10〉 continue

図 11 並列直交化ルーチン (3)の概略
Fig. 11 Overall of the parallel re-orthogonalization

routine (3).

条件 TMGSCB > TMGSRB を考慮したプロセッサ台

数 pMGS は，

pMGS > (TCbroad + m · TCred1 +

TCgather + CCRB CB)

/(TCsend + 1) (3)

となる．ここで，

TCbroad ≡ Tbroad(n, p)/CMGSCB ,

TCred1 ≡ Tred(1, p)/CMGSCB ,

TCgather ≡ Tgather(n/p, p)/CMGSCB ,

CCRB CB ≡ CMGSRB /CMGSCB ,

TCsend ≡ Tsend(n)/CMGSCB , (4)

とおいた．式 (3) のしきい値となるプロセッサ台数

pMGS が小さいと，提案法がより有効となる．したがっ

て通信時間と演算時間の比である，TCbroad，TCred1，

TCgather，および CCRB CB の値が小さい状況では

提案法の効果が期待できる．また TCsend の値が大き

い状況のほうが，提案法の効果が期待できる．

4.4.2 古典G-S法

修正 G-S法と同様に，従来法である列方向分散方

式による古典 G-S法再直交化の時間を TCGSCB，提

案手法である行方向分散方式による古典 G-S法再直

交化の時間を TCGSRB とする．このとき，従来法の

時間 TCGSCB は，

TCGSCB ≈ Tbroad(n, p) + CCGSCB

+Tgather(n, p) + CCGSADD (n, p)

(5)

となる．ここで，列方向分散方式における古典G-S法

で逐次化されるベクトル加算の時間を CCGSADD (n, p)

とおいた．

一方，提案手法の時間 TCGSRB は，

TCGSRB ≈ Tbroad(n, p) + Tred(m, p)

+CCGSRB + Tgather(n/p, p) (6)

となる．このとき，従来法よりも提案手法が高速にな

る条件 TCGSCB > TCGSRB は，

(TCgather(n) + CCADDCB + 1)/

(TCgather(n/p) + TCredm + CCRB CB) > 1

(7)

となる．ここで，

TCgather(n) ≡ Tgather(n, p)/CCGSCB ,

CCADDCB ≡ CCGSADD (n, p)/CCGSCB ,

TCgather(n/p) ≡ Tgather(n/p, p)/CCGSCB ,

TCredm ≡ Tred(m, p)/CCGSCB ,

CCRB CB ≡ CCGSRB /CCGSCB , (8)

とおいた．式 (7)の条件を成立させやすくすると，提案

法が従来法より有効となる．したがって，通信時間と演

算時間の比である TCgather(n)および CCADDCB は

大きく，TCgather(n/p)，TCredm，および CCRB CB

は小さい値を持つ状況のほうが，提案法が有効である

ことが期待できる．
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実際の再直交化では，再直交化の時間は各 PEで均

一でなく，また再直交化すべき個数 m も逆反復が進

むにつれ 1から mまで 1ずつ増加していく．したがっ

て単純に式 (3)と式 (7)の条件で決まるわけではない．

しかしこれらの条件は，従来法より高速となる目安に

なるものと考えられる．

5. 性 能 評 価

この章では，4種の並列計算機を用いて各種再直交

化方式を評価する．再直交化方式の評価のため IIMに

並列化された再直交化を実装した．

5.1 計算機環境

性能評価のため，以下の並列計算機を用いた．

• PCクラスタ：ノードのハードウェア（Intel Pen-

tium4，2.0 GHz），ノード数（4ノード），ノードあ

たりの搭載メモリ（1GB，Direct RDRAM/ECC

256 MB*4），MB（ASUSTek P4T-E+A，Socket

478対応），ネットワークカード（Intel EtherEx-

pressPro100+），OS（Linux 2.4.9-34），通信ライ

ブラリ（MPICH 1.2.1），コンパイラ（PGI For-

tran90コンパイラ，4.0-2），コンパイラオプショ

ン（ -fast）．

• HITACHI SR8000/MPP：東京大学情報基盤セ

ンタ所有．ノードあたりの PE数（8 PE），ノー

ドあたりの理論性能（14.4GFLOPS），ノードあ

たりのメモリ（16GB），通信網トポロジ（3 次

元ハイパークロスバ），最大通信性能（片方向で

1.6 Gbytes/s，双方向で 3.2 Gbytes/s），コンパイ

ラ（日立最適化 Fortran90 V01-05-/A），コンパ

イラオプション（-opt=4 -parallel=0），通信ライ

ブラリ（日立製MPI）．

• Fujitsu VPP800/63：京都大学学術情報メディア

センタ所有．ノードにおける理論性能（8GFLOPS

のベクトルユニット，および 1GOPS のスカ

ラユニット），ノードあたりのメモリ（8 GB），

通信網トポロジ（クロスバ網），最大通信性能

（3.2 Gbytes/s），コンパイラ（Fujitsu UXP/V

Fortran/VPP V20L20），コンパイラオプション

（-O5 -X9），通信ライブラリ（富士通製MPI）．

• NEC SX-5/128M8：大阪大学サイバーメディア

センタ所有．ノードあたりの PE数（16PE），ノ

ードあたりの理論性能（160 GFLOPS），ノード

あたりのメモリ（128 GB），コンパイラ（NEC

FORTRAN90/SX），コンパイラオプション（-C

hopt），通信ライブラリ（MPI/SX）．

5.2 並列逆反復法（IIM）の詳細

我々が開発した IIMルーチンの詳細は以下のとお

りである．

• 処理行列：実数対称三重対角行列 T

• 計算対象：昇順にソートした固有値に対する固有
ベクトル第 1番から第 m 番

• アルゴリズム：Rayleigh商改良付き IIM

• 要求される誤差 ε̂：残差ベクトルのノルム ||Txi−
λixi||2 を解からの誤差と見なすとき，誤差
||T ||1 × ε，(i = 1, 2, . . . , m) 以下を要求する．こ

こで ε はマシンイプシロンで，xi ∈ �n はこの

固有方程式の第 i 番固有ベクトル，λi ∈ � は第
i 番固有値である．

• 密集固有値判定法：距離 eps ≡ ||T ||1 × 10−3 と

すると，|λi −λi−1| < eps（i = 2, 3, . . . , n，かつ

λi は昇順にソート済み）となる固有値すべてを

密集固有値と見なす（Peters-Wilkinsonの方法）

なお IIMでは，行列の数値特性に依存する反復回数

が全体の実行時間を左右する．ここでは EISPACKの

IIMを用いたルーチンである TINVITルーチンにお

ける最大反復回数10)を考慮し，各固有ベクトル収束ま

での反復回数を 5回に固定して評価を行う．

5.3 実装した並列再直交化の説明

我々が実装した並列再直交化を以下に示す．

• CG-SCB（従来法）：CWDによる PE 内再直交

化として修正 G-S法を用いた並列古典 G-S法

• MG-SCB（従来法）：CWDによる逐次化される

修正G-S法

• CG-SRB（提案法）：RWDによるPE内再直交化

として修正 G-S法を用いた並列古典 G-S法．再

直交化前/後にデータ再分散が行われる．

• MG-SRB（提案法）：RWDによる並列修正 G-S

法．再直交化前/後にデータ再分散が行われる．

5.4 試 験 行 列

試験行列は，10,000次元の Frank行列を三重対角

化した行列とする．行列特性は以下のとおりである．

• 密集固有値と見なす距離：eps ≈ 58,471

• 密集固有値のグループ数：8

• 最大密集固有値群：昇順にソート済みの場合，第
1番から第 9,993番固有値

なお Frank行列は，次のように定義される：

A = (aij) ≡ n − max(i, j) + 1 (i, j = 1, 2, . . . , n)

5.5 実 験 結 果

表 1 は，CWDを利用した従来方式と RWDを利

用した提案方式とを，各並列計算機上で実行した結果

を示している．図 12 は，従来方式の各実行時間を 1
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表 1 提案する再直交化方式の効果（実行時間，単位は秒）
Table 1 The effect of each re-orthogonalization method. The execution time is

shown. The unit is in seconds.

(a) PCクラスタ 4ノード (p = 4)

固有ベクトル数 (%) 500 (5%) 1,000 (10%) 2,000 (20%) 4,000 (40%) 5,000 (50%) 10,000 (100%)

MG-SCB (従来法) 88 264 879 3,165 4,832 18,630

MG-SRB (提案法) 1,151 2,989 6,036 14,302 25,768 83,633

CG-SCB (従来法) 64 167 488 1,607 2,428 8,946

CG-SRB (提案法) 102 237 616 1,794 2,592 8,747

(b) HITACHI SR8000/MPP 1ノード 8PE (p = 8)

固有ベクトル数 (%) 500 (5%) 1,000 (10%) 2,000 (20%) 4,000 (40%) 5,000 (50%) 10,000 (100%)

MG-SCB (従来法) 203 625 2,513 8,757 17,116 65,019

MG-SRB (提案法) 56 208 722 2,985 4,052 17,550

CG-SCB (従来法) 40 147 536 2,027 3,037 12,042

CG-SRB (提案法) 30 91 302 1,067 1,618 6,193

(c) HITACHI SR8000/MPP 4ノード 32 PE (p = 32)

固有ベクトル数 (%) 500 (5%) 1,000 (10%) 2,000 (20%) 4,000 (40%) 5,000 (50%) 10,000 (100%)

MG-SCB (従来法) 155 532 2,169 7,718 12,573 50,165

MG-SRB (提案法) 134 417 1,585 6,030 10,176 36,477

CG-SCB (従来法) 38 109 242 698 1,053 3,587

CG-SRB (提案法) 42 94 210 578 793 2,412

(d) Fujitsu VPP800/63 4ノード (p = 4)

固有ベクトル数 (%) 500 (5%) 1,000 (10%) 2,000 (20%) 4,000 (40%) 5,000 (50%) 10,000 (100%)

MG-SCB (従来法) 17 51 171 617 943 3,593

MG-SRB (提案法) 32 110 407 1,556 2,408 9,439

CG-SCB (従来法) 12 32 94 309 461 1,667

CG-SRB (提案法) 10 25 63 182 261 860

(e) Fujitsu VPP800/63 8ノード (p = 8)

固有ベクトル数 (%) 500 (5%) 1,000 (10%) 2,000 (20%) 4,000 (40%) 5,000 (50%) 10,000 (100%)

MG-SCB (従来法) 17 52 173 621 947 3,600

MG-SRB (提案法) 40 140 521 2,009 3,115 12,247

CG-SCB (従来法) 11 26 68 201 292 983

CG-SRB (提案法) 10 22 50 118 160 438

(f) NEC SX-5/128M8 1ノード 4PE (p = 4)

固有ベクトル数 (%) 500 (5%) 1,000 (10%) 2,000 (20%) 4,000 (40%) 5,000 (50%) 10,000 (100%)

MG-SCB (従来法) 48 165 555 2,020 3,066 10,352

MG-SRB (提案法) 93 311 1,254 5,516 5,125 18,738

CG-SCB (従来法) 13 36 106 354 531 1,929

CG-SRB (提案法) 10 22 53 137 199 549

としたとき，提案方式がどれだけ高速化されるかの割

合を示したものである．表 1 および図 12 から修正

G-S法においては，SR8000を利用したときのみ従来

法より高速化される．その最大高速化率は約 4 倍で

ある．また古典G-S法では，PCクラスタ（計算する

固有ベクトル数：500，1,000，2,000，4,000，および

5,000）と 32PE の SR8000（計算する固有ベクトル

数：500）以外で速度向上がみられる．その最大高速

化率は SX-5の約 3.5倍である．なおこの試験行列に

おいては，Frobeniusノルムによる直交精度の評価に

おいて修正 G-S法と古典 G-S法間での有意な精度差

は生じなかった．

5.6 考 察

表 2 に式 (3) および式 (7)で示した，演算時間に

対する性能パラメータ値をのせる．なお SR8000では

8PE利用時，VPP800では 4PE利用時のパラメータ

値をのせている．このパラメータ値は，CCGSADD を

除く計算時間パラメータは 10回，CCGSADD とすべ

ての通信時間パラメータは 10,000回の時間を計測し

平均を算出後，この平均値を利用し算出した．

表 2 から修正 G-Sに関して，SR8000のみで従来

法に対して高速化された理由を考える．その理由とし

て，以下が推察される．

• 固有ベクトル計算 500個のとき，1対 1通信時間

と計算時間との比 TCsend がその他の計算機と比
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(b) 古典 G-S 法における従来法に対する速度向上比

図 12 各並列計算機上での従来法に対する速度向上比
Fig. 12 Speedup ratios compared to conventional method

on several parallel machines.

べて大きい．したがって，従来法の通信時間の遅

さが提案法を有利にさせた．

• 固有ベクトル計算 10,000 個のとき，リダクショ

ン時間と計算時間の比 TCred1 がその他の計算機

と比べて小さく，かつ計算時間比 CCRB CB が

小さい．したがって大規模な問題では，問題サイ

ズに比例して増加するリダクション時間と，従来

法に対する計算時間を小さくおさえることができ

たので，結果として提案法が有利となった．

古典 G-S 法では，PC クラスタ（計算する固有ベ

クトル数：500，1,000，2,000，4,000，および 5,000）

と 32PEの SR8000（計算する固有ベクトル数：500）

以外で速度向上が確認され，最大の速度向上が得られ

たのは SX-5である．その理由として，以下が推察さ

れる．

• PCクラスタでは，計算時間比 CCRB CB がその

他の計算機に比べ大きい．したがって，提案法の

計算時間の遅さが提案法を不利にした．

• SX-5 では，計算時間比 CCRB CB を考慮し

たうえでの，ベクトル収集時間と計算時間との

表 2 通信時間と演算時間との比に関するパラメータ値（問題サイ
ズ n = 10, 000）

Table 2 Parameter values based on the ratio between

communication time and calculation time (Prob-

lem size n = 10, 000).

(a)固有ベクトル 500個計算時

機種 PC SR8000 VPP800 SX-5

T Cbroad .00747 .0795 .00235 .00067

T Cred1 .00074 .00422 .00063 .00053

T Cgather .00123 .00983 .00062 .00038

CCRB CB 1.02 .968 .213 .595

T Csend .00285 .0141 .00129 .00047

pMGS 1.40 3.12 .533 .864

T Credm .00326 .00960 .0226 .1111

T Cgather(n/p) .00461 .00960 .0166 .00708

CCRB CB 3.85 1.001 .732 .851

T Cgather(n) .0305 .0449 .0580 .0293

CCADDCB
.0268 .0578 .0181 .0196

式 (7)値 .274 1.08 1.39 1.08

(b)固有ベクトル 10,000個計算時

機種 PC SR8000 VPP800 SX-5

T Cbroad .00036 .00292 .00291 .00386

T Cred1 .00003 .00015 .00078 .00196

T Cgather .00005 .00049 .00078 .00127

CCRB CB 1.001 .942 .330 .431

T Csend .00013 .00090 .00160 .00158

pMGS 1.32 2.51 1.11 2.39

T Credm .00229 .00508 .01446 .06921

T Cgather(n/p) .00023 .00047 .00839 .00363

CCRB CB 3.91 .970 .728 .816

T Cgather(n) .00158 .00213 .02907 .00363

CCADDCB
.00136 .00279 .00904 .0150

式 (7)値 .255 1.02 1.38 1.14

比 TCgather(n/p) が，その他の計算機と比べ

て小さい（固有ベクトル計算 10,000 個計算時，

TCgather(n/p) が最も小さいのは PC である

が，CCRB CB が 3.91 ときわめて大きい．ま

た TCgather(n/p) が次に小さい SR8000 では，

CCRB CB が .970と SX-5の .816に比べて大き

い）．したがって，提案法におけるベクトル収集

時間の高速さが提案法をより有利にした．

6. お わ り に

本論文では，従来より問題となっていた CWDによ

る Gram-Schmidt再直交化の低並列性を，並列性が

より高い RWDによる再直交化を利用するようにデー

タを再分散することで並列性を改良する方式を提案し

た．性能評価の結果から，修正G-S法で最大 4倍，古

典 G-S法で最大 3.5倍の高速化を達成した．

提案手法が有効となる計算機環境は，放送時間やベ

クトル収集時間に関する計算時間比である TCbroad，

TCgather が小さく，かつ 1対 1通信時間と計算時間
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との比 TCsend が大きくなる環境である．TCbroad，

TCgather が小さいという条件から，大規模な PEを

有する並列計算機では不利となる．また TCsend が大

きいという条件から，大規模な問題サイズでの実行は

不利となる．したがって，性能評価で示したような，

4–32台という比較的小規模な PE構成で，かつスパ

コン上で 10,000次元程度の問題を解く場合に有効と

なる方式である．

本提案方式の本質はホットスポットにおいて，その

処理に向くデータ分散方式に再分散することにある．

本方式とは異なるデータ再分散方式の一例として，な

るべく多くのベクトルを 1PEに集積する方法も考え

られるが，IIM全体の並列性能の劣化を考慮すると適

する方法とはいい難い．本論文で示した固有ベクトル

計算のための逆反復法のように，ホットスポットに向

くデータ分散方式と，それ以外の処理に向くデータ分

散方式が異なるという処理は，GMRES法での直交化

処理☆のように，多いものと推察される．ここで単純

なデータ分散方式の変更だけであるから，アルゴリズ

ムの本質と関係ないと解釈されるべきではない．逐次

アルゴリズムとデータ構造が切り離せないのと同様に，

並列アルゴリズムではデータ構造としてのデータ分散

方式は切り離せない．本論文の性能評価により，この

実例を示した．

今後の課題として数値計算ライブラリにおいて，性

能オプションとして本方式を利用するための手法を開

発することがあげられる．たとえば，対象の並列計算

機特性をモデル化することで，CWDと RWDのどち

らのデータ分散方式が最適となるか固有値ソルバを実

行しなくても決定できる手法の開発が必要である．

なお本再直交化方式が実装された固有値ソルバの

ソースコード（Fortran90とMPIで記述されている）

は，http://www.abc-lib.org/で公開予定である．
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