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シフト付き Cholesky QR 分解を用いた特異値分解の高
速化
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概要：本稿では，長方行列の特異値分解においてボトルネックとなる 2重対角化または帯行列化を高速に
実行するために，シフト付き Cholesky QR 分解を提案する．Cholesky QR 分解は，level3 の BLAS を用
いることができるため，高速に実行可能である．しかしながら，丸め誤差の影響により，悪条件な行列が
与えられた場合，Cholesky 分解が破綻することがある．この問題を回避するために，シフトを導入する．

Acceleration of Singular Value Decomposition using Cholesky QR
algorithm with Shift
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1. はじめに

画像処理，情報検索，最小 2 乗問題を扱うアプリケー
ションにおいて，その特徴量を取得するために，特異値分
解が利用されている．また，近年，ビッグデータの 1つで
ある顧客の購入情報が保存されたデータ行列に対する主成
分分析や特徴量の取得において，有効な方法として利用す
る試みがなされている [18]．多くのビッグデータでは，行
列の短辺に集めた情報の項目を与え，長辺に各個体を識別
するための番号が並ぶ．この番号は，情報爆発により，非
常に大きな数となることが多い．
特異値分解では，与えられた長方データ行列が対角行列

と 2 つの直交行列の積に分解される．対角行列の対角要
素には，その行列の特異値が並ぶ．2つの直交行列には，
それぞれ，特異値に対応する特異ベクトルが並ぶ．多く
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の特異値分解法において，与えられた長方行列に対して
Householder 変換 [3], [11]を適用することによって直交行
列と正方行列の 1種である上 2 重対角行列に分解し，この
上 2重対角行列に対して特異値分解が行われる．上 2重対
角行列に対する特異値分解は，密行列に比べ，高速に計算す
ることができる．しかしながら，長方行列を 2重対角行列
に直接変換する Householder 変換の計算量が大きい．この
問題を回避するため，与えられた長方行列に Householder

変換による QR 分解（Householder QR 分解）法を適用し，
得られた上三角行列に対して Householder 変換による 2重
対角行列化を行うことが適切であると考えられる．ただ
し，長方行列の長辺が非常に長い場合には，Householder

QR 分解法がボトルネックになる．
本稿では，高速性と高精度性を有する新たな特異値分解
法を提案する．具体的には，多くの特異値分解法で用いら
れている Householder QR 分解法を適用するのではなく，
Cholesky QR 分解 [10]を前処理に用いる特異値分解法を
提案する．Cholesky QR 分解は，level-3 の BLAS [1]を適
用することができるため，Householder QR 分解法に比べ，
高速に実行することができる．しかし，丸め誤差の影響に
より，Cholesky 分解ができない場合がある [21]．この問題
を解決するために，本稿では，シフトを導入する．
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2章では，特異値分解について紹介する．3章では，シ
フト付き Cholesky QR 分解を提案する．4章では，提案
されたシフト付き Cholesky QR 分解と Householder QR

分解法の比較実験を行う．

2. 特異値分解

ランク r の m× n (m ≥ n) 次の長方行列 A ∈ R
m×n の

特異値分解は，

A = UΣV � (1)

と表される．ここで，列直交行列 U ∈ R
m×r の列は左特

異ベクトル，列直交行列 V ∈ R
n×r の列は右特異ベクト

ル，対角行列 Σ ∈ R
r×r は対角成分に特異値を持つ行列で

ある．つまり，

Avi = σiui, (2)

A�ui = σivi (i = 1, . . . , r), (3)

U :=
[
u1,u2, . . . ,ur

]
∈ R

m×r, (4)

V :=
[
v1,v2, . . . ,vr

]
∈ R

n×r, (5)

Σ := diag(σ1, σ2, . . . , σr) ∈ R
r×r, (6)

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0 (7)

が成り立つ．また，i 番目の特異値 σi の左特異ベクトルは
ui，右特異ベクトルは vi である．
特異値分解法として，Jacobi 法 [6], [7], [20]がある．こ
の特異値分解法は，得られた行列の直交性に関する精度は
良好であるが，計算時間が非常に長い．そのため，大規模
行列には適していない．
そこで，計算時間を少なくするために，前処理とし

て，Householder 変換により，与えられた長方行列 A を
適切な直交行列と上 2 重対角行列 B の積に変換する．
この時，長方行列 A と正方行列 B の特異値は等しい．
この 2 重対角行列 B のための特異値分解法として，QR

法 [3], [4], [9], [11], [12]，I-SVD（Integrable-Singular Value

Decomposition）法 [14], [15], [19]法，分割統治法 [2], [13]，
拡大行列を用いた 2 分法と逆反復法による解法，拡大行
列を用いた MR3 法 [5], [8], [17] がある．これらの特異値
分解法のいずれかを用いて特異値分解を行う場合，長方行
列の長辺が長ければ長いほど，Householder 変換がボトル
ネックとなる．
この問題を回避するために，長方行列 A に Householder

変換を適用するのではなく，QR 分解 A = QR の上三角行
列 R ∈ R

n×n に対して行う．ここで，Q ∈ R
m×n は，直交

行列を表す．上三角行列 R の左特異ベクトル行列 U(R)，
右特異ベクトル行列 V(R)，対角成分に特異値を持つ行列
Σ(R) とすると，

Algorithm 1 Cholesky 分解
1: for k = 1, . . . , n do

2: rk,k :=
√

w
(k)
k,k

3: for j = k + 1, . . . , n do

4: rk,j := w
(k)
k,j/rk,k

5: end for

6: for j = k + 1, . . . , n do

7: for i = j, . . . , n do

8: w
(k+1)
j,i := w

(k)
j,i − rk,jrk,i

9: end for

10: end for

11: end for

R = U(R)Σ(R)V
�
(R), (8)

A = QR

= Q
(
U(R)Σ(R)V

�
(R)

)

=
(
QU(R)

)
Σ(R)V

�
(R), (9)

が得られる．つまり，長方行列 A の左特異ベクトル行列は
QU(R)，右特異ベクトル行列は V(R)，対角成分に特異値を
持つ行列は Σ(R) となる．

3. シフト付き Cholesky QR 分解

Cholesky QR 分解とは，以下の手順で m× n 次の行列
A の QR 分解 A = QR を行う手法である:

( 1 ) W := A�A，
( 2 ) W = R�R（Cholesky 分解），
( 3 ) Q := AR−1．
ここで，Q は m×n 次の列直交行列，R は n 次上三角行列
である．n 次実対称行列 W の Cholesky 分解 W = R�R

の基本的な手順は Algorithm 1 の通りである．ただし，
w

(1)
i,j は W の (i, j) 成分であり，ri,j が求める R の (i, j)

成分を表す．ここで，W が正定値であっても，数値誤差に
よって反復の途中で w

(k)
k,k < 0 となってしまい，計算が破

綻する可能性がある．これを回避するため，次の定理に基
づくシフト戦略を考える．

定理 W� (� = 1, . . . , n) を W の � 次首座小行列とし，
その最小固有値を λmin(W�) とする．このとき，

w
(k)
k,k > 0 (1 ≤ k < �), w

(�)
�,� < 0 ⇒ w

(�)
�,� < λmin(W�),

(10)

w
(k)
k,k > 0 (1 ≤ k ≤ �) ⇔ 0 < λmin(W�) (11)

が成り立つ．

証明 n 次実対称行列 W に対して Algorithm 1 を適
用すると，1 行目から始まる反復が少なくとも (� − 1)

回 (� = 2, . . . , n) までは上手く動くとする．すなわち，
w

(k)
k,k > 0 (1 ≤ k < �) が成り立つとする．このとき，

r�,� が虚数になることも許すと，w
(�)
�,� の符号によらず，
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図 1 シフト付き Cholesky QR 分解の概念図

r�,� =
√

w
(�)
�,� を定めることができる．このとき，Rj を R

の j 次首座小行列とすると，

Wj = R�
j Rj (j = 1, . . . , �) (12)

が成り立つ．したがって，

detWj = (detRj)
2 =

j∏
i=1

r2i,i (13)

が成り立ち，特に

detW� = (detR�)
2 =

�∏
i=1

r2i,i, (14)

detW�−1 = (detR�−1)
2 =

�−1∏
i=1

r2i,i (15)

である．また，λi(X) と書いて，行列 X の大きい方から
i 番目の固有値を表すものとすると，

detW� =

�∏
i=1

λi(W�), (16)

detW�−1 =

�−1∏
i=1

λi(W�−1) (17)

が成り立つ．(14),(15),(16),(17)より，

r2�,� = λ�(W�)

�−1∏
i=1

λi(W�)

λi(W�−1)
. (18)

さらに，分離定理より

λi(W�) ≥ λi(W�−1) ≥ λi+1(W�) (i = 1, . . . , �− 1)

(19)

が成り立つ．
ここで，

r2k,k = w
(k)
k,k > 0 (k = 1, . . . , �− 1) (20)

という仮定のもとでは

λj(Wj) > 0 (j = 1, . . . , �− 1) (21)

が成り立つことを，帰納法によって示す．
( 1 ) j = 1 のとき，(20)より

λ1(W1) = r21,1 > 0. (22)

( 2 ) j = k (1 ≤ k ≤ �− 2) で (21)が成り立つと仮定する．
(13)より

detWk+1 =

k+1∏
i=1

r2i,i (23)

であるから，(20)より

detWk+1 > 0 (24)

が言える．ここで
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detWk+1 = λk+1(Wk+1)
k∏

i=1

λi(Wk+1) (25)

であるが，(19)と仮定より

λi(Wk+1) ≥ λk(Wk) > 0 (i = 1, 2, . . . , k) (26)

であるから
λk+1(Wk+1) > 0 (27)

が成り立つ．
これより，(19)に注意すれば

λi(W�−1) > 0 (i = 1, . . . , �− 1) (28)

であり，
λi(W�)

λi(W�−1)
≥ 1 (i = 1, . . . , �− 1) (29)

が成り立つ．
以上より，r2�,� = w

(�)
�,� < 0，すなわち

r2�,� = λ�(W�)
�−1∏
i=1

λi(W�)

λi(W�−1)
< 0 (30)

を仮定すれば
λ�(W�) < 0 (31)

となる．(29),(31)より

λ�(W�) ≥ λ�(W�)

�−1∏
i=1

λi(W�)

λi(W�−1)
= r2�,� (32)

であるから，結局

w
(�)
�,� = r2�,� ≤ λ�(W�) = λmin(W�) (33)

が成り立つ．
一方，r2�,� = w

(�)
�,� > 0，すなわち

r2�,� = λ�(W�)

�−1∏
i=1

λi(W�)

λi(W�−1)
> 0 (34)

を仮定すれば，(29)より

λ�(W�) > 0, (35)

が成り立つ．

定理によると，Algorithm 1 の反復の過程で，ある k

に対し w
(k)
k,k < 0 となった場合，シフトによって新たに

W := W − w
(k)
k,kI（I は n 次単位行列）と取り直して

Algorithm 1 を適用すれば，w
(k)
k,k > 0 となると期待され

る．このようなシフトを，コレスキー分解が破綻するこ
となく完了するまで繰り返し行う．ただし，w

(k)
k,k がちょ

うど 0 になった場合には，それまでの累積シフト量を s

として，s := s(1 + ε) （ε はマシンイプシロン）を新た

表 1 実験環境
CPU Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620 v4 @ 2.10GHz

(2 cores)

RAM 128GB

OS Ubuntu 16.04.3 LTS

Compiler icc version 18.0.0,ifort version 18.0.0

Options -fast

Software Intel Math Kernel Library 2018

な累積シフト量とする．その際，s = 0である場合には，
s := max{wk,k | k = 1, . . . , n} を新たな累積シフト量とす
る．以上が，シフト付き Cholesky QR 分解のシフト戦略
である．実装では，前回 w

(k)
k,k < 0 となった k の値 k0 を保

持しておき，再度，w
(k0)
k0,k0

< 0 となった場合には，s := 2s

とする．
つまり，本提案の概念図は，図 1のようになる．

4. 実験

提案手法の有効性を確認するために，Householder QR

分解法とシフト付き Cholesky QR 分解の比較実験を行う．
性能を比較するために，表 1を用いる．実験に用いる行列
は，次の 6種類である．
• A1（次元数：1000 万 ×100）
• A2（次元数：1000 万 ×200）
• A3（次元数：1000 万 ×300）
• A4（次元数：1000 万 ×100，条件数：2.62 ∗ 10297）
• A5（次元数：1000 万 ×200，条件数：2.62 ∗ 10297）
• A6（次元数：1000 万 ×300，条件数：2.62 ∗ 10297）
行列 A1，A2，A3 は，すべての要素を乱数で与えているた
め，条件数は明らかではない
QR 分解を前処理とする特異値分解の性能を比較する．

Householder QR 分解法および Cholesky QR 分解を用い
た特異値分解を行うために，LAPACK [16] の DGESVD.f

を基として開発を行う．表 2は，QR 分解を前処理とする
特異値分解の結果を表す．HQR は Householder QR 分解
法，CQR は シフト付き Cholesky QR 分解を意味する．
図 2は，QR 分解を前処理とする特異値分解の結果を示
す．表 2および図 2より，得られた特異ベクトル行列の直
交性は，条件数にかかわらず，Householder QR 分解法と
比べ，シフト付き Cholesky QR 分解は良好である．計算
時間に関して，乱数で作成された行列の場合，シフト付き
Cholesky QR 分解の方が速い．特に，行列 A3 において
は，2 倍以上の高速化が確認できる．条件数が非常に大き
な行列 A4，A5，A6 に関して，Householder QR 分解法と
同じような計算時間となっている．条件数が非常に大きな
行列が与えられた場合，丸め誤差の影響が大きくなる．そ
のため，シフト付き Cholesky QR 分解において，導入さ
れたシフト量が適切ではないために，Cholesky 分解が破
綻し，再度シフト量を大きくして計算をやりなおす回数が
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表 2 特異値分解に関する性能
HQR CQR

A1

||U�U − I||F 4.52 ∗ 10−14 3.89 ∗ 10−14

||V �V − I||F 3.03 ∗ 10−14 2.84 ∗ 10−14

||A− UΣV �||F 0.90 ∗ 10−14 0.19 ∗ 10−14

Computation time[s] 5.28 3.20

A2

||U�U − I||F 7.34 ∗ 10−14 6.53 ∗ 10−14

||V �V − I||F 5.55 ∗ 10−14 6.51 ∗ 10−14

||A− UΣV �||F 1.16 ∗ 10−14 0.27 ∗ 10−14

Computation time[s] 11.00 8.43

A3

||U�U − I||F 10.48 ∗ 10−14 9.13 ∗ 10−14

||V �V − I||F 8.35 ∗ 10−14 8.86 ∗ 10−14

||A− UΣV �||F 1.29 ∗ 10−14 0.85 ∗ 10−14

Computation time[s] 33.23 14.80

A4

||U�U − I||F 8.92 ∗ 10−14 3.50 ∗ 10−14

||V �V − I||F 2.83 ∗ 10−14 2.48 ∗ 10−14

||A− UΣV �||F 0.66 ∗ 10−14 0.66 ∗ 10−14

Computation time[s] 4.34 4.13

A5

||U�U − I||F 15.94 ∗ 10−14 5.99 ∗ 10−14

||V �V − I||F 4.75 ∗ 10−14 4.76 ∗ 10−14

||A− UΣV �||F 1.17 ∗ 10−14 0.79 ∗ 10−14

Computation time[s] 11.93 12.11

A6

||U�U − I||F 15.47 ∗ 10−14 8.66 ∗ 10−14

||V �V − I||F 7.66 ∗ 10−14 7.35 ∗ 10−14

||A− UΣV �||F 1.14 ∗ 10−14 0.85 ∗ 10−14

Computation time[s] 27.20 23.01

増加することによるものであると考えられる．しかしなが
ら，シフトを導入することによって，条件数が非常に大き
い行列に対して，Householder QR 分解法と同等の計算時
間で実行を終了させることができ，計算精度についても同
等である．また，Cholesky QR 分解を用いる方法は，条件
数がそれほど大きくない行列において，Householder QR

分解法よりも高速に計算できる．ゆえに，提案されたシフ
ト付き Cholesky QR 分解は有効である．

5. まとめ

本稿では，長方行列の特異値分解を高速化するために，
シフト付き Cholesky QR 分解を提案してる．従来の方法
では，長方行列を上 2 重対角行列に変換するための前処理
がボトルネックとなっている．この問題を解決するために，
Cholesky QR 分解を適用する．ただし，既存の Cholesky

QR 分解は，丸め誤差の影響により，Cholesky 分解が破綻
する場合があるため，実用化されていない．そこで，本稿
では，シフト付き Cholesky QR分解に改良する．シフトを
1度導入するだけでは，条件数が大きい場合，再度破綻する

||U�U − I||F

||V �V − I||F

||A − UΣV �||F

Computation time[s]

図 2 特異値分解に関する性能

場合がある．これに対処するための，シフト戦略を提案し
ている．提案法の有効性を確認するために，Householder

QR 分解法と比較実験を行った．実験の結果，特異値分解
で得られたベクトル行列の直交性は，与えらえた行列の性
質により若干異なるが，大きな違いは確認されていない．
計算時間に関して，条件数が非常に大きい行列を与えた場
合はほぼ同じであるが，乱数行列を与えた場合，シフト付
き Cholesky QR 分解の方が 2 倍以上速くなっている．ま
た，実験で用いた行列に対して，2 つの解法は，同等の計算
精度を持つ特異値分解を得ることができている．ゆえに，
提案手法は，有効であると考えられる．
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今後の課題として，計算量を可能な限り削減するために，
1 回目の Cholesky 分解の破綻を検出した直後に，適切な
シフト量を算出するための方法を確立すべきである．
謝辞 本研究は JSPS 科研費 17H02858 の助成を受けて
いる．
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