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Ritz値を考慮したGMRES(m)法の適応的なリスタート

張 臨 傑† 野 寺 隆††

GMRES(m)法は，大型で疎な非対称行列を係数として持つ連立 1次方程式を解くためのクリロフ
部分空間法の 1つである．GMRES(m)法において，Ritz値と調和 Ritz値は低コストで求められ，そ
の収束はこれら 2つの値から評価できる．本稿では，Ritz値と調和 Ritz値を利用して GMRES(m)
法の適応的なリスタート手法を提案する．数値実験の結果から，古典的な GMRES(m) 法と比較し
て本稿で提案する手法の有効性を示す．

An Adaptive Restart of GMRES(m) Method by Using Ritz Values

Linjie Zhang† and Takashi Nodera††

GMRES(m) method is one of the Krylov subspace methods for solving large sparse and non-
symmetric linear systems. Ritz values and Harmonic Ritz values can be computed cheaply
within the GMRES iterations. Also, we can use the difference between the Ritz values and
the Harmonic Ritz values to evaluate the convergence of the GMRES method. In this paper,
we propose an adaptive method of restarting GMRES(m) process by using Ritz values and
harmonic Ritz values. Numerical experiments are given for showing better performance of
the proposed method in comparision to the classical GMRES(m) method.

1. は じ め に

理工学における様々な現象を記述した楕円型偏微分

方程式の境界値問題などを有限要素法や有限差分法に

よって離散化すると，大型で疎な行列を係数に持つ連

立 1次方程式：

Ax = b, A ∈ Rn×n, x, b ∈ Rn (1)

が得られる．式 (1)の係数行列 A が非対称な正則行

列である場合には，GMRES 法が有効な算法の 1 つ

である．しかし通常は，計算量や記憶容量などの面か

らリスタート版の GMRES(m) 法が用いられること

が多い．GMRES(m)法は m 回反復したところで初

期近似解と残差ベクトルを更新するリスタート版の

GMRES法である．通常，GMRES(m)法のリスター

ト周期 m は，ユーザの経験に基づいて決められるも

のである．リスタート周期 m を決定するいくつかの

手法3) が提案されていないわけではないが，現在の

ところ m を決定する最適な方法はまだ提案されてい

ない．
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Ritz 値と調和 Ritz 値は係数行列 A の近似固有

値である．また，Ritz ベクトルと調和 Ritz ベクト

ルは，係数行列 A の近似固有ベクトルである．近

年，係数行列の近似固有値，近似固有ベクトルを

利用して，GMRES 法の収束を改善する様々な算

法が提案されている．たとえば，MORGAN(m, k)

法8)，DEFLATED-GMRES(m, k)法4) などがある．

MORGAN(m, k)法は，リスタートする際に，既存の

クリロフ部分空間から絶対値の小さい k 個の近似固有

値に対応する近似固有ベクトルを基底ベクトルとして，

次のクリロフ部分空間に追加する算法である．この算

法は 1995年に，Morgan 8) により提案された．その

後，Morgan 9)はこの算法の実装を改良し，調和 Ritz

値を使う算法を提案している．また，DEFLATED-

GMRES(m, k) 法は，リスタートする際に，k 個の

Ritzベクトルを求め，前処理を行う算法である．ただ

し，これらの算法は，リスタート周期 m とパラメー

タ k を指定する必要がある．

本稿では，上記算法と違って，Ritz値と調和Ritz値

を使って，リスタート周期 mを動的に変える算法を提

案する．すなわち，GMRES(m)法のリスタートする

タイミングを Ritz値と調和 Ritz値を使って決めるこ

とである．この算法を使うと，古典的な GMRES(m)

法と比べて，リスタート周期 m を設定するユーザの

303



304 情報処理学会論文誌：コンピューティングシステム Oct. 2004

負担を軽減し，不必要な直交化処理を削減することで

収束に必要な計算時間を短縮することが期待できる．

まず，2章では GMRES法について簡単に述べる．

3 章で Ritz 値と調和 Ritz 値と GMRES法の収束と

の関係について述べる．4 章では，Ritz 値を考慮し

た GMRES(m) 法の適応的なリスタート手法を提案

する．さらに，5章では数値実験について述べ，この

リスタート手法の有効性を示す．最後に 6章において，

結論を述べる．

2. GMRES法

式 (1) を解くための反復法の 1 つとして，また固

有値問題の解法として，クリロフ部分空間法はよく

使われる算法である．GMRES 法はそのような解法

の 1つである．クリロフ部分空間は，与えられた行列

A ∈ Rn×n とベクトル r0 ∈ Rn に対して，次のよう

に定義したものである．

Km(A, r0) = span{r0, Ar0, . . . , A
(m−1)r0},

m = 1, 2, . . . , n. (2)

GMRES法は残差ノルムを最小にするように，この

クリロフ部分空間から近似解を求める算法である．近

似解はクリロフ部分空間の直交基底によって構成され

る．通常，このクリロフ部分空間の正規直交基底は，

図 1 に示すような Arnoldi 1) 法により生成される．

生成したベクトル列 (v1, v2, . . . , vm) は，クリロフ

部分空間 Km(A, r0)の正規直交基底である．また，こ

の正規直交基底 {v1, v2, . . . , vm} は，Arnoldiの正規

直交基底とも呼ばれている．ここで，スカラー hi,j ≡
Hm(i, j)とすると，Hm ∈ Rm×m は，上ヘッセンベル

グ行列となる．行列 Vm = (v1, v2, . . . , vm) ∈ Rn×m

の列ベクトルは，クリロフ部分空間 Km(A, r0) の正

規直交基底なので，行列 Vm は正規直交行列である．

行列 Hm と行列 Vm は，次の関係を満たす．

AVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
H
m,

= Vm+1H̄m. (3)

1 : Start with A and r0

2 : v1 =
r0

‖r0‖
3 : for j = 1, 2, . . . , m

4 : v̄ = Avj

5 : for i = 1, 2, . . . , j

6 : hi,j = vH
i v̄

7 : v̄ = v̄ − hi,jvi

8 : end for

9 : hj+1,j =‖ v̄ ‖2

10: vj+1 = v̄
hj+1,j

11: end for

図 1 Arnoldi 法
Fig. 1 Arnoldi method.

ただし，H̄m ∈ R(m+1)×m は，上ヘッセンベルグ行列

Hm の最後の 1行の下に，行ベクトル (0 . . . 0 hm+1,m)

を加えた行列である．em ∈ Rn は m 番目の要素が

1の単位ベクトルである．式 (3)の両端に Vm を掛け

ると

Hm = V H
m AVm (4)

となる．上ヘッセンベルグ行列 Hm と H̄m は，3章

で述べる Ritz 値と調和 Ritz 値を求めるために使わ

れる．

クリロフ部分空間 Km(A, r0)から，求めるGMRES

法の近似解は

xm = x0 + Vmym, (5)

ym = min
y∈Km

‖ βe1 − H̄my ‖2, β =‖ r0 ‖2

となる．ただし，x0 は初期ベクトル，e1 ∈ Rn は 1

番目の要素が 1 の単位ベクトルである．このときの

残差ノルムは

‖ rm ‖2=‖ b − Axm ‖2= hm+1,m|eT
mym| (6)

となる．なお，これら GMRES の詳細に関しては，

Saadら10) を参照してほしい．

GMRES法は，理論的にたかだか n 回の反復で解

を求めることが可能である．しかし，GMRES法は非

対称行列を扱うため，CG法のように簡単な 3項漸化

式で書き表すことができない．また，反復回数が増え

るたびに，ベクトル列 (v1, v2, . . . , vm) と上ヘッセン

ベルグ行列 H̄m を保存しておく必要がある．このこと

は，計算量および記憶容量の点から実用的であるとは

いえない．そこで，直交ベクトルの本数を m (� n)

本に制限し，そのときの近似解を新たな初期近似解と

して，リスタート（再出発）するGMRES(m)法がよ

く使われる．通常，m はリスタート周期と呼ばれる．

本稿では，このようなリスタート周期 m を固定する

GMRES(m) 法を古典的な GMRES(m) 法と呼ぶこ

とにする．一般に，GMRES(m)法のリスタート周期

m は，ユーザの経験によって決められている．近年，

リスタート周期 m を動的に変化させる手法も提案さ

れているが3)，現在のところリスタート周期を決定す

る最適な方法はまだ見つかっていない．

3. GMRES法とRitz値の関係について

3.1 Ritz値　　　　

定義 1（Sleijpen ら12)）：線形部分空間 W ⊂ Cn

に対して

x ∈ W, x �= 0, (Ax − µx) ⊥ W (7)

を満たすベクトル x を行列 A の部分空間 W に対す

る Ritzベクトルと呼び，スカラー µ を Ritzベクト



Vol. 45 No. SIG 11(ACS 7) Ritz 値を考慮した GMRES(m) 法の適応的なリスタート 305

ル x に対する Ritz値とする．

この定義に従って，係数行列 A のクリロフ部分空

間 Km(A, r0) に対する Ritz値 µ と Ritzベクトル x

を求めることを考える．

(Ax − µx) ⊥ Km(A, r0) (8)

⇔ V H
m (AVmym − µVmym) = 0.

ただし，

x = Vmym, x ∈ Km(A, r0), ym ∈ Rm.

ここで，Vm は式 (3)の Vm と一致する．式 (8)に式

(4)を代入すると

Hmym = µym (9)

となる．したがって，クリロフ部分空間 Km(A, r0)

から選んだ Ritzベクトル x = Vmy に対応する Ritz

値は行列 Hm の固有値である．ベクトル ym は行列

Hm の固有ベクトルである．つまり，次元の小さい行

列 Hm の固有値問題を解くことによって，行列 A の

Ritz値 µ と Ritzベクトル Vmy は得られることにな

る．本稿では，Ritzベクトルを使わないので Ritz値

だけを計算すればよい．

3.2 調和Ritz値

定義 2（Sleijpen ら12)）：線形部分空間 W ⊂ Cn

に対して

x ∈ W, x �= 0, (A−1x − µx) ⊥ W (10)

を満たすベクトル x を行列 A の部分空間 W に対す

る調和 Ritzベクトルと呼び，スカラー µ̄ = 1/µ を調

和 Ritzベクトル x に対する調和 Ritz値とする．

本稿では，調和 Ritz値だけを使うので，調和 Ritz

値の計算についてのみ考える．調和 Ritz値を求める

際に，A−1 の計算を避けるために，下記の定理を使

用する．

定理 1（Sleijpenら12)）：v1, . . . , vm を m 次元の

部分空間 Vm の正規直交基底とする．スカラー µ̄ は

行列 A の部分空間 Wm = AVm に対する調和 Ritz

値であることは

Ax − µ̄x⊥AVm, x ∈ Vm, x �= 0 (11)

が成立することと同値である．

なお，この定理の証明は，Sleijpen ら12) を参照し

てほしい．本稿では，この定理に基づいて部分空間

AKm(A, r0) に対する A の調和 Ritz値を計算する．

まずクリロフ部分空間 Km(A, r0) から，ベクトル

x = Vmym を選んで，式 (11)に代入すると

(Ax − µ̄x) ⊥ AKm(A, r0)

⇔ (AVm)H(AVmym − µ̄Vmym) = 0

となる．次に，式 (3)を利用すると

H̄H
mH̄mym = µ̄HH

mym (12)

となる．さらに，式 (12)の両端に H−H
m を掛けると，

次式を得る．

H−H
m H̄H

mH̄mym = µ̄ym. (13)

ここで，H−H
m H̄H

mH̄m を整理すると，

H−H
m H̄H

mH̄m = Hm + h2
m+1,mfmeH

m (14)

となる．ただし，fm = H−H
m em である．ゆえに，行

列 Hm + h2
m+1,mfmeH

m の固有値は，行列 A の空間

AKm(A, r0) に対する調和 Ritz値であることが分か

る．よって，fm を計算するためには，H−H
m を計算

する必要がある．しかし，この計算コストは A−1 の

計算コストよりはるかに低いので，本稿ではこれを利

用することにする．

3.3 GMRES法の収束と Ritz値

3.1節と 3.2節において，Ritz値は Hm の固有値で

あることと，調和Ritz値は Hm+h2
m+1,mfmeH

m の固

有値であることを示した．不変なクリロフ部分空間が

得られた場合には，つまり新しく加えたベクトルが既存

のクリロフ部分空間の直交基底の線形結合である場合

には，Arnoldiの算法（図 1を参照）から hm+1,m = 0

は明らかとなる．すなわち，Ritz値は調和 Ritz値に

一致する．そうでない場合には，fm の評価を考えれ

ばよいことになる．今，f には，fm = H−H
m em と

いう関係があり，この両辺の 2-ノルムをとると，次式

が成立することになる．

‖ fm ‖2 = ‖ H−H
m em ‖2,

≤ ‖ H−H
m ‖2‖ em ‖2= 1/σmin(Hm).

ただし，σmin(Hm) は Hm の最小な特異値である．

よって，式 (14)の 2番目の要素の 2-ノルムの上界は，

次式のようになる（Goossensら5) を参照）．

‖ h2
m+1,mfmeH

m ‖2≤ h2
m+1,m

σmin(Hm)
. (15)

すなわち，不等式 (15)の右辺は，Ritz値と調和Ritz

値の差の上界である．Ritz値と調和Ritz値の差が大き

ければ，|hm+1,m|の値が大きいか，または σmin(Hm)

の値が小さい．式 (6) から，|hm+1,m| の値が大きけ
れば，残差ノルム ‖ rm ‖ の値が大きいことが分か
る．σmin(Hm) の値が小さければ，式 (5) の ym の

計算は丸め誤差に影響されやすいことになる．これは

GMRES法の残差ノルムが停滞する場合と一致する．

すなわち，Ritz 値と調和 Ritz 値の差が大きければ，

GMRES 法の残差ノルムが停滞することを意味して

いる．よって，Ritz値と調和 Ritz値の差の大きさか

ら，GMRES法の残差ノルムの収束を評価できる．し

かし，Ritz値と調和 Ritz値の差が大きいかどうかの

判断基準を決めるのは，非常に難しい問題である．同

様に，不等式 (15)の右辺を使って，GMRES法の残

差ノルムの収束を評価する場合にも，同じ問題が生じ
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る．本稿では，この問題を避けるために，Ritz値と調

和 Ritz値の差の変化に着目する．Van der Vorst 13)

は，GMRES法の収束が Ritz値の収束と直接関連し

ていることを理論的に証明している．Ritz 値と調和

Ritz値は，両方とも係数行列 A の固有値の近似なの

で，それらの差の変化を使って GMRES法の収束を

ある程度まで適切に評価できると考えられる．

これに対して，不等式 (15)の右辺は Ritz値と調和

Ritz値の差の上界なので，GMRES法の残差ノルム

の収束を適切に表しているとはいえない．5章で述べ

る数値実験（数値例 1の表 3）からも，この値の評価

を使うことは，適切でないことが分かる．

以上の理由から，本稿では，Ritz値と調和 Ritz値

を使って GMRES法の収束を評価する．次の章にお

いて，上記考察に基づいた GMRES(m) 法の適応的

なリスタート手法を提案し，この手法を利用したリス

タート周期を動的に決定する GMRES(m) 法の実装

について述べる．

4. Ritz値による GMRES(m)法の適応的
なリスタート

3 章では，Ritz 値と調和 Ritz 値の差の変化から，

GMRES 法の残差ノルムの収束を評価する方法につ

いて述べた．これに基づいて，Ritz値と調和 Ritz値

の差からリスタートのタイミングを決定するリスター

ト手法を提案する．この算法では，反復するたびに，

Ritz値と調和 Ritz値の差を計算する．もしその差が

1つ前の反復における差より大きければ，GMRES法

の残差ノルムの収束が悪くなる傾向があると考える．

そこで，これを避けるために，現在のクリロフ部分空

間から近似解を計算し，それを初期値として，新しい

クリロフ空間を生成する．つまり，リスタートを行う

ことになる．そうでない場合，リスタートせずに計算

を続行する．このようなリスタートを行うことで，不

必要な反復を削減でき，収束に必要な計算時間を短縮

することが期待できる．ただし，問題によって，最大

Ritz値と最大調和 Ritz値の差が順調に減少してゆく

と，クリロフ部分空間の次元がかなり大きくなっても，

リスタートしない可能性がある．記憶容量の制限から

考えると，最大リスタート周期を設定する必要がある．

次に，Ritz値と調和 Ritz値の差を数値的に評価す

る方法を考える．本稿では最大Ritz値と最大調和Ritz

値の差の絶対値で評価する方法について述べる．

まず，Arnoldi過程によって上ヘッセンベルグ行列

H̄m と Hm を計算する．次に，行列 Hm = Hm +

h2
m+1,mfmeH

m を計算する．ただし，fm = H−H
m em

とする．その後，行列 Hm と Hm の最大固有値 µmax

と µ̄max を求めて，両者の差 Dcur = |µmax − µ̄max|
を計算する．もしこの値が前の反復における差 Dpre

より大きければ，近似解 xm を算出し，新たな初期近

似解 x0 としてリスタートする．本稿では，Ritz値を

考慮した GMRES(m)法を RITZ-GMRES法として

表記し，その算法を図 2に示す．ただし，mmax (� n)

はユーザが設定する最大リスタート周期，imax は最大

反復回数である．また，図 2 の算法の記述において，

行列の下添字を省略している．

古典的な GMRES(m) 法と比べると，Ritz値を考

慮した RITZ-GMRES法では，行列 Hm を記憶する

ための記憶容量が必要となる．ただし，要求される記

憶容量はクリロフ部分空間の次元だけに依存するので，

実際にはあまり問題にならない．

演算量の面から比較すると，RITZ-GMRES法では

fm = H−H
m em を求めなければならない．それに，行

1: Choose an intial guess x0

2: i = 1

3: Start

4: m = 1

5: Set r0 = b − Ax0, β =‖ r0 ‖2

6: v1 = r0/β

7: While m ≤ mmax

8: v̄ = Avm

9: For i = 1, 2, . . . , m − 1

10: H̄(i, m) = vH v̄

11: v̄ = v̄ − H̄(i, m)vi

12: End for

13: H̄(m + 1, m) =‖ v̄ ‖2

14: vm+1 = v̄/H̄(m + 1, m)

15: Set H(i, j) = H̄(i, j),i, j = 1, . . . , m

16: Compute fm = H−Hem

17: Compute H = H + h2
m+1,mfmeH

m

18: Compute eigenvalues µl of H

19: Compute eigenvalues µ̄l of H
20: Set Dcur = |µmax − µ̄max|
21: If i > imax

22: y = miny ‖ βe1 − H̄y ‖2

23: xm = x0 + Vmy, rm = b − Axm

24: Stop iteration

25: If i > 1

26: If Dcur > Dpre or m = mmax

27: y = miny ‖ βe1 − H̄y ‖2

28: xm = x0 + Vmy, rm = b − Axm

29: If ‖ rm ‖2< ε

30: Stop iteration

31: Set x0 = xm, Dpre = Dcur

32: Go to start

33: Set Dpre = Dcur

34: m = m + 1, i = i + 1

35: End while

図 2 RITZ-GMRES 法
Fig. 2 RITZ-GMRES method.
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表 1 数値例 1 の結果（T：計算時間（秒），I：反復回数）
Table 1 Example 1: Numerical results (T: time (sec), I: iterations).

Dh 2−3 2−4 2−5 2−6 2−7

Method I T I T I T I T I T

GMRES(10) (−5.19) 2039 (−5.35) 2035 (−5.51) 2042 (−5.44) 2041 (−4.85) 2037

GMRES(20) (−6.35) 3090 (−6.66) 3084 (−7.60) 3091 (−7.68) 3081 (−6.50) 3083

GMRES(30) (−8.66) 4138 (−9.63) 4133 (−9.08) 4135 (−10.11) 4126 (−8.47) 4131

GMRES(40) (−10.52) 5189 (−11.49) 5190 18235 4741 (−11.30) 5189 (−11.09) 5185

GMRES(50) (−11.98) 6252 (−10.06) 6243 11911 3711 14709 4592 19340 6030

RITZ-GMRES 18422 1976 12063 1505 12688 1621 13072 1832 9380 1307

（数値）：最大反復回数で収束条件を満たさなかった場合の残差ノルムの常用対数値

列 Hm と Hm の固有値，つまり Ritz値と調和 Ritz

値を求めなければならない．しかし，先ほど述べたよ

うに，行列 Hm と Hm の次元はクリロフ部分空間の

次元だけに依存する．実際には取り扱う行列はそれほ

ど大きなものにはならない（mmax を超えない）ので，

逆行列と固有値の計算コストはあまり問題にならない．

ここで，fm = H−H
m em の計算には，CLAPACK 2)

のルーチン dgesv を利用した．dgesv は一般行列を係

数とする連立 1 次方程式を解く倍精度ルーチンであ

る．連立 1次方程式の係数行列を行列 Hm に設定し

て，方程式の右辺を同次元の単位行列に設定すると，

求められた解は係数行列 Hm の逆行列となる．行列

Hm と Hm の固有値，つまり Ritz値と調和 Ritz値

の計算に，CLAPACKのルーチン dgeev を用いた．

本章で提案した Ritz値を考慮した GMRES(m)法

のリスタート手法の有効性を 5章の数値実験で示すこ

とにする．

5. 数 値 実 験

本稿で提案したリスタート手法の有効性を示すた

めに，古典的な GMRES(m) 法との比較を中心に数

値実験を行った．ただし，古典的な GMRES(m) 法

を GMRES(m) で表記し，本稿で提案した RITZ-

GMRES法を RITZ-GMRESで表記する．また，最

大Ritz値を µmax で表記し，最大調和Ritz値を µ̄max

で表記する．数値実験は以下の環境で行った．

• 計算機：DELL PowerEdge 1750

• OS：Red Hat Linux 7.2

• CPU：3.00GHz × 1インテル (R) Xeon(R)

• メモリ：512MB

• 収束判定条件：‖ rm ‖2 / ‖ r0 ‖2≤ 1.0 × 10−12

• 初期値ベクトル：x0 = (0, 0, . . . , 0)T

• 最大反復回数：20000

• プログラム言語：C言語

• 計算精度：倍精度
RITZ-GMRES 法の最大リスタート周期 mmax を

50に設定した．GMRES(m)法のリスタート周期 m

を m = 10，20，30，40，50 にした．各実験におい

て，RITZ-GMRES 法の実際のリスタート周期の最

大値と平均値（小数点以下 3 桁目を四捨五入）を計

算し，それと一番近いリスタート周期を持つ古典的な

GMRES(m)法との比較を行った．

GMRES 法の反復回数については，Arnoldi 過程

の 1 反復につき 1 回と数えた．計算時間については

Clock( )関数で求めた値を秒単位で表した．

5.1 数 値 例 1

正方領域 Ω = [0, 1] × [0, 1] における 2次元楕円型

偏微分方程式の境界値問題を考える6)．

−uxx − uyy + D((y − 1/2)ux(x, y) +

(x − 1/3)(x − 2/3)uy(x, y))) = G(x, y),

u(x, y)|∂Ω = 1 + xy.

この方程式を 5 点中心差分近似を用いて離散化し，

真の解が u(x, y) = 1 + xy となるように右辺 G(x, y)

を定めて数値実験を行った．メッシュ幅は h = 1/513

にした．得られた連立 1次方程式の次元は 262144と

なる．また，Dh = 2−3，2−4，2−5，2−6，2−7 の 5

通りで数値実験を行った．数値例 1 の結果を表 1 に

示す．各 Dh の値において，算法ごとの計算時間が最

も短かったものに下線を引いてある．表 1 の（数値）

は，最大反復回数で収束条件を満たさなかった場合の

残差ノルムの常用対数値を表示している．

表 1によると，GMRES(10)法，GMRES(20)法と

GMRES(30) 法は，すべての Dh に対して最大反復

回数で収束しなかった．GMRES(40)法は Dh = 2−5

のときだけ収束した．GMRES(50)法は Dh = 2−5，

2−6，2−7 のときに収束した．これに対して，RITZ-

GMRES法はすべてのケースで収束した．しかも，処

理時間は GMRES(m) 法の収束した場合と比べてお

よそ半分以下である．

GMRES法では，Arnoldi過程の直交化処理に，最

も計算時間を必要とする．その処理時間はクリロフ部

分空間の次元に依存する．本稿の数値実験では，RITZ-
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表 2 数値例 1：RITZ-GMRES 法のリスタート周期 m

Table 2 Example 1: Restart cycle m of RITZ-GMRES

method.

Dh 2−3 2−4 2−5 2−6 2−7

m の平均値 4.77 4.92 5.02 5.85 5.65

m の最大値 25 27 29 31 28
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図 3 数値例 1：RITZ-GMRES 法のリスタート周期
（Dh = 2−4）

Fig. 3 Example 1: Restart cycle of RITZ-GMRES

method (Dh = 2−4).

GMRES法の最大リスタート周期（つまりクリロフ部

分空間の最大次元）を 50にしたが，実際のリスター

ト周期の最大値と平均値を表 2 に示す．

表 2 から RITZ-GMRES 法の 1 回の反復に必要

な処理時間が GMRES(31) 法より少ないことが分か

る．リスタート周期の平均値は 6以下である．ここで，

Dh = 2−4 を取り上げて，実際の RITZ-GMRES法

が実行したリスタート周期を図 3に示した．この場合，

実際の最大リスタート周期は 27，平均値は約 5なので，

RITZ-GMRES法とGMRES(5)法，GMRES(27)法

との比較を行った．RITZ-GMRES法と GMRES(5)

法，GMRES(27)法の反復回数に対する残差ノルムの

収束の様子を図4に示し，処理時間に対する残差ノルム

の収束の様子を図 5 に示す．図 4 と図 5 から，RITZ-

GMRES 法は GMRES(5) 法や GMRES(27) 法と比

べて，収束が改善されていることが分かる．これらの

結果は 4章で述べた事柄を裏付け，Ritz値と調和Ritz

値を考慮したリスタート手法の有効性を示している．

ここで，Ritz値と調和 Ritz値の差と残差ノルムの

収束との関連性を示すために，Dh = 2−4 における

6,897回目の反復を取り上げて，Ritz値と調和Ritz値

の差について考察する．6,897回目の反復前後の最大

Ritz値と最大調和Ritz値の差を図 6に示す．x軸は反

復回数，y 軸は最大 Ritz値と最大調和 Ritz値の差で

ある．ただし，y 軸の表示範囲を [0, 0.1]にした．図 6
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図 4 数値例 1：残差ノルム vs. 反復回数（Dh = 2−4）
Fig. 4 Example 1: Residual norm vs. iterations

(Dh = 2−4).
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図 5 数値例 1：残差ノルム vs. 計算時間（Dh = 2−4）
Fig. 5 Example 1: Residual norm vs. computation time

(Dh = 2−4).
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図 6 数値例 1：RITZ-GMRES 法の |µmax − µ̄max| の分布
（Dh = 2−4）

Fig. 6 Example 1: Distribution of |µmax − µ̄max| of

RITZ-GMRES method (Dh = 2−4).

から，6,890回目反復から 6,898回目の反復にかけて，

RITZ-GMRES法の最大Ritz値と最大調和Ritz値の

差がGMRES(5)法やGMRES(27)法より小さいこと

が分かる．このとき，図 4 から RITZ-GMRES法の
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残差ノルムの収束はGMRES(5)法やGMRES(27)法

の残差ノルムの収束より優れていることが分かる．こ

れは 3.3節で述べた事柄と一致する．すなわち，Ritz

値と調和 Ritz値の差が小さいとき，GMRES法の収

束が速い．

図 6 から，6,890回目反復から 6,898回目の反復に

かけて，RITZ-GMRES法の最大 Ritz値と最大調和

Ritz値の差が減少し続けることが分かる．それに対し

て，RITZ-GMRES法の残差ノルムも順調に収束して

いることが図 4 から確認できる．特に，6,897回目の

反復において 1回の反復だけで，RITZ-GMRES法の

残差ノルムの常用対数値は −8.39 から −8.71 まで減

少している．これは 3.3 節で述べた事柄と一致する．

すなわち，Ritz値と調和 Ritz値の差が小さくなると

き，GMRES法の収束も良くなる．

最大 Ritz値と最大調和 Ritz値の差の代わりに，不

等式 (15)の右辺を利用した場合の数値実験の結果を

表 3 に示す．この表から，不等式 (15)の右辺の値を

利用することは，明らかに有効な手法ではないことが

分かるであろう．

5.2 数 値 例 2

領域 Ω = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] 上において，次の偏

微分方程式の境界値問題を考える11)．

a1uxx + a2uyy + a3uzz

+ R(a4ux + a5uy + a6uz)

+ a7u = g(x, y, z) on Ω.

表 3 数値例 1：不等式 (15) の右辺を利用した場合の結果（T：計
算時間（秒），I：反復回数）

Table 3 Example 1: Numerical results by using the right

hand side of inequality (15), (T: time (sec), I: it-

erations).

Dh I T

2−3 (−3.47) 1735

2−4 (−3.42) 1741

2−5 (−3.36) 1680

2−6 (−3.32) 1689

2−7 (−3.30) 1674

（数値）：最大反復回数で収束条件を満たさなかっ
た場合の残差ノルムの常用対数値

表 4 数値例 2 の結果（T：計算時間（秒），I：反復回数）
Table 4 Example 2: Numerical results, (T: computation time (sec), I: iterations).

R 21 22 23 24 25

Method I T I T I T I T I T

GMRES(10) 1747 220 1755 215 1750 220 1723 213 1128 142

GMRES(20) 1041 182 1038 178 1018 177 928 157 969 169

GMRES(30) 787 177 761 175 712 159 679 148 808 181

GMRES(40) 636 176 656 177 650 179 626 166 763 209

GMRES(50) 632 205 632 201 591 192 619 198 768 251

RITZ-GMRES 671 90 642 88 734 99 705 88 952 123

ただし，

a1 = 2 + sin(2πx) cos(2πy) cos(2πz),

a2 = 2 + cos(2πx) sin(2πy) cos(2πz),

a3 = 2 + cos(2πx) cos(2πy) sin(2πz),

a4 = sin(4πx), a5 = sin(4πy), a6 = sin(4πz),

a7 = sin(2πx) sin(2πy) sin(2πz)

である．右辺 g(x, y, z) と境界条件は厳密解が

u(x, y, z) = sin(2πx) cos(2πy) sin(2πz)

となるように定めた．この偏微分方程式は 3次元移流

拡散問題の 1つである．この例では x，y，z 方向に

流れがあり，場所によって流れの強さと拡散の強さが

異なる．係数 R が大きくなると流れが強くなる．領

域 Ω を 64 × 64 × 64 の格子点に区切り，この偏微

分方程式を 7点中心差分によって離散化した．得られ

た連立 1次方程式の次元は 643 = 262144 である．R

の値を 21，22，23，24，25 にして数値実験を行った．

実験結果を表 4 に示す．数値例 1 と同様に，収束し

た各算法ごとの計算時間が最も短かったものに下線を

引いてある．

表 4からRITZ-GMRES法の処理時間が最も短かっ

たことが分かる．数値例 1と同様に，表 5 に RITZ-

GMRES法の実際のリスタート周期の最大値と平均値

を示す．この表 5 から，RITZ-GMRES法の 1回の反

復において必要な処理時間はGMRES(21)法より少な

いことが分かる．リスタート周期の平均値は 5以下で

ある．さらに，R = 23 を取り上げて詳しく考察する．

この場合の RITZ-GMRES 法の実際のリスタート周

期を図 7で示す．RITZ-GMRES法の実際のリスター

ト周期の最大値は 19，平均値は約 4である．よって，

RITZ-GMRES法とGMRES(4)法，GMRES(19)法

の比較を行った．RITZ-GMRES法とGMRES(4)法，

表 5 数値例 2：RITZ-GMRES 法のリスタート周期 m

Table 5 Example 2: Restart cycle m of RITZ-GMRES

method.

R 21 22 23 24 25

m の平均値 3.28 4.12 3.94 2.82 3.86

m の最大値 18 21 19 17 14
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図 7 数値例 2：RITZ-GMRES 法のリスタート周期（R = 23）
Fig. 7 Example 2: Restart cycle of RITZ-GMRES

method (R = 23).
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図 8 数値例 2：残差ノルム vs. 反復回数（R = 23）
Fig. 8 Example 2: Residual norm vs. iterations (R = 23).

GMRES(19)法の反復回数に対する残差ノルムの収束

の様子を図 8 に示し，処理時間に対する残差ノルム

の収束の様子を図 9 に示す．

図 8 と図 9 から，RITZ-GMRES法がGMRES(4)

法，GMRES(19)法と比べて，良い収束をすることが

分かる．以上の結果は数値実験 1と同じように，本稿

で提案したリスタート手法の有効性を示している．

さらに，Ritz値と調和 Ritz値の差と残差ノルムの

収束との関連性を示すために，R = 23 の場合の 274

回目の反復を取り上げて考察する．274回目の反復付

近の反復の各々の最大 Ritz 値と調和 Ritz 値の差を

図 10 に示す．x 軸は反復回数，y 軸は最大 Ritz値と

最大調和 Ritz値の差である．ただし，図を見やすく

するために，y 軸の表示範囲を [0, 1] にした．図 10

から，269 回目の反復から 274 回目の反復にかけて，

RITZ-GMRES 法の最大 Ritz 値と最大調和 Ritz 値

の差がGMRES(4)法やGMRES(19)法より小さいこ

とが分かる．このとき，RITZ-GMRES法の残差ノル

ムの収束は，GMRES(4)法や GMRES(19)法より優

れていることが図 8 から確認できる．すなわち，Ritz
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図 9 数値例 2：残差ノルム vs. 計算時間（R = 23）
Fig. 9 Example 2: Residual norm vs. computation time

(R = 23).
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図 10 数値例 2：RITZ-GMRES 法の |µmax − µ̄max| の分布
（R = 23）

Fig. 10 Example 2: Distribution of |µmax − µ̄max| of

RITZ-GMRES method (R = 23).

値と調和 Ritz値の差が小さければ，GMRES法の残

差ノルムの収束が速いことが分かるであろう．また，

図 10 から，269回目の反復から 274回目の反復にか

けて，RITZ-GMRES法による最大 Ritz値と最大調

和 Ritz値の差が減少し続けることが分かる．これに

対して，RITZ-GMRES法の残差ノルムも順調に収束

していることは図 8 から確認できる．特に，274 回

目の反復において，RITZ-GMRES法の残差ノルムの

常用対数値は，−6.04 から −6.18 まで減少している．

この結果は，3.3節で述べた事柄と一致し，Ritz値と

調和 Ritz値の差から，GMRES法の残差ノルムの収

束を評価できることを示している．

5.3 数 値 例 3

最後に，Matrix Market 7)で提供されている実非対

称正方行列MEMPLUSを考える．MEMPLUSは次

元 17758，126150個の非ゼロ要素を持つ疎な実行列
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表 6 数値例 3 の結果（T：計算時間（秒），I：反復回数）
Table 6 Example 3: Numerical results, (T: computation

time (sec), I: iterations).

Method I T

GMRES(10) — —

GMRES(20) 7868 84

GMRES(30) 7588 102

GMRES(40) 5614 92

GMRES(50) 3187 61

RITZ-GMRES 5951 48

—：最大反復回数で収束しない場合
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図 11 数値例 3：RITZ-GMRES 法のリスタート周期
Fig. 11 Example 3: Restart cycle of RITZ-GMRES

method.

である．行列MEMPLUSを連立 1次方程式の係数行

列とする．連立 1 次方程式の右辺も Matrix Market

において提供されているデータを使用する．

数値実験の結果を表 6 に示す．数値例 1，2と同様

に，計算時間が最も短かったものに，下線を引いてあ

る．表 6 から，RITZ-GMRES法の処理時間が最も短

かったことが分かる．RITZ-GMRES法の実際のリス

タート周期の最大値と平均値は 16と 3.21である．つ

まり，RITZ-GMRES法の 1回の反復において必要な

記憶容量と処理時間が GMRES(16)法よりも少ない．

RITZ-GMRES法の実際のリスタート周期を図 11 で

示す．

RITZ-GMRES法と GMRES(4)法，GMRES(16)

法の反復回数に対する残差ノルムの収束の様子を図 12

に示し，処理時間に対する残差ノルムの収束の様子を

図 13 で示す．図 12 と図 13 から RITZ-GMRES法

が良い収束をしていることは明らかである．

最後に，Ritz値と調和 Ritz値の差と残差ノルムの

収束との関連性を示す．2,257回目の反復付近の各反復

の最大Ritz値と調和Ritz値の差を図 14で示す．x軸

は反復回数，y 軸は最大 Ritz値と最大調和 Ritz値の

差である．ただし，y 軸の表示範囲を [0, 0.1] とした．

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1e-00

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

R
es

id
ua

l N
or

m

Iterations

RITZ-GMRES

GMRES(4)

GMRES(16)

図 12 数値例 3：残差ノルム vs. 反復回数
Fig. 12 Example 3: Residual norm vs. iterations.
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図 13 数値例 3：残差ノルム vs. 計算時間
Fig. 13 Example 3: Residual norm vs. computation time.
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図 14 数値例 3：RITZ-GMRES 法の |µmax − µ̄max| の分布
Fig. 14 Example 3: Distribution of |µmax − µ̄max| of

RITZ-GMRES method.

図 14 から，2,249回目の反復から 2,257回目の反復に

かけて，RITZ-GMRES法の最大 Ritz値と最大調和

Ritz 値の差は GMRES(4)法や GMRES(16)法より

小さいことが分かる．このとき，RITZ-GMRES法の

残差ノルムの収束は，GMRES(4)法や GMRES(16)

法より優れていることが図 12 から確認できる．これ
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は，Ritz値と調和Ritz値の差が小さいとき，GMRES

法の残差ノルムの収束が速いことを示している．

また，図 14 から，2,249 回目の反復から 2,257 回

目の反復にかけて，RITZ-GMRES法の最大 Ritz値

と最大調和 Ritz値の差が減少し続けることも分かる．

これに対して，RITZ-GMRES法の残差ノルムも順調

に収束していることが図 12 から確認できる．特に，

2,257回目の反復において，RITZ-GMRES法の残差

ノルムの常用対数値は −7.77 から −7.94 まで減少し

ている．これは，Ritz値と調和 Ritz値の差が小さく

なるとき，GMRES法の残差ノルムの収束が良くなる

ことを示している．

6. お わ り に

本稿では，Ritz値を考慮した GMRES(m)法の新

しいリスタート手法を提案した．提案した新しいリス

タート手法を利用する RITZ-GMRES 法と古典的な

GMRES(m)法と比較すると，RITZ-GMRES法には

以下のメリットがある．

• 早い収束が得られる可能性がある（不必要な直交
化処理を削減することで，収束するまでに必要な

計算時間の短縮が期待できる）．

• 必要なパラメータは最大リスタート周期 mmax だ

けである．

また，数値実験によって，本稿で提案した RITZ-

GMRES 法は，従来のリスタート周期を固定する

GMRES(m) 法より優れた性能を持ち，実用的な方

法であると考えられる．
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