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数値計算ポリシーを入力とするベクトル群の直交化ライブラリ

直 野 健† 猪 貝 光 祥†† 木 立 啓 之††

計算精度と計算時間の調整が課題であったグラムシュミット直交化処理において，与えられた最低
計算精度の範囲内で最速計算を実行する方法を提案した．本方法では，性質の異なる古典グラムシュ
ミット，修正グラムシュミット，DGKS型グラムシュミットの処理を同時に実行し，ユーザが与えた
精度と速度の要求に最も適合する計算結果を選択する徒競走方式を採用した．PC 上で提案法を実行
し，その効果を検証した結果，従来手法では直交性誤差が 10−8 を満たさなかったケースでその誤差
を 10−14 に低減できた．また，計算時間についても最大約 4.8 倍の高速化を達成し，精度と速度の
両面で提案法が有効であることが明らかになった．

Orthogonalization Library
with a Numerical Computation Policy Interface

Ken Naono,† Mitsuyoshi Igai†† and Hiroyuki Kidachi††

We propose an orthogonalization library that can execute faster computations under the
conditions of required accuracy to control the balance between the orthogonal accuracy of the
obtained vectors and the computation time. We design the library of the orthogonalization by
race-based method, which execute in the same time the classical Gram-Schmidt, the modified
Gram-Schmidt, and the DGKS type Gram-Schmidt, and take the fastest result that satisfies
the required accuracy. The experiments of the method for three different types of vectors
on PC (Pentium4, 3.2GHz) show that, the method can achieves better accuracy even in the
case that the single orthogonalization fails in over 10−8 orthogonality, and that the method
achieves about 4.8 times faster in the best case.

1. は じ め に

近年，スーパーコンピューティングの利用環境に関

するパラダイム・シフトが起こりつつある．従来は，

特定の計算センタにあるスーパーコン単体を利用する

形態が主流であった．これに対して，近年では，複数

のスーパーコンあるいは PCクラスタを連携させて利

用する傾向になりつつある．従来，行列ライブラリの

開発においては，特定スーパーコン向けの性能チュー

ニングに多くの工数を費やしてきた．しかし今後，PC

クラスタを含めた GRID コンピューティング環境向

けには，行列ライブラリの機能として以下の 3つが新

たに必要になってくる．

第 1に，行列ライブラリの自動チューニング機能で

ある．多数の機種に対するチューニングを従来のよう

に計算プラットフォームごとにハンドコーディングす
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ると莫大な工数を要してしまう．そこで計算機プラッ

トフォームに自動的に適合したチューニングを行う，

自動チューニング技術が必要になってくる．このよう

な技術に関して，すでに多くの研究1)～6) が行われて

いる．

第 2に，ユーザ要求性能に対するライブラリ性能保

証機能である．上記の自動チューニングでは，特定の

行列サイズ N（たとえば 1000，2000，3000など）の

条件下でのピンポイント的な測定データからチューニ

ングパラメータの値を決定していた．ところがそうし

て得られたチューニングコードを用いても，行列サイ

ズNの値によっては大幅な性能劣化を引き起こす場合

があることが明らかになった7),8)．このような結果を

受けて，ライブラリ性能を保証する機能が必要である

ことが認識されるようになった．この分野では，我々

がいち早くその重要性を認知し，性能保証ラインを算

出する方式9) や性能保証ラインを向上させる方法10)

を提案した．

第 3 にユーザの計算ポリシーを反映する機能であ

る．従来，数値処理アルゴリズムでは精度評価と性能
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評価が独立に論じられることが多かった．しかし，現

実には，精度はある程度悪くなっても高速な処理が必

要である場合，あるいは時間がかかっても高精度な計

算結果が必要である場合など，ユーザごとに計算上の

ポリシーが異なる．しかし，このような計算精度と計

算時間のバランスを考慮した数値計算ライブラリがな

く，そのため，ユーザは計算時間と計算精度の調整に

悩まされることが少なくない．このような課題を解決

するための機能に関する研究分野は我々の知る限り，

未開拓の領域である．

そこで，本研究では，この第 3の機能を有する行列

ライブラリの開発を目的とする．

2. 従来の直交化アルゴリズムと直交化処理を
含む数値計算ライブラリの問題点

2.1 従来の直交化アルゴリズム

複数のベクトルを互いに直交化させ，直交基底を作

る「直交化処理」は，固有ベクトル計算，連立一次方

程式の反復法におけるクリロフ部分空間の計算処理な

ど，線形計算において非常に多く利用されている．当

然，これらの数値計算の精度，時間は，直交化処理の

計算精度，計算時間によって大きく影響を受ける．し

たがって，直交化処理の高速化，高精度化は非常に重

要である．

直交化処理は一般に 〈プログラム 1 〉 のように表現
される．ここでは，直交化の対象となるベクトル群を

vj(j = 1, · · · , JMAX) とする．ただし JMAX は直

交化の対象となるベクトルの本数である．また，ベク

トル vj の i 番目の要素を V (i, j); i = 1, ...,N と書

くことにする．ただし Nはベクトルの長さである．

〈プログラム 1 〉
do M = 1, JMAX

call single_orthogonal(V(1,M), V, M)

enddo

〈プログラム 1 〉 での single orthogonalは，ベクト

ル 1本分の直交化であり，次の 3種類のアルゴリズム

によって違いがある．

( 1 ) 古典グラムシュミット（Classical Gram-

Schmidt，以下 CGS）アルゴリズム

( 2 ) 修正グラムシュミット（Modified Gram-

Schmidt，以下MGS）アルゴリズム

( 3 ) Daniel-Gragg-Kaufman-Stewart型グラムシュ

ミット（以下 DGKS）アルゴリズム11)

ほかにもハウスホルダ直交化アルゴリズムなどが知

られているが，従来，上記 3種類のグラムシュミット

アルゴリズムがよく利用されてきた．以下にそれぞれ

のアルゴリズムとその計算速度と計算精度の特徴につ

いて説明する．

2.1.1 古典グラムシュミット（CGS）アルゴリズム

〈 プログラム 2 〉 に CGS アルゴリズムを示す．こ

のアルゴリズムは，前半の 2重ループが BLAS2アル

ゴリズムであるためキャッシュチューニングが有効で

ある．したがって計算速度上，有効なアルゴリズムで

ある．しかし，前半の 2重ループにおける sの内積計

算が丸め誤差を蓄積しやすい構造となっているため，

数値的に不安定である．したがって計算精度上は不利

なアルゴリズムである．

〈プログラム 2 〉
subroutine single_orthogonal(W,V,M)

do j = 1, M-1

s = 0.0d0

do i = 1, N

s = s + V(i, j)*w(i)

enddo

hr(j) = s

enddo

do i = 1, N

s = 0.0d0

do j = 1, M-1

s = s + V(i, j)*hr(j)

enddo

w(i) = w(i) － s

enddo

2.1.2 修正グラムシュミット（MGS）アルゴリ

ズム

〈プログラム 3 〉 にMGSアルゴリズムを示す．こ

のアルゴリズムは，計算精度が高く安定しており，従

来から，様々なライブラリに利用されてきた．これは

sの内積演算での丸め誤差が，直後の「w(i) = w(i) －

s*V(i, j)」によって緩和されるためである．しかし，

BLAS演算としては BLAS1でしかなく，キャッシュ

チューニングの効果が出にくいため，計算速度上は不

利である．

〈プログラム 3 〉
subroutine single_orthogonal(W,V,M)

do j=1, M-1

s = 0.0d0

do i =1, N
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s = s + V(i, j)*w(i)

enddo

if (s .ne. 0.0d0) then

do i=1, N

w(i) = w(i) － s*V(i, j)

enddo

endif

enddo

2.1.3 Daniel-Gragg-Kaufman-Stewart型グ

ラムシュミット（DGKS）アルゴリズム

〈プログラム 4 〉 にDGKSアルゴリズムを示す．こ

のアルゴリズムは CGSアルゴリズムと同様にキャッ

シュチューニングに向く．ただし条件 (1)によって繰

り返し計算を行うため，CGSほどは計算速度上，有

利ではない．しかし，一方で条件 (1) によって CGS

よりも計算精度は高くなる．

〈プログラム 4 〉
• 第一に，CGSを実施する．

• 第二に，以下の (1) を満たすまで CGS

を繰り返し実行する．

||w||2 < η||V w||2 (1)

ただし，実装上，Vwのノルムは，〈プログラム 2 〉 の
hr(i) のノルムとする．これによって，計算量を削減

できる．なお，3章に述べる数値実験においては，文

献 12)での本アルゴリズムに関する検討結果を参考に

して η = 1√
2
とした．

2.2 直交化処理を含む従来の数値計算ライブラリ

の問題点

一般に，数値計算ライブラリの計算速度と計算精度

に対するユーザのニーズは様々である．概算的に計算

結果を得たい場合であれば，計算精度が低くても，短

時間での処理が求められる．逆に，悪条件の問題を計

算する場合では，時間がかかっても高精度な計算が求

められる．ここでは，計算時間と計算精度の組に対す

るこのようなユーザのニーズを「数値計算ポリシー」

と呼ぶことにする．

これに対して，直交化処理を含む従来の数値計算ラ

イブラリは，計算精度を最優先した設計になっており，

かつ，利用する直交化アルゴリズムは 1種類に限定さ

れている．特に，上記 3種類の直交化アルゴリズムの

中で，比較的高精度かつ安定であるという理由から，

MGSを利用するケースが多い．実際，CGSを利用す

ると，直交基底の十分な計算精度が得られない場合が

あるため，それを利用した反復解法で数値計算が破綻

する事例も知られている．一方，文献 12) によって，

MGSを利用した場合であってもCGSと同様に計算が

破綻するように，直交化処理対象のベクトル群を原理

的に構成可能なことが明らかになった．そのため，疎

行列向け固有値ライブラリである ARPACK 13)では，

高精度な直交化処理として DGKSを採用している．

いずれにしても，従来の数値計算ライブラリでは，

1 種類の直交化アルゴリズムしか利用できないため，

ユーザの数値計算ポリシーにそぐわない状態での計算

処理となる場合があり，問題であった．

3. 従来のグラムシュミット直交化の計算時間
と計算精度に関する数値実験

本章では，数値計算ポリシーを入力とする直交化ラ

イブラリを構成するための基礎データの採取を目的と

して，PC上において上記 3種類の直交化処理に関す

る数値実験を行い，それぞれのアルゴリズムの計算精

度および計算時間の評価を行う．

3.1 数値実験に用いた例題，および評価指標

本数値実験では，例題として，以下の 3種類のベク

トル群 vj(j = 1, · · · , JMAX) を用いた．各例題とも

直交化の対象となるベクトル要素 vj(i) の生成におい

て，合同乗算法による一様乱数 x(k) を用いた．なお，

これらの例題は，乱数のばらつき，cos関数の連続的

な値の変化，およびインデックスの倍数分のばらつき

という 3種類の外的なばらつきを元に形式的に構成し

た．以下，例題ごとにベクトル vj の i 番目の要素を

記載する．

• 例題 1

vj(i) = x(k) ∗ j + cos(
i ∗ j

N + 1
) + i ∗ 0.01

• 例題 2

vj(i) = x(k) + i ∗ j ∗ 0.01

• 例題 3

vj(i) = x(k) + cos(
i ∗ j

N + 1
)

ただし，i = 1, ...,N および k = i + (j − 1) ∗ N で

ある．いずれの例題でもベクトルの本数（JMAX）を

20あるいは 100とした．また，計算速度の評価指標

として，直交化処理の実行時間とし，また，計算精度

の評価指標として，式 (2)に定義するベクトル群の直

交性誤差 Orthoを用いた．

Ortho = ||V tV − I||F (2)

ただし I は単位行列であり，|| ∗ ||F はフロベニウスノ
ルムである．また，V は j 番目の列がベクトル vj で

ある行列であり，列数（すなわち固有ベクトル本数）
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図 1 例題 1 における CGS，MGS，DGKS の計算時間および計算誤差
Fig. 1 Execution time and orthogonality error of CGS, MGS and DGKS for Sample 1.

は JMAXとする．

3.2 数値実験結果

各例題につき，ベクトル長 Nを 10000から 100000

まで 100おきに設定し，以下の実験環境で計算時間と

直交性の誤差を評価した．

• ハードウェア・プラットフォーム
Hitachi FLORA370DG（CPU：Pentium 4

（HT）3.2GHz，L1キャッシュ：8 KB，L2キャッ

シュ：512KB，主記憶：512MB DDR-SDRAM）

• コンパイラ
Intel FORTRAN Compiler Version 7.1

• コンパイルオプション
-O3 -prefetch -unroll -align -lowercase

-nodps -fpp2 -tpp7 -xW -vec_report3

-opt_report

3.2.1 例題 1の結果

図 1 に例題 1における CGS，MGS，DGKSの計

算時間および計算精度をそれぞれ示す．

まず，計算時間については，図 1 (1)および (3)の結

果が示すとおり，ベクトル長 N = 10000から 30000の

場合には，MGSが最も高速であり，次にCGS，DGKS

となったが，ベクトル長が 30000 を超える領域では

CGSが最も高速であり，次に MGS，DGKS と順番

が入れ替わることが分かった．また，この領域ではど

のアルゴリズムでもほぼ線形に計算時間が増加してい

くことも確認された．最も計算時間のかかる DGKS

は CGSのほぼ 2倍弱の計算時間となることも確認で

きる．

次に計算精度については，図 1 (2)および (4)の結

果が示すとおり，CGS は非常に悪く，直交性の誤差

が単精度レベル（10−8）を大幅に上回ってしまってい

る．一方，MGSはおおよそ単精度レベルを下回ってお

り，DGKSは 10−13 以下と非常に良好な精度を保っ

ていることが分かる．また，特に JMAX = 20 の場

合，CGSでは直交性の誤差が，ベクトル長 Nの微小

な変化に対して 3倍程度の幅を持って変化しているこ

とが分かる．

3.2.2 例題 2の結果

図 2に例題 2におけるCGS，MGS，DGKSの計算

時間および計算誤差をそれぞれ示す．まず，計算時間

については，図 2の (1)および (3)が示すとおり，例題

1とほぼ同様の結果が得られ，N = 10000 から 30000

の領域では MGS が最も高速であり，N = 30000 を

超える領域では CGSが最も高速であった．また，こ

の領域ではベクトル長 N にほぼ線形に計算時間が増

加することが確認できた．

次に，計算精度については，図 2 の (2)および (4)

が示すとおり，CGS が最も低いものの，この例題で

は直交性の誤差が単精度分はほぼ保たれていること

が分かる．しかし，ベクトル長 N の微小変化に対し

て約 10倍程度と大きくぶれる現象が確認された．一

方，MGSの精度は良好な水準でありかつぶれ幅も小

さく，DGKS はさらに高精度かつ安定していること

が分かる．
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図 2 例題 2 における CGS，MGS，DGKS の計算時間および計算誤差
Fig. 2 Execution time and orthogonality error of CGS, MGS and DGKS for Sample 2.

図 3 例題 3 における CGS，MGS，DGKS の計算時間および計算誤差
Fig. 3 Execution time and orthogonality error of CGS, MGS and DGKS for Sample 3.

3.2.3 例題 3の結果

図 3 に例題 3における CGS，MGS，DGKSの計

算時間および計算誤差をそれぞれ示す．まず，計算

時間については，図 3 の (1) および (3) が示すとお

り，例題 1および例題 2とほぼ同様の結果が得られ，

N = 10000 から 30000の領域ではMGSが最も高速

であり，N = 30000 を超える領域では CGSが最も高

速であった．また，この領域ではベクトル長Nにほぼ

線形に計算時間が増加することが確認できた．次に，

計算精度については，図 3 の (2)および (4)が示すと

おり，他の例題の結果と同様に，CGS の誤差が最も

大きく，次にMGS，DGKSの順になっているが，こ

の例題では CGSも含めいずれのアルゴリズムでも直

交性の誤差が小さく，かつ N の微小変化に対するぶ

れ幅も小さく安定していることが分かる．

以上の 3つの例題から，ベクトル長が 10000，20000
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と比較的短い場合には，従来から多くライブラリに採

用されてきた MGS が計算時間，計算精度の両面で

有効であることが確認された．しかし，ベクトル長が

40000，80000と比較的長い場合には，実行時間では

CGS < MGS < DGKS の順で長くなり，CGSが最

も良いが，計算誤差は CGS > MGS > DGKS の順

で小さくなり，DGKSが最も良いことが分かった．し

たがって，ベクトルの長さや，ユーザの数値計算ポリ

シーによっては，選択するべきアルゴリズムが異なっ

てくることがいえる．

4. 数値計算ポリシーを入力とするグラムシュ
ミット直交化ライブラリの処理方法

4.1 数値計算ポリシーの設定方法

前章で得られた各処理の計算時間および計算精度の

結果を元に，数値計算ポリシーを入力とするベクトル

群直交化処理ライブラリの構成方法を検討する．本研

究での数値計算ポリシーは次のように設定した．

Policy(ε)：

「直交化精度Orthoが ε よりも小さくなる範

囲において，実行時間が最も短い直交化処理

を実行したい」

この数値計算ポリシーが反映されると，必要以上に

高精度な計算処理を得るために長い時間待たなくて済

むことが期待される．以下，Policy(ε)の εをポリシー

精度と呼ぶことにする．

4.2 数値計算ポリシーを入力とするグラムシュミッ

ト直交化ライブラリの処理フロー

数値計算ポリシー Policy(ε)を入力とする直交化ラ

イブラリの処理フローを徒競走方式10) により構成す

る．本論文では，ポリシー精度 ε を満たすため，図 4

に示すように CGS，MGS，DGKS の 3 つの直交化

機能による徒競走方式として処理フローを構成する．

図 4 に従い，本処理フローを説明する．

( 1 ) データ入力機能では，ポリシー精度 ε および直

交化対象のベクトル群を入力する．

( 2 ) 直交化処理制御機能および付随する 3つの直交

化処理機能では，以下の処理を行う．

( a ) CGS処理機能，MGS処理機能，DGKS

処理機能は，同時に各々の直交化処理を

実行する．

( b ) 上記 3つの直交化処理機能は，処理が終

了したら，直交化処理制御機能に直交化

されたベクトル群を返す．

( c ) 直交化処理制御機能は，ベクトル群の直

交性 Ortho を計算し，ε を超えた場合

図 4 徒競走方式による数値計算ポリシー Policy(ε) を入力とする
直交化ライブラリの処理フロー

Fig. 4 Processing flow of orthogonalization library with

numerical policy Policy(ε) using race-based method.

には計算結果として採用せず，ε 以下の

場合には計算結果として採用する（この

Ortho を「実現精度」，採用された処理

を「選択処理」と呼ぶ）．採用すると同時

に，他の直交化処理を中断する．どの直

交化機能の Orthoも ε を超えた場合は，

Orthoが最小であるベクトル群を返す．

( 3 ) データ出力機能では，計算結果である直交化さ

れたベクトル群と実現精度を出力する．

なお，この処理フローを以下，提案方法と呼ぶことに

する．

4.3 提案方法の評価

提案方法に対して，ベクトル本数 JMAX = 100とし

て，ベクトル長 N = 10000，20000，40000，80000の

4パターンによって，それぞれポリシー精度 ε = 10−8，

10−10，10−12 の 3パターンを評価する．ポリシー精

度をこの 3パターンとしたのは，倍精度計算で単精度

分の精度を最低必要とするユーザと，得られた直交基

底をさらに利用するため単精度よりもやや高精度な計

算を必要とするユーザを想定したためである．なお，

提案方法は本来，図 4 での直交化処理制御機能を組

み込んだ実装になるが，ここでは 3種類の直交化処理

機能の実現精度と実行時間のみに注目した評価を行っ

た．また，評価環境は，3.2 節の冒頭に記載した実験

環境と同じである．

表 1 に例題 1 の場合の結果を示す．それぞれのポ

リシー精度に対して，選択された処理，その実現精度

と実行時間をそれぞれ第 3列から第 5列に示す．さら

に，表の第 6列から第 8列には CGS，MGS，DGKS

についてポリシー精度を満たさなかった場合をNGと
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表 1 例題 1（JMAX = 100）における選択処理とその実現精度および実行時間，ならびに他
の処理の精度，計算時間倍率の結果

Table 1 Accuracy and execution time of selected algorithm and of other

algorithms for Sample 1 data (JMAX = 100).

ベクトル長 ポリシー精度 選択処理 実現精度 (Ortho) 実行時間 (sec) 対 CGS 対 MGS 対 DGKS

10000 1.00E-08 MGS 7.70E-11 0.2247 NG(7.43E-06) − 4.331

1.00E-10 MGS 7.70E-11 0.2247 NG(7.43E-06) − 4.331

1.00E-12 DGKS 2.63E-14 0.9731 NG(7.43E-06) NG(7.70E-11) −
20000 1.00E-08 MGS 2.17E-10 0.5695 NG(4.49E-05) − 3.644

1.00E-10 DGKS 3.53E-14 2.0752 NG(4.49E-05) NG(2.17E-10) −
1.00E-12 DGKS 3.53E-14 2.0752 NG(4.49E-05) NG(2.17E-10) −

40000 1.00E-08 MGS 6.34E-10 2.3134 NG(1.86E-04) − 1.809

1.00E-10 DGKS 5.94E-14 4.1852 NG(1.86E-04) NG(6.34E-10) −
1.00E-12 DGKS 5.94E-14 4.1852 NG(1.86E-04) NG(6.34E-10) −

80000 1.00E-08 MGS 1.67E-09 5.3774 NG(1.08E-03) − 1.552

1.00E-10 DGKS 7.45E-14 8.3461 NG(1.08E-03) NG(1.67E-09) −
1.00E-12 DGKS 7.45E-14 8.3461 NG(1.08E-03) NG(1.67E-09) −

表 2 例題 2（JMAX = 100）における選択処理とその実現精度および実行時間，ならびに他
の処理の精度，計算時間倍率の結果

Table 2 Accuracy and execution time of selected algorithm and of other

algorithms for Sample 2 data (JMAX = 100).

ベクトル長 ポリシー精度 選択処理 実現精度 (Ortho) 実行時間 (sec) 対 CGS 対 MGS 対 DGKS

10000 1.00E-08 MGS 8.08E-14 0.2344 2.130 − 4.188

1.00E-10 MGS 8.08E-14 0.2344 2.130 − 4.188

1.00E-12 MGS 8.08E-14 0.2344 2.130 − 4.188

20000 1.00E-08 MGS 2.29E-13 0.5801 1.782 − 3.533

1.00E-10 MGS 2.29E-13 0.5801 1.782 − 3.533

1.00E-12 MGS 2.29E-13 0.5801 1.782 − 3.533

40000 1.00E-08 CGS 8.05E-10 2.0653 − 1.117 1.985

1.00E-10 MGS 6.67E-13 2.3077 NG(8.05E-10) − 1.776

1.00E-12 MGS 6.67E-13 2.3077 NG(8.05E-10) − 1.776

80000 1.00E-08 CGS 3.22E-09 4.0741 − 1.320 1.978

1.00E-10 MGS 3.22E-12 5.3763 NG(3.22E-09) − 1.499

1.00E-12 DGKS 8.00E-14 8.0574 NG(3.22E-09) NG(3.22E-12) −

表 3 例題 3（JMAX = 100）における選択処理とその実現精度および実行時間，ならびに他
の処理の精度，計算時間倍率の結果

Table 3 Accuracy and execution time of selected algorithm and of other

algorithms for Sample 3 data (JMAX = 100).

ベクトル長 ポリシー精度 選択処理 実現精度 (Ortho) 実行時間 (sec) 対 CGS 対 MGS 対 DGKS

10000 1.00E-08 MGS 4.61E-14 0.2044 2.446 − 4.817

1.00E-10 MGS 4.61E-14 0.2044 2.446 − 4.817

1.00E-12 MGS 4.61E-14 0.2044 2.446 − 4.817

20000 1.00E-08 MGS 7.34E-14 0.5163 2.051 − 4.023

1.00E-10 MGS 7.34E-14 0.5163 2.051 − 4.023

1.00E-12 MGS 7.34E-14 0.5163 2.051 − 4.023

40000 1.00E-08 CGS 2.61E-12 2.0995 − 1.064 1.973

1.00E-10 CGS 2.61E-12 2.0995 − 1.064 1.973

1.00E-12 MGS 9.72E-14 2.2348 NG(2.61E-12) − 1.853

80000 1.00E-08 CGS 5.99E-12 4.1279 − 1.271 1.979

1.00E-10 CGS 5.99E-12 4.1279 − 1.271 1.979

1.00E-12 MGS 1.30E-13 5.2472 NG(5.99E-12) − 1.557

記載した．また，ポリシー精度を満たしたが，選択処

理よりも時間がかかった場合にはその倍率を記載した．

なお，選択された処理には「-」を記載してある．

また，例題 1と同様に，例題 2および例題 3につい

ても，3通りのポリシー精度に対する提案法の評価を

行った．その結果を例題 1の場合と同様の形式で表 2，

表 3 に示す．

表 1 から，例題 1 は CGS がいずれも精度が低く，
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どのポリシー精度にも満たないことが分かる．ベクト

ル長が比較的短い N = 10000，20000 のケースでは

MGSがやや良好な精度を保っているものの，ベクト

ル長が長くなると，DGKS でなければ十分な精度を

保てないことが分かる．しかし，N = 10000 かつポリ

シー精度が低い場合にはMGSが有効であり，DGKS

に対して 4.3倍も高速であることが分かる．

例題 2 および例題 3 では，ベクトル長が 10000，

20000の場合において，MGSが高性能かつ高精度な

処理であることが確認できた．最も計算時間のかかる

DGKSに対して最大 4.8倍の性能となり，また実現精

度も 10−14 のオーダであり，十分な計算精度を保持

しているといえる．

しかし，例題 2のベクトル長が 80000の場合では，

ポリシー精度によって処理がそれぞれ異なる結果とな

り，CGS，MGS，DGKSの 3種類による徒競走方式

から構成した提案方法が有効であることが明らかに

なった．例題 3では，いずれの場合も DGKSは必要

ではなく，CGSでも直交性の誤差が 10−10 以下など

十分な精度を達成するケースもあった．その場合，最

も高精度な DGKSの実行時間に比べて最大約 2.0倍

の高速化を達成し，提案方法の有効性を確認できた．

5. 関 連 研 究

GRIDコンピューティング向け行列ライブラリに対

する 3つの要件に関連する研究動向について述べる．

第 1 の要件である自動チューニングに関する分野

については，国内外で研究がさかんに行われている．

国内では，電通大の片桐らがプラットフォームに依存

しない可搬性のある自動チューニング・フレームワー

ク2)～4) を提唱しており，また，電通大の今村らが性

能の安定化技術8) を提案している．これらは，いずれ

も先進的な取り組みであり，技術的に優れている．海

外では，米テネシー大の Dongarraらが SANS（Self-

Adapting Numerical Software）5)というGRIDコン

ピューティング環境での自己適合型の行列ライブラリ

チューニング技術および，ATLAS 6) という PC上の

高品質なライブラリを発表している．

一方，第 2，第 3の要件である性能保証，およびユー

ザの計算ポリシーの反映に関わる分野については，自

動チューニング技術の発展形として今後検討が進んで

いくと考えられる．本研究では特に第 3の要件である

計算ポリシーの反映について検討した．

6. まとめと今後の課題

6.1 ま と め

本研究では，従来から計算精度と計算時間の調整が

課題であったグラムシュミットの直交化処理において，

与えられた最低計算精度の範囲内で最速計算を実行す

る方法を提案した．本方法では，古典グラムシュミッ

ト（CGS），修正グラムシュミット（MGS），DGKS

型のグラムシュミットの処理を同時に実行し，ユーザ

が入力した数値計算ポリシーに最も適合する出力につ

き結果を採用する徒競走方式とした．性質の異なる 3

種類のベクトル群を対象にPC（Pentium4，3.2GHz，

HT）上で上記 3種類の直交化処理の計算時間および

計算精度を評価したところ，以下の結果が得られた．

• ベクトル長が 10000，20000と比較的短い場合に

は，従来から多くライブラリに採用されてきた

MGSが計算時間，計算精度の両面で有効である

ことが確認された．

• ベクトル長が 40000，80000 と比較的長い場合

には，実行時間では CGS < MGS < DGKS

の順で長くなり，CGS が最も良いが，計算誤差

は CGS > MGS > DGKS の順で小さくなり，

DGKSが最も良いことが確認された．

このうえで，ポリシー精度 ε による数値計算ポリ

シー「直交化精度 Orthoが ε よりも小さくなる範囲

において，実行時間が最も短い直交化処理を実行した

い」を入力とし，CGS，MGS，DGKSの 3種類によ

る徒競走方式から構成した直交化処理方法を提案した．

提案方法を上記のベクトル群に対して評価したところ，

• 従来良好な精度といわれてきたMGSにおいても，

ユーザのニーズが高いと思われる 10−10 あるい

は 10−12 の直交性の誤差を超えてしまうケース

があった．しかし，高精度な DGKSによってこ

れらの精度は達成することができた，

• 一方，問題によっては，CGS でも直交性の誤差

が 10−10 以下など十分な精度を達成するケース

もあった．その場合，最も高精度な DGKSの実

行時間に比べて最大約 4.8倍の高速化を達成した，

という結果が得られ，計算精度，および計算速度の両

面において，CGS，MGS，DGKSの 3種類による徒

競走方式が有効であることが明らかになった．

6.2 今後の課題

以下に今後の課題を列挙する．

• 並列計算機での数値実験
今回の評価実験では PC における 1CPUでの評

価を対象とした．今後，並列計算機での数値実験
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を行い，より高性能な直交化機能を開発する．

• 各ソルバーへの実装
今回検討した直交化処理は，疎行列反復解法や，

固有値解法において重要な役割を果たす．提案方

法をこれらの解法に実装する方式を検討する．

• 他の指標を加えたポリシーの検討
今回検討したユーザの計算ポリシーは，計算時間

と計算精度のみであった．使用するメモリ量など

他の指標も加えたポリシーについて入力できるラ

イブラリ構成方法を検討する．
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