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プログラマブルGPUにおけるLU分解の設計と実装

松 井 学†,☆ 伊 野 文 彦† 萩 原 兼 一†

GPU（Graphics Processing Unit）とは，描画処理の高速化を目的とした 1 チッププロセッサの
ことである．本稿では，プログラマブル GPU の振舞いを解析することを目的として，数値計算の 1
例として LU 分解を取り上げ，その設計と実装について述べる．この実現のために，我々は，a）繰
返し処理，b）分岐処理，および c）ベクトル演算に関していくつかの方式を実装し評価した．評価
実験の結果，1）依存関係のある繰返しに対してはレンダテクスチャを用いた切替え方式が VRAM
（Video Random Access Memory）内のコピーを回避でき，LU 分解の実行時間を半減できたこと，
2）CPUおよび GPUは，分岐処理の効率に関してトレードオフの関係にあり，行列サイズが 512を
超える場合は CPU による分岐処理の効率が良いこと，3）今回の実装において浮動小数点演算性能
に関する効率は 30%弱であり，Fatahalian らが行列積に関して指摘しているように，LU 分解に関
しても，GPU の演算性能を引き出すために高いバンド幅を持つ GPU 内キャッシュを必要とするこ
と，および 4）GPU による分解結果が CPU のものと一致することはなく，その主な原因は分解に
おける除算の計算誤差が累積するためであることが分かった．

Design and Implementation of
LU Decomposition on the Programmable GPU

Manabu Matsui,†,☆ Fumihiko Ino† and Kenichi Hagihara†

The graphics processing unit (GPU) is a single-chip processor whose purpose is to acceler-
ate rendering tasks for interactive visualization. In this paper, to analyze the behavior of the
programmable GPU, we describe a design and implementation of LU decomposition as an
example of numerical computation. To achieve this, we have developed and evaluated some
methods with different implementation approaches in terms of a) loop processing, b) branch
processing, and c) vector processing. As a result, our experimental results give four important
points: 1) for dependent iterations, a render texture based method avoids copies in the video
random access memory (VRAM), cutting the decomposition time in half; 2) there is a tradeoff
between CPU- and GPU-based branch methods, and the CPU-based branch provides higher
performance for the decomposition of matrices larger than 512×512; 3) the efficiency of float-
ing point operations is at most 30%, and as Fatahalian et al. state for matrix multiplication,
the GPU also requires a higher cache bandwidth in order to provide full performance also
for LU decomposition; and 4) the GPU provides different decomposition results from those
obtained using a CPU, mainly due to the floating point division error that increases the error
with the progress of decomposition.

1. は じ め に

GPU（Graphics Processing Unit）1),2) とは，描画

処理の高速化を目的とした処理装置である．近年，

GPUは著しい性能向上をとげており，浮動小数点演

算に関して CPUを超える実効性能を達成している3)．
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さらに，プログラマブル GPUの普及，プログラム長

（命令スロット数）制限の緩和，および条件分岐などの

機能追加とともに，本来の描画処理だけでなく，GPU

を汎用処理に応用する研究が注目されている．

このような試みは，数値計算の分野においても活発

である．Thompsonら4) は，GPUを用いた行列積を

実装し，単純な CPU実装に対しておよそ 3倍の高速

化を達成している．一方，Larsenら5) は，GPUによ

る行列積の性能をキャッシュに関して効率の良いCPU

実装（ATLAS 6)）と比較している．その結果，GPU

実装が CPU実装よりも良い性能を得るための条件と

して，1）GPUにおけるコアクロックの速度向上，お
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よび 2）GPUから VRAM（Video Random Access

Memory）への読み書きの速度向上をあげている．そ

こで，Hallら7) は，GPU内のキャッシュを効率良く

使う手法を提案し，理論評価によりその有効性を示し

ている．この手法は，Fatahalianら3)により実機にお

いて評価され，彼らは良い性能を得るためには GPU

内におけるキャッシュバンド幅の向上が不可欠である

と結論づけている．

これら行列積に関する研究だけでなく，共役勾配

法8)～10)，ヤコビ法10),11)，および高速フーリエ変換12)

に関する報告もある．

このように，GPUを用いた数値計算の試みは多く

報告されている．しかし，主要なベンダが GPUの内

部仕様をすべて公開していないことや，アーキテク

チャの技術革新および機能追加が早急であることが原

因で，どのような設計指針が GPUの性能を引き出せ

るのかは明確でない．

そこで，本研究では連立 1次方程式を解くために有

用であり，また世界中の高性能計算機を順位づけるた

めの性能指標として用いられている LU分解を対象と

して，GPUの特性を解析することを目標とする．こ

の実現のために，我々は a）繰返し処理，b）分岐処

理，および c）ベクトル演算に関していくつかの方式

を実装し評価した．

本稿の主な新規性は，我々の知る限り GPUにおい

て LU分解を初めて実現したこと，また a）～c）に関

する方式を組み合わせ，各々の性能を評価することに

よりその設計指針を示したことである．

以降では，まず 2 章でGPUについて述べ，数値計

算への応用手法をまとめる．次に，3 章で我々の実装

を構成する各方式について述べ，4 章でその適用実験

の結果を示す．5 章では，実際の応用に向けて GPU

および我々の実装がさらに解決すべき課題を議論する．

最後に，6 章で本稿をまとめる．

2. Graphics Processing Unit（GPU）

本章では，描画処理を高速化するための GPU の

アーキテクチャ13)について述べ，そのプログラマブル

機能を用いて数値計算に応用する既存手法をまとめる．

2.1 アーキテクチャの概要

GPUが高速化対象とする描画処理とは，3 次元空

間内に位置する 3角形のポリゴンを 2次元平面上に投

影し，ピクセル（画素）として表すことである．GPU

は，この処理を迅速に行うために，3種類の処理装置

を直列に並べたパイプライン構造を持つ（図 1）．こ

こで，処理装置とは，VP（Vertex Processor）および

図 1 GPU のパイプラインアーキテクチャ
Fig. 1 GPU pipeline architecture.

FP（Fragment Processor）と呼ばれる 2種類のプロ

グラマブルな部分とそうでない部分（ラスタライザ）

のことを指す．紙面の都合上，プログラマブルな部分

についてのみ述べる．

VPおよびFPは，ベクトル長 4のベクトルプロセッ

サであり，以下の特徴を持つ．

VP： VPは，ポリゴンの頂点を 2次元平面に迅速

に投影するために，頂点座標の幾何変換を高速

処理できる．複数の頂点に対して異なる演算を

同時に処理するために，VP は MIMD 型14) の

構造を持つ．なお，ポリゴンは，OpenGL 15) や

DirectX 16) などのグラフィクス APIによりあら

かじめ主記憶から VRAMへ転送しておく必要が

ある．

FP： FPは，画像の質感を向上させるために，描画

した画像への模様の貼り付けを高速処理する．具

体的には，2次元画像を構成するフラグメント（画

素）をラスタライザから取得し，模様を表すテク

スチャとの様々な演算を処理できる．この際，FP

はテクスチャを VRAMから取得し，演算結果の

ピクセルを VRAMへ出力する．FPの演算対象

は，色および透明度を表す 4チャネル（RGBA）

のデータであるため，（C1）FPはベクトル演算に

よりこれらを 1度に処理できる．さらに，複数の

フラグメントに対して同一の演算を同時に処理す

るために，FPは SIMD型14) の構造を持つ．通

例，テクスチャは 2 次元画像であるため，（C2）

FPは 2次元データの各々に対して独立な演算を

高速処理するものと見なせる．

従来，VPおよび FPには様々な強い制約があった．

たとえば，フロー制御あるいは多くの命令を含むプロ

グラムを実行できなかった．しかし，最近の機能拡張

は一部の制約を緩和しつつある．たとえば，現在のVP

および FPには IEEE754標準17) の 32ビット単精度
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表 1 開発した実装を構成する方式と理論性能
Table 1 Theoretical performance of proposed methods.

方式の組合せ 理論性能
実装 ベクトル 分岐 繰返し パス VRAM 内コピー

演算 処理 処理 回数 重み 回数 量（B）

I1 なし なし
コピー方式

2N 1
2N 32N(N2 − 1)/3

切替え方式 0 0

I2 なし あり
コピー方式

N 1
N 16N(N2 − 1)/3

切替え方式 0 0

I3 あり なし
コピー方式

8N 1/4
2N 2N(4N2 + 3N − 4)/3

切替え方式 0 0

I4 あり あり
コピー方式

4N 1/4
2N 2N(4N2 + 3N − 4)/3

切替え方式 0 0

浮動小数点表現☆や分岐処理を扱えるものがある2)．ま

た，既述の APIを用いて，VRAM上のデータを主記

憶へ転送（リードバック）できる．この際，データは

AGPもしくは PCI Express などのバスを経由する．

データ転送の間，パイプラインが停止するため，デー

タ転送は回数および量ともに抑制する必要がある．

2.2 数値計算への応用

1 章であげた既存研究は，文献 4)を除けば，FPの

みを数値計算に使用する．VPを使用しない理由とし

ては，VPが CPUを上回る性能を持たないこと7) が

あげられる．たとえば，後述する実験環境では，FP

が 1秒間に 3.6G個のベクトル（フラグメント）を処

理できるのに対し，VPが処理できるベクトル（頂点）

は 338M個にとどまっている．上記の理由から，以降

では FPのみの使用を前提とする．

既存研究では特徴（C1）および（C2）に着目し，プ

ログラマブル FPによる数値計算を実現している．た

とえば，行列積 XY = Z の場合，要素 Zij の各々は

独立に計算できるため，X およびY を各々1枚のテ

クスチャとして保持し，それらを参照しながら Z を

VRAMへ出力できる．すなわち，互いに独立に処理で

きる繰返しからなる 2重ループに対しては，それらを

1度の描画（シングルパスレンダリング）で処理でき

る．さらに，ベクトル演算を使用できるようにデータ

構造を工夫し，VRAMの使用量を削減している．た

とえば，テクスチャは 4チャネルのデータを保持でき

るため，サイズ N ×N の行列を N/4×N のテクス

チャとして保持し，4行 1列を 1度に処理する．

一方，データ依存などが原因で各要素を独立に計算

できない場合，あるいはプログラム長の制約によりプ

ログラムを分割する必要がある場合は，工夫が必要で

ある．前者は，本研究で取り組む課題の 1つである．

☆ 5.1 節で後述するように，表現に関しては IEEE 標準に準拠し
ているが，それを用いて計算した結果は，IEEE 標準が規程す
る誤差の範囲内に必ずしも収まっていない．

後者は，既存の描画手法（マルチパスレンダリング）

により解決できる．この手法では，FPが出力した画

像を FP への入力（テクスチャ）として再び与える．

この際，FPに割り当てる（分割後の）プログラムを

順次変えていくことで，分割前のプログラム動作を実

現する．以降では，最終結果を得るまでにデータがパ

イプラインを繰り返し流れた回数（描画回数）のこと

をパス数と呼ぶ．

既存研究が明らかにした知見をまとめると，GPU

を効率良く使うための条件は以下のとおりである．

• GPU–CPU間のデータ転送回数および量を抑え

ること

• 計算量が多く，かつ独立に処理できる 2重ループ

を 1回の描画で処理すること

• ベクトル演算を使用できるようにデータ構造を工
夫し，VRAMの使用量を削減すること

• VRAMの参照回数を抑えること

3. GPUを用いた LU分解の設計

本章では，GPU を用いた LU 分解の設計を示す．

1 章であげた a）～c）に関していくつかの方式を示

し，各々の理論性能を解析する．表 1 に，開発した各

実装の特徴と理論性能をまとめる．

3.1 LU 分 解

LU分解とは，N 次元連立 1次方程式 Ax = b の

解法である（図 2）．具体的には，係数行列 A を下三

角行列 L および上三角行列 U の積に分解し，前進消

去および後退代入を用いて解 x を得る．

LU分解には 3通りのアルゴリズム（外積法，内積

法およびクラウト法）がある18)．いずれも計算量は同

じであるが，データ参照の局所性や並列性などに関し

て違いがある．本研究では，CPU と比較してキャッ

シュサイズが小さく2)，高い VRAMバンド幅を持つ

GPUに対し，分解時におけるデータ参照量の少ない

外積法を選択する．なお，現在のところピボット選択
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1: Algorithm LU {
2: for (i = 0; i < N ; i + +) {
3: for (j = i + 1; j < N ; j + +) {
4: Aji = Aji/Aii; /* update L */
5: for (k = i + 1; k < N ; k + +)
6: Ajk− = Aik ∗ Aji; /* update U */
7: }
8: }
9: }

図 2 LU 分解のアルゴリズム（外積法）
Fig. 2 LU decomposition algorithm (right-looking

method).

や多段同時消去は考慮していない．

3.2 設 計 方 針

GPUを用いて LU分解を実現するとき，解決すべ

き課題は以下の 3点である．

a）データ依存のある繰返し処理：行列積では各要素

を独立に計算できるのに対し，LU分解では最外

i ループを独立に計算できない．ゆえに，LU分

解は 1度の描画で処理できない．このような依存

のある繰返しに対しては，描画を繰り返す必要が

あり，その実現が課題である．

b）L および U に起因する分岐処理：行列積では同

一の代入文を各要素に適用できるのに対し，LU

分解では行列内の位置に応じて，各要素に適用す

る代入文（L もしくは U の更新）を使い分ける

必要がある．FPは SIMD型のアーキテクチャを

持つため，この使い分けのための分岐処理を実現

することが課題である．

c）ベクトル演算の使用：行列積と同様，ベクトル演

算を使用することが GPUの性能を引き出すため

に必要である．さらに，データ構造を工夫するこ

とで VRAMの使用量を削減すべきである．

以降では，上記の課題を解決する各方式について述

べる．なお，a）～c）には各々2つの方式があり，表 1

に示した実装 I1～I4 は，これらを組み合わせたもの

である．I1は，パス数の増大を認める代わりに，分岐

処理を排除する．一方，I2は分岐処理を認める代わり

に，パス数を削減する．残りの I3および I4は，各々

I1および I2に対してベクトル演算を使用する．

3.3 繰返し処理に対する方式

図 2 に示したアルゴリズムは，ループ間の依存関係

に関して以下の 3点の特徴を持つ．

( 1 ) 最外 i ループは独立に処理できない．

( 2 ) 中間 j ループにおいて L（要素 Aji）を更新し

たあとに，最内 kループを実行する必要がある．

( 3 ) 最内 k ループは独立に処理できる．

1: Algorithm twopassLU {
2: for (i = 0; i < N ; i + +) {
3: for (j = i + 1; j < N ; j + +) /* draw */
4: Aji = Aji/Aii; /* update L */
5: for (j = i + 1; j < N ; j + +) /* draw */
6: for (k = i + 1; k < N ; k + +)
7: Ajk− = Aik ∗ Aji; /* update U */
8: }
9: }

図 3 L および U を 2 パスで更新する実装 I1（総計 2N パス）
Fig. 3 I1: A two-pass implementation.

上記の特徴を基に，繰返し処理を効率良く実行する

ための方式について考える．

( 1 )より，3.2 節で指摘したように，最外 i ループ

は 1度の描画で処理できない．そこで，依存のある繰

返しについて，すなわち描画の繰返しについて考える．

現在の GPUでは，FPが VRAMへ出力するデータ

を FPへ直接入力することはできない．そこで，デー

タの受渡しに関して，以下の 2 通りの方式が考えら

れる．

• コピー方式（ピクセルバッファ）：FPはピクセル

バッファへ描画を行い，描画後にその内容をテク

スチャにコピーすることで，自身への入力とする．

この方式は，コピーのためのオーバヘッドをとも

なう．

• 切替え方式（レンダテクスチャ）：入力用および
出力用のテクスチャを 1枚ずつ用意し，描画のた

びに各々の用途を切り替える方式である．この方

式は，コピーを回避できる利点がある．

次に，どの部分を 1度の描画で処理すべきかを考え

る．( 1 )より，2.1 節であげた特徴（C2）を利用する

ためには，残りの j および k ループを変形すること

により，依存のない 2重ループを構築する必要がある．

この変形の仕方として，以下の方式が考えられる．

• ループ分割方式（実装 I1，図 3）：L および U の

更新のためのループ（図 2 の 3～7行目）を 2つ

（図 3 の 3～4行目および 5～7行目）に分割する．

これら 2つのループを同時に実行することはでき

ないが，前者（あるいは後者）は独立に処理でき

る．したがって，この方式は，L および U を更

新するために 2度の描画を必要とする（図 5 (a)

および (b)）．

• ループ内移動方式（実装 I2，図 4）：L の更新の

ための代入文（図 2 の 4行目）を最内 k ループ

の内側に移動する（図 4 の 5行目）．これにより，

中間 j および最内 k からなる 2重ループを独立

に処理できる．この方式は，L および U の更新



Vol. 46 No. SIG 12(ACS 11) プログラマブル GPU における LU 分解の設計と実装 133

(a) L の更新（実装 I1） (b) U の更新（実装 I1） (c) LU の更新（実装 I2） (d) ベクトル化（実装 I3）

図 5 第 i 番目のパスにおける描画領域（1 ≤ i ≤ N）
Fig. 5 Image region rendered at the i-th pass, where 1 ≤ i ≤ N .

1: Algorithm onepassLU {
2: for (i = 0; i < N ; i + +) {
3: for (j = i + 1; j < N ; j + +) { /* draw */
4: for (k = i; k < N ; k + +) {
5: if (i == k) Aji = Aji/Aii; /* L */
6: else Ajk− = Aik ∗ Aji/Aii; /* U */
7: }
8: }
9: }

10: }
図 4 L および U を 1 パスで更新する実装 I2（総計 N パス）

Fig. 4 I2: A one-pass implementation.

を 1 度の描画で実現できる（図 5 (c)）．しかし，

代入文をループの内側に移動するため，計算量は

2倍に増大する．

3.4 分岐処理に対する方式

3.3 節で述べたループ分割方式およびループ内移動

方式に対し，分岐処理の実現を考える．

ループ分割方式は，GPUによる分岐処理を必要と

しない．なぜなら，CPUが L および U を更新する

ための描画プログラムをあらかじめ区別して，描画領

域とともに GPUに与えるためである．ゆえに，この

方式ではCPUが分岐処理を担当していると見なせる．

結果，GPUは指定された領域に対する描画に専念で

きる．

一方，ループ内移動方式は，GPUによる分岐処理

を必要とする．その実現のために，図 4 に示す実装 I2

では，行列内の位置を基に代入文を使い分ける．つま

り，テクスチャ内の画素ごとに，その位置座標を条件

とした分岐処理を実現する．

このように，CPUにおける実装では分岐処理が不

要であるにもかかわらず，GPUでは分岐処理を必要

とすることはある．LU分解のように，テクスチャ内

の位置座標を分岐条件とする場合は，パス数の増大を

認めれば，分岐処理を排除できる．

3.5 ベクトル演算に対する方式

実装 I1および I2に対し，ベクトル演算を使用する

ことを考える．図 2 に示したアルゴリズムは，L およ

び U を更新するための代入文が計算時間の大半を費

やす．ゆえに，これらをベクトル演算により高速化す

れば効果的である．

そこで，既存研究3),7) のように，サイズ N ×N の

行列を N/4×N のテクスチャとして保持し，ベクト

ル演算により 4行 1列を 1度に処理する（図 5 (d)）．

なお，1行 4列を 1度に処理できるように行列を保持

することもできる．しかし，図 5 (a)に示すように，L

の更新は列方向を独立に処理できるが，行方向は独立

に処理できない．したがって，上述のようなデータ構

造を採用する．

N/4 × N のテクスチャに対しベクトル演算により

LU分解を実現するとき，3.4 節で指摘した分岐処理

の問題が新たに生じる．つまり，図 5 (d)に示すよう

に，L および U の更新のための描画領域を i の値に

応じてチャネル単位で切り替える必要がある．たとえ

ば，i = 4 に対してはすべての RGBAチャネルを描

画すべきだが，i = 5 に対しては左端の画素に対して

のみ，Rを除くGBAチャネルを描画する必要がある．

この問題を解決するために，3.4 節で述べた方式を

用いる．つまり，I1のベクトル化は CPUによる描画

プログラムの切替えで実現し，I2はGPUによる分岐

処理で実現する．具体的には，I1に対しては左端の画

素に関して RGBA，GBA，BAもしくは Aを描画す

るプログラムを 4種類用意して，これらを順に切り替

えていく（実装 I3）．I2に対しては，I3を基に分岐処

理を加えることで，適切な領域を描画する（実装 I4）．

3.6 理論性能の解析

最後に，計算量および VRAM参照量の観点から各

実装の理論性能を解析する．表 2 に，N ×N 行列に

対する結果を示す．

まず，実装 I1について解析する．i パス目において

L および U を更新する領域は，それぞれ図 5 (a)お

よび (b)である．ゆえに，i パス目において各々が更
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表 2 各実装の計算量および VRAM 参照量
Table 2 Amout of computations and referred data.

実装 計算量 VRAM 参照量（B）
I1 2N(N2 − 1)/3 8N(2N2 − N − 1)

I2 4N(N2 − 1)/3 64N(N2 − 1)/3

I3 および I4 2N(N2 − 1)/3 N(4N2 + 7N + 4)

新する要素の数は，それぞれ (N − i) および (N − i)2

個である．処理全体における要素の数 SL および SU

に対しては，i に関して 1 から N までの和を計算す

ればよく，各々以下のように定まる．

SL =

N∑

i=1

(N − i) = N(N − 1)/2 (1)

SU =

N∑

i=1

(N − i)2 = N(2N2 − 3N + 1)/6 (2)

一方，各々の更新における演算数および参照する要

素数は，L ではともに 2であり，U ではそれぞれ 2お

よび 3である．ここで，アセンブリ言語において，除

算は逆数に対する乗算を組み合わせて実現されている

ことに注意されたい．さらに，1要素あたりのデータ

量は 16バイト（4チャンネル×4バイト）であるため，

I1の計算量およびデータ参照量は，各々 2SL + 2SU

および 16(2SL + 3SU ) となり，値が定まる（表 2）．

次に，I2について解析する．i パス目おいて LU を

更新する領域は図 5 (c)である．したがって，I1に対

する解析と同様に，i パス目において更新する要素の

数は (N − i)(N − i + 1) であり，処理全体では以下

のように定まる．

N∑

i=1

(N − i)(N − i + 1) = N(N2 − 1)/3 (3)

さらに，1要素あたりの演算数および参照要素数は

それぞれ 4であるため，表 2 のように定まる．

最後に，I3および I4について解析する．I3および

I4の計算量およびVRAM参照量は等しいため，I3の

解析についてのみ述べる．I3では，描画領域から単純

に計算量を算出できない．その理由は，3.5 節で述べ

たように，パス i ごとに描画すべき RGBAチャネル

が異なるからである．したがって，データ参照量およ

び計算量をそれぞれ別に解析する．

まず処理領域からデータ参照量を算出する．図 5 (d)

に i パス目で更新する領域を示す．ここで，図中の太

線は，処理を開始する要素を格納している色，すなわ

ち，Ai,j を格納する RGBAごとに処理領域が異なる

ことを示す．この図より，i パス目に更新される L お

よび U の要素数 Li および Ui を算出することで，処

理全体の要素数である式 (4)および式 (5)を得る．各

更新で参照する要素数がそれぞれ 2および 3であるの

で，式 (4) および式 (5) を用いて実装 I1 と同様にす

ることで，表 2 のデータ参照量を得る．
N/4∑

i=1

Li = N(N + 2)/8 (4)

N/4∑

i=1

Ui = N(4N2 + 3N − 4)/48 (5)

次に計算量を算出する．i ステップの計算量を算出

するとき，ベクトル演算のベクトル長が異なる領域，

すなわち，図 5 (d)においてベクトル長が 4である部

分およびそれ以外の領域に分けて考える．たとえば，

Ai,j が色 Gに格納されているとき，ベクトル長 3で

ある GBAの領域およびベクトル長 4 である RGBA

の領域に分けて考える．領域に分割した後，i ステッ

プにおいて L および U を更新する要素数を算出し，

要素数に対して 1 要素の更新に必要な演算数 OL
i お

よび OU
i を乗ずることで i ステップ目の計算量を算

出する．なお，OL
i および OU

i は，ともにベクトル長

4の場合 8であり，以下ベクトル長が 1減ることに 2

ずつ減る．以上より，表 2 における実装 I3の計算量

は，次の式 (6)および式 (7)の和となる．
N/4∑

i=1

LiO
L
i = N(N − 1) (6)

N/4∑

i=1

UiO
U
i = N(2N2 − 3N + 1)/3 (7)

4. 評 価 実 験

本章では，a）～c）に関して GPUの振舞いを解析

するために，以下の観点から実装 I1～I4 の性能を評

価する．

• 分岐処理の計算コストおよび VRAM内コピー時

間のトレードオフ

• ベクトル演算による高速化
• キャッシュバンド幅の使用効率
表 3に，使用した計算機環境を示す．以降では，各々

を GeForceおよび Quadroと略記する．各実装には，

C++，OpenGLおよび Cg 20) を用いた．なお，現在

のところ，Linux上の動作環境ではレンダテクスチャ

を使用できない．したがって，この環境ではピクセル

バッファ（コピー方式）のみを用いた．

4.1 分岐処理およびVRAM内コピーのトレード

オフ

図 6 に，行列サイズ N = 32～2048 としたときの
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(a) GeForceFX 5900Ultra（コピー方式） (b) QuadroFX 3400（コピー方式）

(c) QuadroFX 3400（切替え方式）

図 6 開発した実装の浮動小数点演算性能
Fig. 6 Measured performance of proposed methods.

表 3 実験環境（バンド幅（BW）の計測は GPU Bench 19) に
よる）

Table 3 Experimental environments.

GPU
nVIDIA GeForce nVIDIA Quadro

FX 5900Ultra FX 3400

Core clock 450 MHz 350MHz

Texture fill-rate 3.6Gpixels/s 5.6Gpixels/s

VRAM capacity 128 MB 256 MB

VRAM BW 27.2 GB/s 28.8GB/s

Texture cache BW 11.4 GB/s 15.6GB/s

Bus AGP8X PCI Express

CPU Pentium 4 2.6GHz Pentium 4 2.8GHz

OS Red Hat Linux 9 Windows XP

GPUにおける浮動小数点演算性能（FLOPS）を示す．

GeForce では実装 I3 の性能が最も良く，N = 1024

において約 1.2GFLOPSである．一方，Quadroでは

I3に切替え方式を用いた性能が最も良く，N = 1024

において約 1.6GFLOPS である．2 つの実験環境を

比較すると，図 6 (a)および (b)より，実装 I2および

I4 の性能が Quadro において相対的に向上している

ことが分かる．したがって，新世代の Quadroは分岐

処理のオーバヘッドを軽減できている．

一方，各実験環境に共通して，分岐処理を用いない

I1および I3が，分岐処理を用いる I2および I4より

もそれぞれ性能が良い．そこで，この結果に関して，

表 4 に示す Quadroの実行時間 A の内訳（GPU計

算時間 G，CPU計算時間 C およびVRAM内コピー

時間 T）から考察する．なお，GPUおよび CPUは

非同期で動作するため，各々を同期させるための命令

glFinish()を計測対象の前後に埋め込んだ．また，実

行時間 A は主記憶から VRAM への行列要素の転送

および VRAMから主記憶への計算結果の読み出しを

含まない．

まず，GPU計算時間 G に着目する．I2は I1に対

して，I4は I3に対してそれぞれ G が増加している．

各実装の相違点は分岐処理の使用である．ゆえに，G

の増加は分岐処理のコストと考えられる．一方，CPU

計算時間 C は各実装でほぼ同じであることから，プ

ログラム切替えのためのバインド・解放のコストはほ

ぼ無視できるといえる．ただし，行列サイズが小さい

場合，I3 および I4 における C が相対的に大きいた

め，1回の描画に費やす時間が短い場合は GPUが分
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表 4 QuadroFX 3400 における開発した各実装の実行時間 A（ミリ秒）およびその内訳
（GPU 計算時間 G，CPU 計算時間 C および VRAM 内コピー時間 T）

Table 4 Breakdown of measured time on QuadroFX 3400. A, G, C, and T repre-

sent the entire time, the GPU calculation time, the CPU calculation time,

and the VRAM copy time, respectively.

I1 + コピー方式 I2 + コピー方式 I3 + コピー方式 I4 + コピー方式
N

A A A A
G C T G C T G C T G C T

32 9 6 2 1 7 6 1 1 39 12 26 1 51 1 48 1

64 13 8 3 2 10 7 2 1 55 15 38 3 64 3 56 5

128 26 14 6 6 19 12 4 3 86 20 60 6 94 6 82 6

256 79 41 11 26 55 36 6 13 160 36 108 15 160 17 126 16

512 438 250 24 164 335 240 13 82 365 102 201 62 360 84 214 63

1024 3291 2022 64 1205 2691 2050 37 604 1306 566 391 350 1334 592 391 351

2048 34942 21629 108 13206 30545 23752 95 6698 10079 5875 781 3422 10489 6307 761 3421

I1 + 切替え方式 I2 + 切替え方式 I3 + 切替え方式 I4 + 切替え方式
N

A A A A
G C T G C T G C T G C T

32 8 5 3 0 6 5 1 0 50 28 21 0 63 43 21 0

64 15 7 8 0 9 6 3 0 69 38 31 0 77 46 32 0

128 26 13 13 0 17 10 7 0 103 42 61 0 114 57 57 0

256 67 38 29 0 49 36 13 0 208 68 140 0 206 69 136 0

512 318 243 75 0 306 264 42 0 418 149 269 0 409 164 245 0

1024 1603 1470 133 0 1756 1690 66 0 1096 596 500 0 1135 650 485 0

2048 11564 11249 315 0 13309 13181 128 0 4477 3483 994 0 5048 4124 924 0

A：行列要素を保持するテクスチャが与えられてから LU 分解のための描画を終えるまでの時間．
G：描画のための一連の命令 glBegin(GL QUADS)～glEnd() が費やした時間．
T：VRAM 内コピーのための命令 glCopyTexSubImage2D() が費やした時間．
C：C = A − G − T．主な内訳は，FP が実行するプログラムのバインド・解放やテクスチャのバインド・解放のためのオーバヘッド．

岐処理を担当した方がよい．このように，CPUおよび

GPUは分岐処理の効率に関してトレードオフの関係

にあり，たとえば，切替え方式では N = 512 を境に

して両者の効率が逆転している．したがって，1回の

描画に費やす時間が長い場合は，プログラムの切替え

を用いてCPUが分岐処理を担当する方が効率が良い．

次に，VRAM内コピー時間 T に着目する．実装 I2

は I1の T を半減している．また，I3および I4の T

はほぼ同じである．この結果は表 1 に示すコピー回

数に比例している．ゆえに，分岐処理によりコピー回

数を削減できれば T を短縮できる．一方，切替え方

式を用いた場合，コピーが発生しないため T = 0 で

ある．

以上および実行時間 A より，実装 I1に対する I2の

ように，分岐処理の計算コストが VRAM内コピー時

間 T の削減量よりも小さければ，全体性能を向上さ

せることができる．また，切替え方式を用いた I3 に

対する I4のように，T を削減できない場合は A の増

大を招くため，分岐処理の使用は避けるべきである．

実験結果より，分岐処理および VRAM内コピーに

関して，次の 3つの設計指針が考えられる．1）CPU

および GPUは，分岐処理の効率に関してトレードオ

フの関係にあり，行列サイズが大きい場合は CPUが

分岐処理を担当するほうが効率が良い．ただし，GPU

内で分岐処理を使用することでコピー量を削減できる

場合は，2）分岐処理の計算コストおよびコピー削減

量のトレードオフを利用して分岐処理を担当するプロ

セッサを決定すればよい．また，切替え方式を使用で

きる環境では，3）切替え方式を用いた実装が VRAM

内のコピーを回避できて効率が良い．

4.2 ベクトル演算による高速化

ベクトル演算を使用する実装 I3は I1よりも実行時

間 A が短い（表 4）．ベクトル演算使用の効果につい

て GPU計算時間 G および VRAM内コピー時間 T

の短縮の観点から考察する．

まず，GPU計算時間 G に着目する．ほぼすべての

行列サイズ N において，G を短縮できている．また，

N = 2048 において実装 I3の G は I1の約 1/4であ

る．この値はベクトル演算のベクトル長 4の逆数にほ

ぼ等しいことから，ベクトル演算の使用により G を

短縮できたと考えられる．

次に，VRAM内コピー時間 T に着目する．ほぼす

べての行列サイズ N において T を短縮できている．

T を短縮できた理由は，コピー量を削減できたためと

考えられる．すなわち，ベクトル演算を使用するため

に，サイズ N × N 行列を N/4× N のテクスチャと
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して保持することによる．実際に，N = 2048 におい

て I3は I1の T を約 1/4 に短縮できている．

以上をまとめると，ベクトル演算の使用は GPU計

算速度をベクトル長だけ向上できる．さらに，データ

量を削減できるためコピー時間を短縮できる．ゆえに，

ベクトル演算の使用は，全体性能向上に不可欠である．

4.3 キャッシュバンド幅の使用効率

我々の実装が，GPUが持つ演算性能よりも低い原

因について，キャッシュバンド幅の観点から考察する．

各実装において最も演算性能が良い場合のスルー

プットを，データ参照量（表 2）および GPU計算時

間 Gより算出する．ここで，算出の際にはFatahalian

ら3)と同様に演算部分を除去しデータ参照を再現する

だけのプログラムを用いた．したがって，データの自

動プリフェッチを含め，レジスタに存在するデータの

再利用もないものとした簡単なモデルのもとでの算出

である．

最も性能が良い組合せは，GeForceでは I3および

行列サイズ N = 1024 であり，Quadroでは切替え方

式を用いた I3および N = 2048 である．この際のス

ループットは，GeForceおよびQuadroにおいてそれ

ぞれ 8.6GB/sおよび 11.4GB/sである．ゆえに表 3

より，キャッシュバンド幅の使用効率は各々75%およ

び 73%となる．これらの値は，Fatahalianら3) によ

る行列積の使用効率とほぼ同じである．したがって，

LU分解においても，より良い演算性能を得るために

は，さらに高いバンド幅を持つ GPU内キャッシュが

必要である．

5. 議 論

本章では，実際の応用に向けて，GPUおよび我々

の実装が解決すべき課題について議論する．

5.1 GPUに起因する計算誤差

現在の GPUは単精度浮動小数点を扱えるが，倍精

度浮動小数点は扱えない．この制限は，高い計算精度

を要求する数値計算分野において問題である．このよ

うに，ビット長に起因する計算精度の問題は GPUで

は本質的に解決されていない．

また，最近の GPUが IEEE754標準の表現を扱え

ることを述べたが（2.1 節），計算誤差の厳密な保証

はいまだ実現できていない21)．今回の実験において

も，計算結果が CPUおよび GPU間で一致すること

は N > 4 においてなかった．特に，LU分解では分解

のたびに計算誤差が積み重なっていくため，無視でき

ない課題である．さらに，Hillesland ら21) が指摘し

ているように，除算が逆数と乗算の組合せで実現され

表 5 Quadro における最下位ビットの計算誤差（計測は
Paranoia 21) による）

Table 5 Unit in last place error for Quadro.

演算
誤差

IEEE754 17) Quadro

乗算 [−0.5, 0.5]* [−0.78125, 0.625]

除算 [−0.5, 0.5] [−1.19902, 1.37442]

減算 [−0.5, 0.5] [−0.75, 0.75]

加算 [−0.5, 0.5] [−1, 0]

*: IEEE754 標準では表現可能な最近値に丸めるため，
計算誤差は最下位ビットの半分（±0.5）となる．

ていることから，除算の計算誤差が他の演算と比較し

て大きいこと（表 5），かつ除算の計算誤差が LU分

解において累積していくことも計算誤差の増大を引き

起こしている．なお，実装 I1～I4 間の計算結果は一

致していた．

5.2 CPU実装との性能比較

我々の実装が達成した性能はたかだか 1.6GFLOPS

であり，表 3 の理論性能を基に算出した FP の実行

効率の 30%を下回る．一方，CPUの実装22),23)には，

ブロック化24) やキャッシュ使用の最適化などにより，

80%を超える実行効率を達成するものもある．たとえ

ば，成瀬ら22)はXeon 2.4GHzを用いて 4.1GFLOPS

を達成している．したがって，GPUによる実応用を

実現するためには，このような CPU実装を上回る性

能を達成する必要がある．

ただし，森ら11) が述べているように，たとえば流

体シミュレーション25) のように計算部分だけでなく

計算結果の可視化に至るまでの過程を含めた設計が許

される場合，GPUが得意とする処理を含めた全体の

設計は有効である．その場合，処理量が増大するため，

パス数やプログラム長（命令スロット数）の制限を考

慮する必要がある．

5.3 ピボット選択の実現

現在，我々の実装はピボット選択を実現できていな

いため，分解アルゴリズムそのものが計算誤差を抑制

できていない18)．したがって，数値安定性を向上させ，

実装の用途を広げることも課題である．

一般に，最大の絶対値を持つ要素をピボットとして

選択することが良いため26)，ピボット選択は多くの分

岐処理を含む．我々の知る限り，このようなデータ内

容に依存する分岐処理を GPUにおいて効率良く実装

する手法は明らかになっていない．

6. ま と め

本稿では，プログラマブル GPUにおける LU分解
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の設計と実装について述べた．GPUの振舞いを解析

するために，我々は a）繰返し処理，b）分岐処理，お

よび c）ベクトル演算に関していくつかの方式を実装

し評価した．

評価実験の結果，1）依存関係のある繰返しに対し

ては切替え方式を用いた実装が VRAM内のコピーを

回避でき，LU分解の実行時間を半減できたこと，2）

CPUおよびGPUは，分岐処理の効率に関してトレー

ドオフの関係にあり，行列サイズが 512を超える場合

は CPU による分岐処理の効率が良いこと，3）今回

の実装において浮動小数点演算性能に関する効率は

30%弱であり，GPUの持つ演算性能を引き出すため

には高いバンド幅を持つ GPU内キャッシュが必要で

あること，および 4）GPUおよびCPUの計算結果が

一致することはなく，その主な原因は分解における除

算の計算誤差が累積するためであることが分かった．

このように，行列積と同様，LU分解は GPUが不

得意とする応用分野の 1 つであることを確認できた．

しかし，GPUは CPU（ムーアの法則27)）を超える

速度で性能を向上していて12)，計算誤差を許せば，高

性能計算資源として成り立つ可能性を秘めている．

今後の課題としては，ピボット選択や多段同時消去

による高速化があげられる．また，計算誤差の解析に

も取り組んでいきたい．
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