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少数のレゾルベントで構成された
多項式型フィルタによる対称定値一般固有値問題の解法

村上 弘1,a)

概要：与えられた対称定値一般固有値問題の固有対で固有値が指定区間にあるものをフィルタ対角化法を
用いて解くとする．フィルタには少数（数個程度）のレゾルベントの線形結合の作用の実部の多項式をう
まく構成して用いることにする．レゾルベントの作用はそれに対応する連立一次方程式を解いて与えるが，
それには行列分解を行う直接法を用いるものとする．レゾルベントの線形結合の実部の多項式であるフィ
ルタを適用する際には，各レゾルベントの適用はそれぞれ多項式の次数と等しい回数だけ繰り返されるが，
その際に一度行った行列分解の結果を再利用すると計算量を節約できる．フィルタを構成するレゾルベン
トの数は行列分解を行う数と同じになるので，それが少なければ行列分解を行うための演算量や分解を保
持するための記憶量も少なくなり，限られた計算資源で大規模問題を扱う場合には有利であり得る．
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1. はじめに
係数 A と B が実対称で B が正定値の一般固有値問題

Av = λBvの固有対で固有値が指定された区間 [a, b]にあ
るものをフィルタ対角化法により求める．
シフト ρのレゾルベントをR(ρ) ≡ (A−ρB)−1Bとする．
縦ベクトルの組 V へのレゾルベントの作用 X = R(ρ)V

は，係数が C = A − ρB，右辺が BV の連立一次方程式
CX = BV を X について解くことで実現する．C はシフ
ト ρが実数ならば実対称，ρが複素数ならば複素対称であ
り，Aと B が疎あるいは帯ならば C も同様である．連立
一次方程式を直接法で解くならば，フィルタの構成に用い
るレゾルベントと同数の行列分解が必要になる．既に非常
に良い特性のフィルタが，複素シフトのレゾルベント 8～
16個の線形結合（の実部）で構成できることが判っている．
以前に必要な行列分解の数が最も少ない単一のレゾルベ
ントの多項式でフィルタの構成を試みたが，フィルタの特
性を非常に良くすること，特に伝達関数の遷移域の幅が狭
いものを得ることが困難である．そこで，フィルタの構成
を少数のレゾルベントの線形結合（の実部）の多項式で試
みる．

2. 単一のレゾルベントの多項式によるフィ
ルタ

シフト ρのレゾルベントを R(ρ) = (A − ρB)−1B とす
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る．固有値が固有値分布の下端 [a, b]にある固有対を求め
るとする（aは固有値の下界とする）．フィルタがレゾルベ
ントの多項式 F = Q (R(ρ))ならば，固有対 (λ,v)に対し
ては Fv = f(λ)vである．ここで伝達関数 f(λ)は λの有
理関数 Q(1/(λ− ρ))である．

λ ∈ [a, b]と t ∈ [0, 1]の間の一次変換 λ = a + (b− a) tに
より，λの正規化座標 tを定義する．定義域が t ∈ [0,∞)で
あり，パラメタ µ > 1と σ > 0を持つ有理関数 x(t) = µ+σ

t+σ

を定義する．
正規化座標 tで f(λ)を表わした有理関数 g(t) ≡ f(λ)が，

n次多項式 P により g(t) = P (x(t))の形に表わされるなら
ば f(λ) = P (ℓ/(λ−ρ))であり，フィルタはF = P (ℓR(ρ))

となる．ただし ℓ ≡ (µ + σ)(b− a)，ρ ≡ a− (b− a)σであ
る．フィルタをうまく構成して，固有値が [a, b]にある固
有ベクトルは良く通過し，固有値が [a, b]から離れた固有
ベクトルは強く阻止するようにする

3. 関数合成による伝達関数の拡張
元の伝達関数 g(t)は定義域 t ∈ [0,∞)で有界な実有理関

数である．いま定義域 t ∈ [0,∞)の通過域，遷移域，阻止域
への区分けをそれぞれ t ∈ [0, 1]，t ∈ (1, µ)，t ∈ [µ,∞)とす
る（ただし µ > 1とする）．そうして g(t)の通過域 t ∈ [0, 1]

での最大値を 1に規格化し，g(t)の通過域 t ∈ [0, 1]での最
小値を gpとし，|g(t)|の阻止域 t ∈ [µ,∞)での最大値を gs

とする．すると伝達関数の通過域での最大最小比は 1/gp

である．gp と gs を伝達率の閾値と呼ぶことにする．
拡張に用いる有理関数 h(t)は，定義域が t ∈ [0,∞)で，
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図 1 固有値 λ の区間 [a, b] と正規化座標 t との関係
通過域 t ∈ [0, 1]；遷移域 t ∈ (1, µ)；阻止域 t ∈ [µ,∞)

図 2 伝達関数 g(t) の概形

以下の 3つの条件を満たすものとする．1) [0, 1]を [0, 1]全
体に写す．2) [1, µ′]で単調増加で，h(µ′) = µである．3)

[µ′,∞)での最小値は µである．
合成により拡張された関数 g′(t) = g(h(t))もまた有理関
数になる．g′(t)についてはその通過域，遷移域，阻止域を
それぞれ [0, 1]，(1, µ′)，[µ′,∞)とすると，g′(t)の伝達率
の閾値は g(t)と同じ値 gp と gs になる．遷移域の幅は g(t)

では µ − 1，g′(t)では µ′ − 1であるから，µ′ < µであれ
ば，合成による拡張で遷移域の幅は縮小する．

h(t)が偶関数の場合には g′(t)も偶関数になるので，定
義域，通過域，遷移域，阻止域の各領域をそれぞれ原点対
称に拡げて考えることができる．
合成で得られた有理関数 g′(t)を伝達関数とするフィル
タ F ′ はレゾルベントを用いて構成ができる．
以下では電気回路理論の四種類の典型フィルタである
• バターワース型（Butterworth）
• チェビシェフ型（Chebyshev）
• 逆チェビシェフ型（inverse-Chebyshev）
• 楕円型（elliptic）
のうちで，楕円型以外の三種類のフィルタの構成法を模倣

し，「簡易構成」の伝達関数に対して関数合成による拡張を
行なう（楕円型を模倣した拡張の構成については，今後の
課題である）．
合成用の関数 h(t)は tの k次の有理関数（あるいは多項
式）で，以下の式 (1)で表わされるものとする．

h(t) =































tk （B-拡張）,
1
2{1 + Tk(2t− 1)} （C-拡張，kが奇数の場合）,
1
2{1 + Tk(t)} （C-拡張，kが偶数の場合）,

2µ

1 + Tk(µ′/t)
（I-拡張）.

(1)

3.1 有理関数 h(t) で拡張されたフィルタの構成
フィルタ F ′を伝達関数 g′(t) = P (x′(t))から構成する方
法は以下のようになる．いま x′(t) = (µ + σ)/(h(t) + σ)の
部分分数分解が重複する極の無い以下の式 (2)の形になる
とする．

x′(t) = c∞ +

k
∑

j=1

cj

t− tj
. (2)

するとそれに対応する作用素 X ′ は，以下の式 (3)の形の
レゾルベントの線形結合で表わされる．

X ′ = c∞ I +

k
∑

j=1

ℓjR(ρj). (3)

そうしてフィルタは以下の式 (4)で与えられる．

F ′ = P (X ′). (4)

x′(t)の実数の極には実数のシフトのレゾルベントが，複
素共役の極には複素共役のシフトのレゾルベントがそれぞ
れ対応する．実作用素 X ′ の式 (3)の中の共役対のレゾル
ベントを（複素共役対称性を用いて）その一方（例えば虚部
が正のもの）だけを用いて表わすと，今回の三種類の拡張
では必要なレゾルベントのシフトは kが奇数の場合は虚数
(k−1)/2個と実数 1個であり，k が偶数の場合は虚数 k/2

個である．そうしてフィルタは kが奇数の場合は「下端固
有対」用であるが，kが偶数の場合は「中間固有対」を求
めるのに用いることができる．
X ′ を構成するのに必要な，シフトの虚部が正およびシ
フトが実数のレゾルベントの数を表 1に示す．

表 1 シフトの虚部が非負のレゾルベントの必要数
拡張次数 k シフトが虚数のもの シフトが実数のもの
1 0 1

2 1 0

3 1 1

4 2 0

5 2 1

6 3 0
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3.2 「簡易構成」の伝達関数の拡張
k 次（k ≥ 2）の拡張により，伝達率の閾値 gp と gs は
変えないで，遷移域の幅を µ− 1から µ′ − 1に縮小できる
（ここで h(µ′) = µである）．
「簡易構成」の伝達関数は以下の式 (5)で与えられる．た
だし Tnは n次の（第一種の）Chebyshev多項式を表わす．

g(t) = gs Tn(2x(t)− 1), x(t) =
µ + σ

t + σ
. (5)

「簡易構成」の伝達関数 g(t)に k次有理関数 h(t)を合成す
る拡張で得られる伝達関数 g′(t)は，以下の式 (6)で与えら
れる．

g′(t) = gs Tn(2x′(t)− 1), x′(t) =
µ + σ

h(t) + σ
. (6)

伝達関数 g(t)や g′(t)を標準の三つ組（n，µ，σ）を用い
て指定すると，g(t)と g′(t)で共通の閾値の値 gsと gpはそ
れぞれ (7)の中の式を上から順に計算して求めることがで
きる．











gs ← 1
/

cosh
(

2n sinh−1
√

µ
σ

)

,

gp ← gs cosh
(

2n sinh−1
√

µ−1
σ+1

)

.

(7)

3.3 バターワース型拡張（B-拡張）
バターワース拡張では，拡張用の有理関数は多項式

h(t) = tk であり，µ′ = µ1/k となる．h(t) の定義域は
t ∈ [0,∞)である．そうして k ≥ 2のとき，g′(t)は原点で
(k− 1)階以下の導関数が零である平坦性（バターワース特
性）を有する．

x′(t)の極 tj は負数 −σ の複素 k 乗根であり，以下の式
(8)で与えられる．

tj = σ1/k ω2j−1 , j = 1, 2, . . . , k , ω = exp(π
√
−1/k) .

(8)

虚部が正の極の添字は j = 1, 2, . . . , ⌊k/2⌋である．実数の
極は k が奇数の場合にだけ存在して唯一で，その添字は
j = ⌊k/2⌋+ 1であり，値は tR = −σ1/k である．
3.3.1 x′(t) の部分分数分解（B-拡張）

x′(t)の部分分数分解は以下の式 (9)になる．

x′(t) =
µ + σ

tk + σ
=

k
∑

j=1

cj

t− tj
, cj ≡ −

µ + σ

kσ
tj . (9)

これを実部をとる演算 Reを用いることにより，虚部が負
の極の項のない形で表わすと，以下の式 (10)になる．

x′(t) =



























cR

t− tR
+

(k−1)/2
∑

j=1

Re

(

2 cj

t− tj

)

（k が奇数の場合）,

k/2
∑

j=1

Re

(

2 cj

t− tj

)

（k が偶数の場合）.

(10)

実数の極は kが奇数の場合にだけ存在して唯一で，その値は
tR ≡ t k+1

2

= −σ1/kで，その係数は cR ≡ c k+1

2

= µ+σ
kσ σ1/k

である．

3.3.2 x′(t) に対応する作用素 X
′ の構成（B-拡張）

kが奇数の場合：
λ ∈ [a, b]と通過域 t ∈ [0, 1]とが対応．
虚数の極の項は ℓj ≡ (b− a)cj，ρj ≡ a + (b− a) tj，実
数の極の項は ℓR ≡ (b− a)cR，ρR ≡ a + (b− a) tR を用い
ると x′(t)に対応する作用素は以下の式 (11)になる．

X ′ = ℓRR(ρR) +

(k−1)/2
∑

j=1

Re {2 ℓj R(ρj)} . (11)

kが偶数の場合：
λ ∈ [a, b]と通過域 t ∈ [−1, 1]が対応する．極はすべて虚
数であり，ℓj ≡ 1

2 (b− a)cj，ρj ≡ 1
2 (a + b) + 1

2 tj を用いる
と，x′(t)に対応する作用素は以下の式 (12)になる．

X ′ =

k/2
∑

j=1

Re {2 ℓj R(ρj)} . (12)

3.4 チェビシェフ型拡張（C-拡張）
チェビシェフ型拡張による伝達関数は通過域での値の振動
と引き換えに遷移域で値が急峻に変化する．いま t ∈ [0,∞)

で定義された k次多項式 h(t)を以下の式 (13)で与える．

h(t) =







1
2 {1 + Tk(2t−1)} （kが奇数の場合）,
1
2 {1 + Tk(t)} （kが偶数の場合）.

(13)

すると関係 h(µ′) = µにより，µ′ の値は以下の式 (14)で
与えられる．

µ′ =







cosh2
(

1
k sinh−1√µ−1

)

（kが奇数の場合），
cosh

(

2
k sinh−1√µ−1

)

（kが偶数の場合）．
(14)

そうして伝達関数は以下の式 (15)で表わされる．

g′(t) = P (x′(t)) , x′(t) =
µ + σ

h(t) + σ
. (15)

3.4.1 x′(x) の極（C-拡張）
x′(t) の極 tj，j = 1, 2, . . . , k は，まず w ← 1 + 2σ，

α ←
(

w+
√

w2−1
)1/k として，以下の式 (16)を用いて計

算できる．


















zj ←
α+α−1

2
cos

(2j−1)π

k
+
√
−1 · α−α−1

2
sin

(2j−1)π

k
,

tj ←







1
2 (1 + zj) （kが奇数の場合）,

zj （kが偶数の場合）.

(16)

虚部が正の極の添字は j = 1, 2, . . . , ⌊k/2⌋ である．
実数の極は k が奇数の場合にだけ存在して唯一で，
その添字は j = ⌊k/2⌋ + 1 であり，その値は tR =

− sinh2
{

1
2k cosh−1(1+2σ)

}

である．
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3.4.2 x′(x)の部分分数分解（C-拡張）
x′(t)の部分分数分解は以下の式 (17)の形になる．

x′(t) =
µ + σ

h(t) + σ
=

∑

j

cj

t− tj
. (17)

極 tj の係数 cj は以下の式 (18)により計算できる．

cj = lim
t→ tj

{(t− tj) x′(t)} =
µ + σ

d
dth(t)

∣

∣

t=tj

. (18)

そうして

d

dt
h(t)

∣

∣

∣

t=tj

=







kUk−1(2tj − 1) （kが奇数の場合）,
k
2Uk−1(tj) （kが偶数の場合）.

(19)

ここで Um(z)はm次の第二種 Chebyshev多項式を表わ
し，その値は以下の漸化式 (20)を用いて計算できる．　
{

U0(z) = 1, U1(z) = 2z,

Um(z) = (2z) Um−1(z)− Um−2(z)（m ≥ 2）. (20)

3.5 逆チェビシェフ型拡張（I-拡張）
逆チェビシェフ型拡張による伝達関数は，値が遷移域で
急峻に変化し，k ≥ 2のとき (k− 1)階以下の導関数の原点
での値が零となる平坦性（バターワース特性）を有する．

k次の「有理関数」h(t)の定義と µ′ を表わす式は，以下
の (21)で与えられる．







h(t) ≡ 2µ

1 + Tk(µ′/t)
,

µ′ = cosh
(

2
k sinh−1√µ− 1

)

.
(21)

k が偶数の場合には µ′ の式の値は C-拡張の場合と一致
する．

I-拡張では B-拡張や C-拡張とは異なり k = 1の場合の
h(t)は tではなく，しかも µ′ − 1 = 2 (µ− 1)であるので，
k = 1の場合は遷移域の幅が元の 2倍に悪化している．
3.5.1 x′(t) の極（I-拡張）

k 個の極 tj，j = 1, 2, . . . , k の値を求めるのには，まず
w ← 1 + 2µ/σ，α ←

(

w +
√

w2−1
)1/k とおいて，以下の

式 (22)を用いて計算する．






zj ←
α+α−1

2
cos

(2j−1)π

k
−
√
−1 · α−α−1

2
sin

(2j−1)π

k
,

tj ← µ′/zj .

(22)

虚部が正の極の添字は j = 1, 2, . . . , ⌊k/2⌋ である．
実数の極は k が奇数の場合にだけ存在して唯一で，
その添字は j = ⌊k/2⌋ + 1 であり，その値は tR =

−µ′

/

cosh

{

1
k cosh−1

(

1 +
1 + Tk(µ′)

σ

)}

である．
3.5.2 x′(t) の部分分数分解（I-拡張）

x′(t)の部分分数分解を以下の式 (23)とする．

x′(t) = c∞ +

k
∑

j=1

cj

t− tj
. (23)

定数項 c∞ と極 tj の係数 cj は，以下の式 (24)により計算
できる．

c∞ =



















1 （(k mod 4) = 0 ）,
0 （(k mod 4) = 2 ）,
µ + σ

2µ + σ
（(k mod 4) = 1 or 3 ）.

cj =
2(σ + µ)µ

σ2 µ′
·

t2j
k Uk−1 (µ′/tj)

, j = 1, 2, . . . , k .

(24)

ここで Um(z) は m 次の第二種 Chebyshev 多項式を表わ
し，その値は漸化式 (20)を用いて計算できる．　

3.6 拡張された「簡易構成」のフィルタの作用の計算
合成により拡張された簡易構成のフィルタは F ′ =

gsTn(Y ′) である，ただしここで Y ′ = 2X ′ − I である．
Tn(Y ′)のベクトルの組 V への作用は，V (j) ≡ Tj(Y ′)V と
定義すると，以下の三項漸化式 (25)を用いて計算できる．











V (0) = V ,

V (1) = Y ′ V ,

V (j) = 2Y ′ V (j−1) − V (j−2)（j ≥ 2のとき）．
(25)

フィルタF ′のベクトルの組 V への作用は，V から V (n)

を求めたら以下の式 (26)で与えられる．

F ′ V = gs V (n) . (26)

4. 合成拡張された簡易型フィルタの設計法
元のフィルタ F が簡易型設計であるとき，伝達関数は以
下の式 (27)で与えられる（gs の値は規格化条件 g(0) = 1

から容易に決まる）．

g(t) = gs Tn(x(t)) , x(t) =
µ + σ

t + σ
. (27)

g(t)を直接に決める「標準パラメタの三つ組」は（n，µ，
σ）である．g(t)の形状パラメタの三つ組は（µ，gp，gs）
である．拡張された伝達関数 g′(t) = g(h(t))に対しても，
指定にはその形状パラメタの三つ組（µ′，gp，gs）が使え
ると便利である．そこで指定されたパラメタの組から拡張
された簡易型の伝達関数およびフィルタを構成する方法を
以下に示す．ただし拡張の種類（B-拡張，C-拡張，I-拡張）
と次数 kは先に決めておくものとする．

4.1 設計で指定するパラメタの組
パラメタの組を以下のように指定するとき，伝達関数

g′(t)とフィルタ F ′ を決められる．
• 標準の三つ組（n，µ，σ）をそれぞれ値で指定する場合．
• 三つ組（n，gp，gs）をそれぞれ値で指定する場合．
• 形状パラメタの三つ組（µ′，gp，gs）について：
– µ′ と gs は値を，gp は下限値 Gp を指定する場合．
– µ′ と gp は値を，gs は上限値 Gs を指定する場合．
– gp と gs は値を，µ′ は上限値M′ を指定する場合．
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4.2 標準の三つ組（n，µ，σ）を指定する場合
標準の三つ組（n，µ，σ）から gs と gp の値を以下の式

(28)を順に計算して求める．














gs ← 1
/

cosh

(

2n sinh−1

√

µ

σ

)

,

gp ← gs cosh

(

2n sinh−1

√

µ− 1

σ + 1

)

.

(28)

すると g(t)とその形状パラメタの三つ組（µ，gp，gs）が
決まる．g′(t)と g(t)で閾値 gpと gsの値は共通である．µ′

の値は関係 h(µ′) = µを解いて求める．以上により g′(t)

の形状パラメタの三つ組（µ′，gp，gs）が決まる．
µ′ の値は有理関数 h(t)の次数を k とするとき，（µと k

から）以下の式 (29)で求まる．

µ′ =



























µ1/k （B-拡張）,
cosh2

(

1
k sinh−1√µ−1

)

（C-拡張，kが奇数の場合）,
cosh

(

2
k sinh−1√µ−1

)

（C-拡張，kが偶数の場合）,
cosh

(

2
k sinh−1√µ−1

)

（I-拡張）.
(29)

µ と σ の値と拡張の種類とその次数 k から x′(t) が決ま
ると，x′(t) の部分分数分解に対応するレゾルベントの
線形結合（の実部）として作用素 X ′ が決まる．さらに
次数 n と gs の値を用いると，g′(t) に対応するフィルタ
F ′ = gs Tn(2X ′ − I)が決まる．

4.3 三つ組（n，gp，gs）を指定する場合
三つ組（n，gp，gs）から以下の式 (30)を順に計算して

µと σの値を求める．






































w1 ← sinh

(

1

2n
cosh−1 1

gs

)

,

w2 ← sinh

(

1

2n
cosh−1 gp

gs

)

,

σ ← 1 + w2
2

(w1 − w2)(w1 + w2)
,

µ ← σ w1
2 .

(30)

これにより標準の三つ組（n，µ，σ）の値が決まる．フィ
ルタ F ′ の構成は「標準の三つ組を指定する場合」に帰着
する．

4.4 形状パラメタの三つ組（µ′，gp，gs）を指定する場合
g′(t)の形状パラメタの三つ組（µ′，gp，gs）から（拡張
前の g(t)の）標準の三つ組（n，µ，σ）が決まれば，「標準
の三つ組を指定する場合」に帰着できるが，次数 nは整数
なので，（µ′，gp，gs）に対応する標準の三つ組（n，µ，σ）
は一般的には存在しない．そこで三つの形状パラメタのう
ち二つを値で指定し，残りの一つを不等式で指定する．
標準的な三つ組（n，µ，σ）を以下の三通りの場合に決
める．
Case I: µ′ と gs は値を，gp は下限値 Gp を指定する場合．

Case II: µ′ と gp は値を，gs は上限値 Gs を指定する場合．
Case III: gpと gsは値を，µ′は上限値M′を指定する場合．
4.4.1 Case I：gp の下限値を指定する場合
三つの形状パラメタのうち µ′ と gs は値を指定し，残り
の gp はその下限値 Gp を指定する．
探索する nの上限 nmax（例えば 50）を設定し，その範
囲で指定された条件を満たす最小の nを探索する．条件を
満たせるならば標準的な三つ組（n，µ，σ）が得られる．
まず µ′の値から以下の式 (31)を用いて µの値を求める．

µ =



























µ′ k （B-拡張）,
1
2{1 + Tk(2µ′−1)} （C-拡張，kが奇数の場合）,
1
2{1 + Tk(µ′)} （C-拡張，kが偶数の場合）,
1
2{1 + Tk(µ′)} （I-拡張）.

(31)

次に σと gp の値を，以下の (32)中の二つの式を順に計
算して求める．



















σ ← µ
/

sinh2

(

1

2n
cosh−1 1

gs

)

,

gp ← gs cosh

(

2n sinh−1

√

µ−1

1+σ

)

.
(32)

その結果が gp ≥ Gpとなれば条件が満たされるが，そうで
なければより大きい nについて調べる．
たとえば nを 1から nmax まで昇順に探索する．あるい
は初期区間を [1, nmax]とする整数値の二分探索法でも行な
える．条件を満たす「標準の三つ組」（ n，σ，µ ）が決ま
れば，フィルタ F ′ の構成は以前の場合に帰着する．
Case Iの例 1

条件 µ′ = 2.0，gs = 10−15，gp ≥ 10−2 が指定されたと
きに，三種類の拡張で，8以下の kについて，条件を満た
す最小の nとそのときの gp の値を表 2に示す．

表 2 Case I の例 1：各拡張と拡張次数 k に対する n と gp の値
（B-拡張） （C-拡張） （I-拡張）

k n gp n gp n gp

3 15 1.2×10−2 7 1.8×10−2 11 1.4×10−2

4 10 1.3×10−2 7 1.7×10−2 7 1.7×10−2

5 8 1.8×10−2 4 6.3×10−2 6 9.1×10−2

6 7 3.7×10−2 5 1.7×10−1 5 1.7×10−1

7 6 4.2×10−2 3 2.7×10−1 4 1.3×10−1

8 5 2.3×10−2 3 1.2×10−2 3 1.2×10−2

Case Iの例 2

条件 µ′ = 1.5，gs = 10−15，gp ≥ 10−2 が指定されたと
きに，三種類の拡張で，8以下の kについて，条件を満た
す最小の nとそのときの gp の値を表 3に示す．
4.4.2 Case II：gs の上限値を指定する場合
三つの形状パラメタのうち µ′ と gp は値を指定するが，

gs はその上限値 Gs を指定する．
次数 nには nmax 以下の条件を満せる最小の値を採用す
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表 3 Case I の例 2：各拡張と拡張次数 k に対する n と gp の値
（B-拡張） （C-拡張） （I-拡張）

k n gp n gp n gp

3 – – 11 1.4×10−2 28 1.0×10−2

4 27 1.0×10−2 12 1.8×10−2 12 1.8×10−2

5 16 1.3×10−2 6 9.1×10−2 8 1.7×10−2

6 12 1.4×10−2 6 1.2×10−2 6 1.2×10−2

7 10 1.6×10−2 4 1.3×10−1 5 1.4×10−2

8 9 2.6×10−2 5 1.2×10−1 5 1.2×10−1

る．まず関係 µ = h(µ′)を用いて µ′ から µを求める．次
に，整数 nの値を仮定して，既に決めた gp と µの値を用
いて，以下の式 (33)で表わされる非線形方程式 F (σ) = 0

を解いて σを決める．

F (σ) ≡
cosh

(

2n sinh−1

√

µ− 1

σ + 1

)

cosh

(

2n sinh−1

√

µ

σ

) − gp = 0 . (33)

この非線形方程式は二分法を用いて適切に設定した正の初
期区間から始めて解くことができる．それにより σが求ま
れば，以下の式 (34)を用いて nと µと σから gs の値を計
算する．

gs ← 1
/

cosh

(

2n sinh−1

√

µ

σ

)

. (34)

求めた結果が gs ≤ Gs であれば条件を満足しているが，そ
うでなければより大きい nの値について調べる．条件を
満たす「標準の三つ組」（n，µ，σ）が決まれば，伝達関数
g′(t)とフィルタ F ′ が決まる．
Case IIの例 1

条件 µ′ = 2.0，gp = 10−2，gs ≤ 10−15 が指定されたと
きに，三種類の拡張で，8以下の kについて，条件を満た
す最小の nとそのときの gs を表 4に示す．

表 4 Case II の例 1：各拡張と拡張次数 k に対する n と gs の値
（B-拡張） （C-拡張） （I-拡張）

k n gs n gs n gs

3 15 5.5×10−16 7 2.8×10−16 11 3.5×10−16

4 10 5.0×10−16 7 3.2×10−16 7 3.2×10−16

5 8 2.3×10−16 4 4.5×10−17 6 5.9×10−18

6 7 4.9×10−17 5 1.8×10−18 5 1.8×10−18

7 6 4.8×10−17 3 3.5×10−18 4 8.9×10−18

8 5 2.3×10−16 3 7.8×10−16 3 7.8×10−16

Case IIの例 2

条件 µ′ = 1.5，gp = 10−2，gs ≤ 10−15 が指定されたと
きに，三種類の拡張で，8以下の kについて，条件を満た
す最小の nとそのときの gs の値を表 5に示す．
4.4.3 Case III：µ′ の上限値を指定する場合
三つの形状パラメタは gpと gsについては値を指定し，µ′

については上限値M′ を指定する．適切な nの上限 nmax

を設定して，条件 µ′ ≤M′ を満たす最小の nを探索する．

表 5 Case II の例 2：各拡張と拡張次数 k に対する n と gs の値
（B-拡張） （C-拡張） （I-拡張）

k n gs n gs n gs

3 – – 11 3.5×10−16 28 8.4×10−16

4 27 8.9×10−16 12 1.5×10−16 12 1.5×10−16

5 16 3.9×10−16 6 5.9×10−18 8 2.8×10−16

6 12 3.8×10−16 6 7.6×10−16 6 7.6×10−16

7 10 2.6×10−16 4 8.9×10−18 5 6.0×10−16

8 9 7.2×10−17 5 4.8×10−18 5 4.8×10−18

まずM′から µの上限値Mを，M := h(M′)で求める．
次に，探索で仮定する nの値および既に決定した gp と gs

を併せた三つ組（n，gp，gs）から（前述の方法で）σと µ

を求める．その結果が µ ≤Mであれば条件が満たされる．
そうでなければより大きい nの値について調べる．
求めた「標準の三つ組」（n，µ，σ）から，拡張された伝
達関数 g′(t)が決まる．
Case IIIの例 1

条件 gp = 10−2，gs = 10−15，µ′ ≤ 2.0 が指定されたと
きに，三種類の拡張で，kが 8以下の各場合について，条
件を満たす最小の nとそのときの µ′ の値を表 6に示す．

表 6 Case III の例 1：各拡張と拡張次数 k に対する n と µ′ の値
（B-拡張） （C-拡張） （I-拡張）

k n µ′ n µ′ n µ′

3 15 1.98 7 1.92 11 1.95

4 10 1.97 7 1.93 7 1.93

5 8 1.93 4 1.80 6 1.73

6 7 1.86 5 1.68 5 1.68

7 6 1.86 3 1.67 4 1.74

8 5 1.93 3 1.98 3 1.98

Case IIIの例 2

条件 gp = 10−2，gs = 10−15，µ′ ≤ 1.5 が指定されたと
きに，三種類の拡張で，8以下の kについて，条件を満た
す最小の nとそのときの µ′ の値を表 7に示す．

表 7 Case III の例 2：各拡張と拡張次数 k に対する n と µ′ の値
（B-拡張） （C-拡張） （I-拡張）

k n µ′ n µ′ n µ′

3 – – 11 1.47 28 1.50

4 27 1.50 12 1.46 12 1.46

5 16 1.48 6 1.37 8 1.47

6 12 1.48 6 1.49 6 1.49

7 10 1.47 4 1.37 5 1.48

8 9 1.45 5 1.36 5 1.36
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5. 実験：下端固有値の固有対を求めた例
一辺の長さ π の三次元立方体で，零ディリクレ境界条
件が課された（符号逆の）三次元ラプラシアンの固有値
問題 −∆ϕ(x, y, z) = λϕ(x, y, z)を有限要素法により離散
化して得られる実対称定値一般固有値問題 Av = λBv

を例題とした．立方体の三辺に沿った各方向をそれぞれ
(N1+1) 個，(N2+1) 個，(N3+1) 個の区間に等分して直
方体形状の有限要素を作り，各有限要素内の展開基底関
数は三重線形関数とした．有限要素分割数のパラメタを
N1 = 50，N2 = 60，N3 = 70 とすると，係数行列 A と
B の次数は N = N1N2N3 = 210, 000 であり，下帯幅は
wL = 1+N1+N1N2 = 3, 051にできる．この例題の固有値
の厳密値は簡単な式計算で求めることができる．
固有値を求める区間を下端 [a, b] = [0, 30]とする（固有値
がこの区間に含まれる固有対の数は 54である）．フィルタ
F ′は簡易構成型のフィルタF のB-拡張，C-拡張，I-拡張で
あるとして，その拡張次数を kとする．拡張後の伝達関数
g′(t)の形状パラメタ三つを gp = 10−1，gs ≤ Gs = 10−18

および µ′ = 1.5（k が奇数の場合），µ′ = 2.0（k が偶数の
場合）として，三種類の拡張で共通に指定する．フィルタ
で濾過するベクトルの数はm = 120とした（固有値が区間
[0, 45]にある固有対の正しい数は 108である）．
実験に用いた計算機システムは，CPUが Intel Corei7-

5960X(8core,3.0GHz,L3=20MB)で，Turbo Boost機能と
Hyper Thread機能はBIOSからOFFにしている．主記憶
は 128GB(DDR4-17000で 16GBx8)で，OSは CentOS7.2

for x86 64, コンパイラは Intel Fortran v15.0.0 である．
ソースコードは Fortran90に OpenMP指示行を入れて簡
単に作成したものである（OpenMP並列化は，行列分解や
多数の右辺を持つ連立 1次方程式の組を解く処理を計算す
る内側でだけ使用していて，複数の行列分解や係数の異な
る複数の連立一次方程式の並列計算は行なっていない）．

表 8 実験（B-拡張）：パラメタの値
k n gs

4 22 5.2×10−19

6 11 6.4×10−20

表 9 実験（C-拡張）：パラメタの値
k n gs

3 27 6.0×10−19

4 12 8.7×10−20

5 8 1.7×10−19

6 6 4.9×10−19

表 10 実験（I-拡張）：パラメタの値
k n gs

4 12 8.7×10−20

5 14 3.1×10−19

6 6 4.9×10−19

5.1 バターワース型拡張（B-拡張）の場合
B-拡張で 6 以下の k について，条件 gp = 10−1 と

gs ≤ Gs = 10−18 および µ′ = 1.5（k が奇数の場合），
µ′ = 2.0（kが偶数の場合）を満たす最小の次数 nとそのと
きの gs の値を表 8に示す．B-拡張では上記の条件を満た
せるのは kが 4と 6のときだけである．kが 4と 6の場合
について伝達関数の大きさ |f ′(λ)|のグラフを図 3に示す．
残差の B−1-ノルムのグラフ（図 4）から，区間 [0, 30]

の中央付近で残差のノルムが k = 4のときには 3×10−9 程
度，k = 6のときには 3×10−10 程度であることがわかる．
残差のノルムは両端付近で上昇して k = 4のときには 10−8

程度，k = 6のときには 10−9程度になっていて，通過域で
の伝達率の振る舞いと残差のノルムの傾向が似ている．k

が 4と 6について，固有値の絶対誤差をグラフ（図 5）に
示す．固有値の絶対誤差は 10−13程度で，有効精度は 13～
14桁程度である．

B-拡張で各 kの場合に，m = 120個のベクトルの組を用
いたフィルタ対角化法の経過時間の内訳，近似対 54個の
残差の B−1-ノルムを求める処理の経過時間を表 11に示
す．経過時間のほとんどをベクトルの組の「フィルタによ
る濾過」の処理が占めていることがわかる．kが 4と 6の
場合について，多項式次数 n，行列分解の経過時間の合計，
ベクトルの組（m = 120）を濾過する経過時間（行列分解
を含む）を表 14に示す．

表 11 実験（B-拡張）：経過時間とその内訳（秒）
k = 4 k = 6

フィルタ対角化法全体 1, 427 1, 509

・乱数ベクトルの生成 0 0

・ベクトルの B-正規直交化 5 5

・フィルタによる濾過 1, 403 1, 486

・不変部分空間の基底作成 14 13

・レイリ・リッツ法適用 6 5

近似対の残差のノルムの計算 199 195

表 12 実験（C-拡張）：経過時間とその内訳（秒）
k = 3 k = 4 k = 5 k = 6

フィルタ対角化法全体 1, 235 1, 068 1, 143 1, 253

・乱数ベクトルの生成 0 0 0 0

・ベクトルの B-正規直交化 5 5 5 5

・フィルタによる濾過 1, 211 1, 043 1, 119 1, 228

・不変部分空間の基底作成 14 14 14 14

・レイリ・リッツ法適用 6 6 6 6

近似対の残差のノルムの計算 199 199 199 199

5.2 チェビシェフ型拡張（C-拡張）の場合
C-拡張で 6以下の拡張次数 kについて，条件 gp = 10−1

と gs ≤ Gs = 10−18 および µ′ = 1.5（k が奇数の場合），
µ′ = 2.0（k が偶数の場合）を満たすときの最小次数 nと
そのときの gs の値を表 9に示す．k が 1と 2では条件は
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表 13 実験（I-拡張）：経過時間とその内訳（秒）
k = 4 k = 5 k = 6

フィルタ対角化法全体 1, 068 1, 402 1, 251

・乱数ベクトルの生成 0 0 0

・ベクトルの B-正規直交化 5 5 5

・フィルタによる濾過 1, 044 1, 378 1, 228

・不変部分空間の基底作成 13 14 13

・レイリ・リッツ法適用 6 6 5

近似対の残差のノルムの計算 199 199 195

表 14 実験（B-拡張）：フィルタ適用の経過時間（秒）
k n 行列分解 フィルタ適用
4 22 612 1, 403

6 11 919 1, 486

表 15 実験（C-拡張）：フィルタ適用の経過時間（秒）
k n 行列分解 フィルタ適用
3 27 468 1, 211

4 12 612 1, 043

5 8 774 1, 119

6 6 919 1, 228

表 16 実験（I-拡張）：フィルタ適用の経過時間（秒）
k n 行列分解 フィルタ適用
4 12 613 1, 044

5 14 774 1, 378

6 6 919 1, 229

満たせないが，kが 3，4，5，6では満たせる．各 kに対す
る伝達関数 f ′(λ)のグラフを図 6に示す．
拡張次数 kが 3，4，5，6のそれぞれについて，横軸に近
似対の固有値をとり，縦軸に近似対の残差の B−1-ノルム
∆ の対数をとったグラフ（図 7）を示す．通過域での伝達
関数と残差のノルムの振動傾向は似ている．
同様に各 kに対して，横軸に近似対の固有値をとり，縦軸
に固有値の絶対誤差の大きさの対数をとったグラフ（図 8）
を示す．グラフから固有値の絶対誤差は 10−13 程度で，有
効精度は 13～14桁程度であることがわかる．
拡張次数 kの各場合に，m = 120個のベクトルの組を用
いたフィルタ対角化法の経過時間とその内訳，得られた近
似対 54個の残差の B−1-ノルムを求める経過時間を表 12

に示す．経過時間のほとんどをベクトルの組の「フィルタ
による濾過」の処理が占めていることがわかる．kの各場
合に，最小次数 nと行列分解とフィルタ適用の経過時間を
表 15に示す．

5.3 逆チェビシェフ型拡張（I-拡張）の場合
I-拡張で 6以下の拡張次数 k について，条件 gp = 10−1

と gs ≤ Gs = 10−18 および µ′ = 1.5（k が奇数の場合），
µ′ = 2.0（kが偶数の場合）を指定すると，kが 1，2，3で
は条件を満たせないが，kが 4，5，6では満たせる．最小
次数 nと gs の値を表 10に示す．各 k に対する伝達関数
f ′(λ)のグラフを図 9に示す．
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図 3 B-拡張：フィルタの伝達関数の大きさ |f ′(λ)|
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図 4 B-拡張：近似対の残差のノルム ∆（区間 [0, 30]）
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図 5 B-拡張：固有値の絶対誤差（区間 [0, 30]）

各 kに対して，横軸に近似対の固有値をとり，縦軸に近似
対の残差の B−1-ノルム∆の対数をとったグラフ（図 10）
を示す．残差は 10−9 程度に収まっている．同様に各 k に
対して，横軸に近似対の固有値をとり，縦軸に固有値の絶
対誤差の大きさの対数をとったグラフ（図 11）を示す．グ
ラフから固有値の絶対誤差は 10−13 程度であり，有効精度
は 13～14桁程度であることがわかる．

I-拡張で kが 4，5，6の各場合に対して，ベクトルm = 120

個の組を用いたフィルタ対角化法の経過時間の内訳，得ら

8ⓒ 2017 Information Processing Society of Japan

Vol.2017-HPC-161 No.7
2017/9/20



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

-18

-16

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

0 10 20 30 40 50 60

L
O

G
1

0
 |
 F

’(
L

A
M

B
D

A
) 

|

LAMBDA

K=3
K=4
K=5
K=6

図 6 C-拡張：フィルタの伝達関数の大きさ |f ′(λ)|
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図 7 C-拡張：近似対の残差のノルム ∆（区間 [0, 30]）
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図 8 C-拡張：固有値の絶対誤差（区間 [0, 30]）

れた近似対 54個の残差の B−1-ノルムを求める経過時間を
表 13に示す．経過時間のほとんどをベクトルの組の「フィ
ルタによる濾過」処理が占めていることがわかる．kの各
場合について，次数 n，行列分解だけの経過時間，フィル
タ適用の経過時間を表 16に示す．

6. おわりに
レゾルベントの多項式型フィルタで多項式として n次

Chebyshev多項式を用いる「簡易構成」のフィルタでは，

-18

-16

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

0 10 20 30 40 50 60

L
O

G
1
0
 |
 F

’(
L

A
M

B
D

A
) 

|

LAMBDA

K=4
K=5
K=6

図 9 I-拡張：フィルタの伝達関数の大きさ |f ′(λ)|
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図 10 I-拡張：近似対の残差のノルム ∆（区間 [0, 30]）
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図 11 I-拡張：固有値の絶対誤差（区間 [0, 30]）

次数 nを増して阻止域の伝達率の上限 gs を減らすと，通
過域の伝達率の最大最小比 1/gp が増大する．演算精度を
固定して計算処理を行なう場合に，この比が大きいとそれ
だけ必要な近似解の精度が不均一になる可能性がある．
「簡易構成」の伝達関数では gsを固定するとき，1/gpを
減らすと遷移域の幅 µ− 1が増すので，固有値が遷移域に
ある不要なベクトルの混入が増えてしまう．必要な不変部
分空間の良い近似基底を得るためには，一般的には濾過す
るベクトルの数を固有値が通過域と遷移域にある固有対の
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数よりも多くする必要があるので，遷移域が広がるとそれ
だけ実用性が低下する．
今回の関数合成の方法を用いればフィルタの遷移域の幅
が縮小できる（あるいは通過域での最大最小比 1/gpが低減
できる）．ただしその代償として使用するレゾルベントの
数が増えるので，その数に比例して行列分解や分解後に連
立一次方程式を解くための演算量が増す．またフィルタの
作業が終了するまで行列分解結果を保持する数も増える．
今回の拡張では（6以下の拡張次数 kに対応する）比較
的少数 2～3個のレゾルベントを用いて遷移域の幅がある
程度狭い良い特性のフィルタが構成できるので，行列分解
の演算量を減らしたい場合にはレゾルベント 8個～16個の
線形結合でフィルタを構成する場合に比べて有用な場合が
あると考えられる．また拡張次数 kが偶数の場合のフィル
タは必要な固有値の範囲を任意に指定して中間固有対を求
めるのに使用できる．
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“The FEAST Algorithm for Large Eigenvalue Prob-
lems”, PAMM· Proc. Appl. Math. Mech., Vol.11 (2011),
pp.747–748.
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Filter Design for Signal Processing, §12.8, Prentice Hall,
2001.

[23] Hiroshi Murakami: “Filter Diagonalization Method
for Real Symmetric Definite Generalized Eigenproblem
Whose Filter is a Polynomial of a Resolvent”, in book of
Abstracts of EPASA 2015 at Tsukuba, (Sep.,2015), p.28
(single page poster abstract).

[24] Eric Polizzi: “A Density Matrix-based Algorithm for
Solving Eigenvalue Problems”, Phys. Rev. B, Vol.79,
No.1 (2009), pp.115112(6pages).

[25] Tetsuya Sakurai and Hiroshi Sugiura: “A Projection
Method for Generalized Eigenvalue Problems Using Nu-
merical Integration”, J. Comput. Appl. Math., Vol.159
(2003), pp.119–128.

[26] Tetsuya Sakurai and Hiroto Tadano: “CIRR: a Rayleigh-
Ritz Type Method with Contour Integral for Generalized
Eigenvalue Problems”, Hokkaido Math. J., Vol.36, No.4
(2007), pp.745–757.

[27] Sivan Toledo and Eran Rabani: “Very Large Electronic
Structure Calculations Using an Out-of-Core Filter-
Diagonalization Method”, J. Comput. Phys., Vol.180,
No.1 (2002), pp.256–269.

10ⓒ 2017 Information Processing Society of Japan

Vol.2017-HPC-161 No.7
2017/9/20



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

付 録
A.1 実験 2：中間固有対を求めた例
多項式として Chebyshev多項式を用いた簡易構成型の
フィルタ F を，バターワース型，チェビシェフ型，逆チェ
ビシェフ型のそれぞれに対応する有理関数の合成で拡張し
たフィルタ F ′ を用いて一般固有値問題 Av = λBv の近
似固有対をフィルタ対角化法により求める実験を行なっ
た．チェビシェフ多項式の次数を n，拡張に用いる有理関
数 h(t)の次数を kとする．
対象とする実対象定値一般固有値問題は下端固有対を求
めた場合のものと同一であり，有限要素法の離散化で要素
分割の方式は N1 = 50，N2 = 60，N3 = 70であり，それ
により生じる一般固有値問題の係数行列 Aと B の次数は
N = 210, 000，下帯幅は wL = 3, 051である．
拡張されたフィルタ F ′ の三つの形状パラメターに対す
る条件の指定を gp = 10−2，µ′ = 1.5，gs ≤ 10−15 として
三種類の拡張について共通とした．
求めたい固有対の固有値の範囲を [a, b] = [100, 110] に
設定して，中間固有値なので拡張の次数 k は偶数の場合
についてだけ実験を行なった．この問題の固有値が区間
[100, 110]にある固有対の数は 68である．フィルタにより
濾過するランダムなベクトルの数を m = 120とした（正
規化座標 tによるフィルタの通過域と遷移域を併せた領域
t ∈ [−µ′, µ′] = [−1.5, 1.5]に対応する固有値の区間は今の
場合は λ ∈ [97.5, 112.5]であり，その区間に固有値が含ま
れる固有対の数は 107である）．

表 A·1 実験 2（B-拡張）：パラメタの値
k n gs µ σ

4 27 8.85×10−16 5.063 10.26

6 12 3.76×10−16 11.39 2.464

8 9 7.18×10−17 25.63 1.573

表 A·2 実験 2（C-拡張）：パラメタの値
k n gs µ σ

4 12 1.52×10−16 12.25 2.439

6 6 7.58×10−16 81.00 0.8763

8 5 4.84×10−16 552.25 0.6624

表 A·3 実験 2（I-拡張）：パラメタの値
k n gs µ σ

4 12 1.52×10−16 12.25 2.439

6 6 7.58×10−16 81.00 0.8763

8 5 4.84×10−18 552.25 0.6624

A.1.1 バターワース型拡張の場合
バターワース型の拡張（B-拡張）で拡張の次数 kが偶数

4，5，6の各場合について，条件を満たすフィルタを実現
する最小の次数 nとそのとき得られた上限 10−15を満たす
gs の実際の値，伝達関数を決めるためのパラメタである µ

と σの値を表 A·1に示す（gpと µ′についてはそれぞれ指
定された値 10−2 と 1.5になる）．拡張の次数 kが 2の場合
には（nが 50以下の範囲では）条件を満たすフィルタは得
られなかった．
指定された条件を満たすように構成された拡張次数 kが
偶数 4，6，8の三通りの伝達関数 g′(t)について，その大
きさのグラフ（偶関数の対称性から右半分だけ）を図 A·1
に示す．これらの伝達関数を持つフィルタを B-拡張の場
合の実験に用いた．
バターワース型の拡張（B-拡張）で拡張の次数 kが偶数 4，

6，8の各場合について，拡張前の簡易型構成の Chebyshev

多項式の次数 n，（必要なレゾルベントをすべて構成するた
めの）行列分解全体に掛かった全経過時間，および拡張さ
れたフィルタを用いて m個のベクトルの組を濾過するた
めに掛かった全経過時間（行列分解に掛かる経過時間を含
む）をそれぞれ表 A·4に示す．
拡張次数 kのそれぞれに対して，横軸に近似対の固有値
をとり縦軸に近似対の残差の B−1-ノルム ∆の対数をとっ
てプロットしたグラフを図 A·2に示す．拡張次数 kが 4，
6，8と増えるにつれて残差が 3分の 1ずつ程度に減少する
傾向を示している．また同様に拡張次数 kのそれぞれに対
して，横軸に近似対の固有値をとり縦軸に近似固有値の真
の値からの絶対誤差の大きさの対数をとってプロットした
グラフを図 A·3に示す．グラフから近似固有値の絶対誤
差はどれも 3×10−13 程度であり，有効精度が 14.5桁程度
であることがわかる．

表 A·4 実験 2（B-拡張）：フィルタ適用の経過時間（秒）
k n 行列分解全体 フィルタ適用全体
4 27 612 1,582

6 12 919 1,537

8 9 1,225 1,829

表 A·5 実験 2（C-拡張）：フィルタ適用の経過時間（秒）
k n 行列分解全体 フィルタ適用全体
4 12 613 1,044

6 6 919 1,228

8 5 1,225 1,560

表 A·6 実験 2（I-拡張）：フィルタ適用の経過時間（秒）
k n 行列分解全体 フィルタ適用全体
4 12 613 1,044

6 6 919 1,228

8 5 1,226 1,561
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図 A·1 実験 2（B-拡張）：フィルタの伝達関数の大きさ |g′(t)|
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図 A·2 実験 2（B-拡張）：各 k に対する近似対の残差のノルム ∆

-16

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

 100  102  104  106  108  110

L
O

G
1
0
  

| 
E

IG
E

N
V

A
L

U
E

_
E

R
R

O
R

 |

EIGENVALUE

K=4
K=6
K=8

図 A·3 実験 2（B-拡張）：各 k に対する近似固有値の絶対誤差

A.1.2 チェビシェフ型拡張の場合
チェビシェフ型の拡張（C-拡張）で拡張の次数 kが偶数

4，6，8の各場合について，条件を満たすフィルタを実現
する最小の次数 nとそのとき得られた上限 10−15を満たす
gs の実際の値，伝達関数を決めるためのパラメタである µ

と σの値を表 A·2に示す（gpと µ′についてはそれぞれ指
定された値 10−2 と 1.5になる）．拡張の次数 kが 2の場合
には（nが 50以下の範囲では）条件を満たすフィルタを得
ることはできなかった．
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図 A·4 実験 2（C-拡張）：フィルタの伝達関数の大きさ |g′(t)|

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

 100  102  104  106  108  110

L
O

G
1

0
  
D

E
L
T

A

EIGENVALUE

K=4
K=6
K=8

図 A·5 実験 2（C-拡張）：各 k に対する近似対の残差のノルム ∆）
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図 A·6 実験 2（C-拡張）：各 k に対する近似固有値の絶対誤差

指定された条件を満たすように構成された拡張次数 kが
偶数 4，6，8の三通りの伝達関数 g′(t)について，その大
きさのグラフ（偶関数の対称性から右半分だけ）を図 A·4
に示す．これらの伝達関数を持つフィルタを C-拡張の場
合の実験に用いた．
チェビシェフ型の拡張（C-拡張）で拡張の次数 kが偶数 4，

6，8の各場合について，拡張前の簡易型構成の Chebyshev

多項式の次数 n，（必要なレゾルベントをすべて構成するた
めの）行列分解全体に掛かった全経過時間，および拡張さ

12ⓒ 2017 Information Processing Society of Japan

Vol.2017-HPC-161 No.7
2017/9/20



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

-16

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

0 1 2 3 4 5

L
O

G
1

0
 |
 G

’(
T

) 
|

T

K=4
K=6
K=8

図 A·7 実験 2（I-拡張）：フィルタの伝達関数の大きさ |g′(t)|
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図 A·8 実験 2（I-拡張）：各 k に対する近似対の残差のノルム ∆

（区間 [100, 110]）
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図 A·9 実験 2（I-拡張）：各 k に対する近似固有値の絶対誤差（区
間 [100, 110]）

れたフィルタを用いて m個のベクトルの組を濾過するた
めに掛かった全経過時間（行列分解に掛かる経過時間を含
む）をそれぞれ表 A·5に示す．
拡張次数 k のそれぞれに対して，横軸に近似対の固有
値をとり縦軸に近似対の残差の B−1-ノルム ∆ の対数を
とってプロットしたグラフを図 A·5に示す．グラフから残
差のノルムの振舞いとフィルタの伝達関数 g′(t)の通過域

t ∈ [−1, 1]での振舞いには類似性が見られる．また同様に
拡張次数 kのそれぞれに対して，横軸に近似対の固有値を
とり縦軸に近似固有値の真の値からの絶対誤差の大きさの
対数をとってプロットしたグラフを図 A·6に示す．グラ
フから近似固有値の絶対誤差はどれも 10−13 程度であり，
有効精度が 15桁程度であることがわかる．

A.1.3 逆チェビシェフ型拡張の場合
逆チェビシェフ型の拡張（I-拡張）で拡張の次数 kが偶
数 4，6，8の各場合について，条件を満たすフィルタを実
現する最小の次数 nとそのとき得られた上限 10−15を満た
す gsの実際の値，伝達関数を決めるためのパラメタである
µと σの値を表 A·3に示す（gp と µ′ についてはそれぞれ
指定された値 10−2 と 1.5になる）．拡張の次数 kが 2の場
合には（nが 50以下の範囲では）条件を満たすフィルタは
得られなかった．
指定された条件を満たすように構成された拡張次数 kが
偶数 4，6，8の三通りの伝達関数 g′(t)について，その大
きさのグラフ（偶関数の対称性から右半分だけ）を図 A·7
に示す．これらの伝達関数を持つフィルタを I-拡張の場合
の実験に用いた．
逆チェビシェフ型の拡張（I-拡張）で拡張の次数 k が
偶数 4，6，8 の各場合について，拡張前の簡易型構成の
Chebyshev多項式の次数 n，（必要なレゾルベントをすべ
て構成するための）行列分解全体に掛かった全経過時間，
および m個のベクトルの組を拡張されたフィルタを用い
て濾過するために掛かった全経過時間（行列分解に掛かる
経過時間を含む）をそれぞれ表 A·6に示す．
拡張次数 kのそれぞれに対して，横軸に近似対の固有値
をとり縦軸に近似対の残差の B−1-ノルム ∆の対数をとっ
てプロットしたグラフを図 A·8に示す（このグラフからす
れば，残差の分布は k = 6，k = 4，k = 8と減少している
ので，この実験例では k = 6よりも k = 4の方が良い結果
を与えているのは意外である）．また同様に拡張次数 k の
それぞれに対して，横軸に近似対の固有値をとり縦軸に近
似固有値の真の値からの絶対誤差の大きさの対数をとって
プロットしたグラフを図 A·9に示す．グラフから近似固
有値の絶対誤差はどれも 3×10−13程度であり，有効精度が
14.5桁程度であることがわかる．
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