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3次元電磁波散乱問題に対するモーメント法の
ハードウェアアクセラレーション

高 橋 徹† 戎 崎 俊 一†

近年，筆者らは分子動力学シミュレーション専用計算機MDGRAPE-2による境界型解法（モーメ
ント法，境界要素法等）のベクトル並列計算手法を提案している．本論文ではその手法を 3次元電磁
波散乱問題に対するモーメント法に適用することを目的とした．まず，計算コスト上ネックとなる電
磁場積分方程式の境界積分項を，MDGRAPE-2がベクトル並列計算可能な形式に帰着できることを
示した．続いて，実装したモーメント法コードを，3 枚のMDGRAPE-2sボードを搭載した PC 上
でテストした．その結果，本コードは従来のコードと比べて境界要素数が約 5,000以上の散乱問題で
は 2 桁倍程度高速となった．

A Hardware Acceleration of the Method of Moments
for the Electromagnetic Scattering Problems in Three Dimensions

Toru Takahashi† and Toshikazu Ebisuzaki†

In the past few years, the present authors have proposed a technique to vectorise and
parallelise the boundary-type solver, such as the method of moments (MoM) and the bound-
ary element method, using the special-purpose computer MDGRAPE-2, which is a hardware
accelerator for molecular dynamics simulations. The purpose of this study is to apply the
hardware accelerating technique to the MoM for the electromagnetic scattering problems in
three dimensions. To this end, it is shown that the boundary integral terms in the electric and
magnetic field integral equations, which require the highest computational cost in the MoM,
are rewritten in the form which MDGRAPE-2 can vectorise and parallelise. The implemented
code herein was tested on a PC with three MDGRAPE-2s boards. The results demonstrated
that the present code was nearly 100 times faster than the conventional code in the scattering
problems discretised with 5,000 or more boundary elements.

1. 序

モーメント法あるいは境界要素法といった境界型解

法は，解析すべき領域の境界だけを離散化すればよい．

そのうえ，無限に広がる領域を有限に近似する必要

がない．そのため，外部問題を主に扱う波動解析（電

磁場解析，音響解析等）に対して有力な数値解法であ

る1)～3)．ところが，境界型解法は大規模解析への適用

が容易ではない．計算コストが少なくとも未知数の 2

乗に比例するからである．

この計算コストの問題に対する 1つのアプローチが

解法のベクトル計算・並列計算である．従来よりベク

トル計算機を用いたベクトル化1)，近年では PCクラ

スタ・SMPクラスタを用いた並列化に関する研究が

多数ある4)～6)．
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本研究が提案するアプローチも解法のベクトル並列

化にほかならない．他の研究と異なる点は，汎用の計

算機ではなくロジック固定型の計算機（専用計算機）

を利用することである．一般に，専用計算機は価格・消

費電力・サイズあたりの性能は汎用計算機に優る．とこ

ろが融通はきかない．しかし，分子動力学（Molecular

Dynamics．以後MDと略す）シミュレーション専用計

算機MDGRAPE-2 7),8)が境界要素法のアクセラレー

タとなることを筆者らは見出している．つまり，境界

要素法とMD法との間のアナロジとMDGRAPE-2が

持つ自由度（式 (18)の関数 g をMDGRAPE-2ユー

ザが自由に設定できること）を利用すれば，境界要素

法のベクトル並列計算がMDGRAPE-2によって実行

できる．これまで，ポテンシャル問題9)，周波数域ス

カラ波動問題9)，静弾性問題10) に対する各境界要素

法の高速計算に成功した．現在，時間域スカラ波動問

題にも取り組んでいる11)．

本論文の目的は，MDGRAPE-2によるハードウェ
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アアクセラレーション手法を，3次元電磁波散乱問題

に対するモーメント法に適用することである．その定

式化を示し，実装したコードの性能を評価する．

一方で，著者らは高速多重極法12)～15) 等の高速ア

ルゴリズムに従う境界型解法を専用計算機によって加

速する手法も研究している16),17)．今後，このような

併用的加速手法を目下のモーメント法に対しても構成

する必要がある．本論文はその構成法を与えるもので

はないが，その構成要素の 1つになりうる．

本論文の構成は次のとおりである．2 章で，誘電

体による電磁波散乱問題の積分方程式による定式化

と，モーメント法による解法を述べる．3 章で MD-

GRAPE-2の概略を述べる．4 章でMDGRAPE-2に

よるモーメント法のベクトル並列化手法を構成する．

5 章で解析コードの実装について述べる．6 章でその

解析コードの性能評価を示す．7 章で本研究の総括と

今後の課題を述べる．なお，既報9),10) と重複する情

報も，読者の便宜を図って適宜述べる．

2. 誘電体による電磁波散乱問題に対するモー
メント法の定式化2),18),19),☆

2.1 電磁場積分方程式

3次元電磁場内に誘電体が占める領域を D1，それ

を取り巻く無限領域を D2 と表す（図 1）．D1 と D2

の境界を S（:= ∂D1 = ∂D2）と表し，S は自己交

差しないとする．今，電荷密度と電流密度は零とする

（斉次なMaxwell方程式を扱う）．また，電束密度（磁

束密度）は電場 E(x, t)（磁場 H(x, t)）に対して誘

電率 ε（透磁率 µ）を比例定数とした比例関係にある

とする．ここに，x ∈ IR3 は場所，t ∈ [0,∞) は時間

である．さらに，電磁場は角周波数 ω で調和振動し

ているとする．その時間因子は e−jωt（j は虚数単位）

とする．以後，電磁場の時間因子は省略し，その振幅

を E(x) および H(x) と書く（E，H : IR3 → C3）．

このとき，領域 Dν（ν = 1，2）においてMaxwell方

程式は次のように書ける（x ∈ Dν）：

∇ · Eν(x) = 0, ∇× Hν(x) = −jωενEν(x),

∇ · Hν(x) = 0, ∇× Eν(x) = jωµνHν(x),

(1)

ここに，領域ごとに区別すべき諸量には下添字 ν

(= 1, 2) を付した．

次に (1)の境界条件を示す．今，Dν に対する外向き

単位法線ベクトルを nν と表す．ここに，n1 = −n2

☆ 本論文では，ベクトル a ∈ IR3 or C3 について，その直交座
標系での第 i 成分を (a)i と表す．

図 1 無限領域 D2 に取り囲まれた誘電体 D1（表面 S）による電
磁波散乱問題

Fig. 1 Electromagnetic scattering problems due to a dielec-

tric scatterer D1 with the boundary S surrounded

by the infinite domain D2.

（=: n）である．また，S 上の表面電流密度 Jν と表

面磁流密度 M ν を

Jν(x) := nν(x) × Hν(x),

M ν(x) := Eν(x) × nν(x) x ∈ S

と定義する．このとき，S 上で電磁場の接線成分が連

続であることから，境界条件は次のように書ける：

J1(x) = −J2(x)(=: J(x)),

M 1(x) = −M 2(x)(=: M (x)) x ∈ S. (2)

また，D2 において電磁場は次の漸近条件を満たす

とする：

E2(x) → E inc(x), H2(x) → H inc(x)

|x| → ∞, (3)

ここに，E inc と H inc は入射電場と入射磁場を各々

表す（E inc, H inc : D2 → C3）．

式 (1)～(3) によって定式化される電磁波散乱問題

は，次の 2つの境界積分方程式に帰着する：

n(x) ×
2∑

ν=1

{(LνJ)(x) − (KνM )(x)}

= n(x) × E inc(x),

n(x) ×
2∑

ν=1

{(KνJ)(x) +
εν

µν
(LνM )(x)}

= n(x) × H inc(x) x ∈ S,

(4)

ここに，演算子 Lν と Kν（ν = 1, 2）は次のように

定義する：

(Lνϕ)(x) :=

∫
S

[
−jωµνϕ(y)

+
1

jωεν
∇x∇Sy · ϕ(y)

]
Gν(x − y)dSy, (5)

(Kνϕ)(x) :=

∫
S

ϕ(y) ×∇xGν(x − y)dSy,

(6)

ここに，∇S は表面微分を表し，ϕ は J あるいはM

を表す．また，波数を kν := ω
√

ενµν と書くとき，関
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図 2 辺 n に関する記号の説明
Fig. 2 Explanation of symbols relating to the n-th edge.

数 Gν は Helmholtz方程式 (∆ + k2
ν)Gν = 0 に対す

る基本解

Gν(x) :=
ejkν |x|

4π|x| =
kν

4π
Γ(kν |x|), (7)

を表す．ここに，Γ(x) := ejx/x と定義する．

2.2 モーメント法

式 (4)を未知の J と M についてモーメント法に

よって解く．モーメント法の離散化手法としては標準

的なものを考える18),19)．

今，境界 S を N 個の平面三角形境界要素で離散化

する．要素 b（= 1, . . . , N）を Sb と表し，その面積を

|Sb| と表す．また，S を構成する辺の総数を Ne と表

す．このとき，S は自己交差しないので，Ne = 3N/2

が成り立つ．さて，未知の J と M を，ある基底関

数 {f ·} を用いて次のように近似する（x ∈ S）：

J(x) ≈
Ne∑

n=1

Jnfn(x), M (x) ≈
Ne∑

n=1

Mnfn(x)

(8)

ここに，Jn，Mn ∈ C は未知係数である（n =

1, . . . , Ne）．本論文では，Rao ら18) が提案した次の

基底関数を用いる（複合同順）：

fn(x)=

{ ±ln
2|Sn± | (x − on±) if x ∈ Sn± ,

0 otherwise,

(9)

ここに，ln は辺 nの長さを表す．また，n+ と n− は，

辺 n を共有する 2つの境界要素の番号を表す（図 2）．

このとき，n± ∈ [1, N ]．また，Snα を構成する 3つの

頂点のうち，辺 n 上にない頂点を onα と表す（図 2）．

ここに現れる辺の符合 α（= +，−）は，未知係数 J·
および M· の正負を決定するだけなので，辺ごとに任

意に定めればよい（たとえば図 2 において符合を入れ

換えて定義してもかまわない）．

式 (9)の基底関数による近似式 (8)を導入し，その

基底関数をテスト関数にも採用する．このとき，式 (4)

は J· と M· を未知係数とする次の 2Ne 元連立線形

方程式に帰着する（m = 1, . . . , Ne）：
2∑

ν=1

Ne∑
n=1

(Lν
m,nJn − Kν

m,nMn) = Einc
m ,

2∑
ν=1

Ne∑
n=1

(Kν
m,nJn +

εν

µν
Lν

m,nMn) = H inc
m ,

(10)

ここに，


Lν
m,n

Kν
m,n

Einc
m

H inc
m




:=

∫
S

fm(x) ·




(Lνfn)(x)

(Kνfn)(x)

E inc(x)

H inc(x)




dSx.

(11)

式 (10)を解けば未知の J· とM· が求まる．この際，

Gaussの消去法のような直接解法は O(N3) の計算コ

ストと O(N2) のメモリを必要とする．そのため，大

きな N に対しては現実的な解法とはいえない．そこ

で，反復解法を用いる．このときに計算コスト上ネッ

クとなるのは，与えられたある J· と M· について式

(10)の左辺を構成すること，すなわち，次の 2種類の

行列・ベクトル積を計算することである：

Ne∑
n=1

Lν
m,nϕn,

Ne∑
n=1

Kν
m,nϕn m = 1, . . . , Ne.

(12)

ここに，ν = 1，2 および ϕ = J，M である．この

O(N2) の計算を高速に実行できれば，解法全体を高

速に実行できる．

4 章において，ネックとなる式 (12)の行列・ベクト

ル積の計算をMDGRAPE-2によってベクトル並列化

する手法を与える．その準備として，式 (12)の具体形

を導いておく．まず，その行列の係数 Lν
m,n と Kν

m,n

の具体形を示す．ここで，基底 fm の局在性により，

式 (11)の右辺の積分範囲が実際には Sm+ ∪ Sm− で

あることに注意する．その Smα（α = +，−）上の
積分は，通例に従い，P 次のGauss-Legendre積分公

式3),20) を用いて次のように数値的に評価する：∫
Smα

(·)(x)dSx ≈
P∑

p=1

wx
p (·)(xmα,p) |Smα |,

(13)

ここに，wx
p は p 番目の重み係数，xmα,p は要素 mα

上に設けた p番目の積分点を表す（p = 1, . . . , P）．式

(5)，(6)，(9)，(13)より，式 (11)の Lν
m,n と Kν

m,n

は次のように書ける（m, n = 1, . . . , Ne）：
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Lν
m,n ≈ −jωµν

∑
α=±

P∑
p=1

αlmwx
p

2
(xmα,p − omα)

·
∑
β=±

βln
2|Snβ |

∫
S

nβ

(y − onβ )Gν(xmα,p − y)dSy

− 1

jωεν

∑
α=±

P∑
p=1

αlmwx
p

∑
β=±

βln
|Snβ |

∫
S

nβ

Gν(xmα,p − y)dSy,

Kν
m,n ≈

∑
α=±

P∑
p=1

αlmwx
p

2
(xmα,p − omα)

·
∑
β=±

βln
2|Snβ |

∫
S

nβ

(y − onβ )

×∇xGν(xmα,p − y)dSy. (14)

続いて，上式の y に関する Snβ 上の積分を，式 (13)

と同じ要領で，Q 次のGauss-Legendre積分公式を用

いて∫
S

nβ

Gν(x − y)dSy

≈
Q∑

q=1

wy
q

kν

4π
Γ(kν |x − ynβ,q|)|Snβ | (15)

のように評価する（式 (7)を用いた）．ここに，wy
q は

q 番目の重み係数，ynβ ,q は Snβ 上に設けた q 番目の

積分点を表す（q = 1, . . . , Q）．式 (14)と (15)より，

式 (12)は次のように書ける（m = 1, . . . , Ne）：

Ne∑
n=1

Lν
m,nϕn ≈ −jωµν

∑
α=±

P∑
p=1

αlmwx
p

2

(xmα,p − omα) · Aν,ϕ(xmα,p)

− 1

jωεν

∑
α=±

P∑
p=1

αlmwx
p Φν,ϕ(xmα,p),

(16a)
Ne∑

n=1

Kν
m,nϕn ≈

∑
α=±

P∑
p=1

αlmwx
p

2

(xmα,p − omα) · Bν,ϕ(xmα,p), (16b)

ここに，次のスカラ Φν,ϕ とベクトル Aν,ϕ および

Bν,ϕ を定義する：

Φν,ϕ(x) :=

Ne∑
n=1

ϕn

∑
β=±

βln
|Snβ |

Q∑
q=1

wy
q

kν

4π

Γ(kν |x − ynβ,q|)|Snβ |, (17a)

Aν,ϕ(x) :=

Ne∑
n=1

ϕn

∑
β=±

βln
2|Snβ |

Q∑
q=1

wy
q

kν

4π

(ynβ ,q − onβ )Γ(kν |x − ynβ,q|)|Snβ |,
(17b)

Bν,ϕ(x) :=

Ne∑
n=1

ϕn

∑
β=±

βln
2|Snβ |

Q∑
q=1

wy
q

kν

4π

(ynβ ,q − onβ )×∇xΓ(kν |x − ynβ ,q|)|Snβ |.
(17c)

なお，式 (11)の Einc
m と H inc

m は次のように書ける

ことに注意する：{
Einc

m

H inc
m

}
≈

∑
α=±

P∑
p=1

αlmwx
p

2
(xmα,p − omα) ·

{
E inc(xmα,p)

H inc(xmα,p)

}
.

式 (12)を式 (16)のように離散化したとき，計算コス

ト上ネックとなる計算は，Φν,ϕ(xmα,p)，Aν,ϕ(xmα,p)

および Bν,ϕ(xmα,p)の計算である．実際，これらの計

算は O(N) 個の評価点 x·,· ごとに長さ Ne (= 3N/2)

の総和を実行するという O(N2) の行列・ベクトル積

になっていることが定義式 (17)から分かる（より明確

には，後述の式 (20)～(22)から分かる）．ゆえに，高

速に計算すべきものは，Φν,ϕ(xmα,p)，Aν,ϕ(xmα,p)

および Bν,ϕ(xmα,p) の 3種類の行列・ベクトル積に

整理される．

ここで，Φν,ϕ，Aν,ϕ および Bν,ϕ の引数は xb,p

（b = 1, . . . , N；p = 1, . . . , P）あるいは ξi（i =

1, . . . , NP）とすれば十分であることに注意する．な

ぜならば，m± ∈ [1, N ]（m = 1, . . . , Ne）だからであ

る．ここで，ξ· は便宜上次のように定義する：

ξP (b−1)+p := xb,p b = 1, . . . , N ; p = 1, . . . , P.

3. MDGRAPE-2の概要7),8)

MDGRAPE-2は，MDシミュレーションにおいて

計算コスト上ネックとなる分子間相互作用（クーロン

力等）の計算を高速に実行するために開発された計算

機である．MDシミュレーション21)はもとより，天体

シミュレーション22) やプラズマシミュレーション23)

等を含む多体問題用ハードウェアアクセラレータとし

て利用されてきた．以下，モーメント法への応用に際

して必要となるMDGRAPE-2の情報を述べる．

まず，MDGRAPE-2 の計算機能を述べる．それ

は，与えられた {xi}m
i=1 ⊂ IR3，{yj}n

j=1 ⊂ IR3，

α ∈ IR，{bj}n
j=1 ⊂ IR（ここに，m, n ∈ IN）と関

数 g : IR → IR に対して，次の {φ(xi)}m
i=1 ⊂ IR あ
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図 3 計算システムの構成
Fig. 3 Configuration of computing system.

るいは {f (xi)}m
i=1 ⊂ IR3 を計算することである：

φ(xi) :=

n∑
j=1

bjg(α|xi − yj |2), (18a)

f (xi) :=

n∑
j=1

bjg(α|xi−yj |2)(xi−yj). (18b)

なお，MDGRAPE-2を式 (18a)および (18b)の計算

が実行できるように準備した状態を potential-mode

および force-modeと各々いう．

さて，MDGRAPE-2 に式 (18) を実行させるため

には，host 上で所定の手続きをプログラミングする

必要がある．ここで，host とは MDGRAPE-2 と通

信可能な汎用計算機である（図 3）．その手続きと

は，データ（{xi}m
i=1，α，{yj}n

j=1，{bj}n
j=1，g）の

転送，計算開始の通知，計算結果（{φ(xi)}m
i=1 あるい

は {f (xi)}m
i=1）の回収である．以後，これらの手続

きを経てMDGRAPE-2に式 (18a)（あるいは (18b)）

の計算を実行させることを，potential-modeで（ある

いは force-mode で）MDGRAPE-2 を drive すると

いう．

次に，式 (18) の処理方式を簡単に述べる．MD-

GRAPE-2は式 (18)の計算に特化したパイプライン

を複数有している（図 4）．hostから転送されたデー

タのうち，α，{yj}n
j=1，{bj}n

j=1 および g はすべて

のパイプラインに共有される．一方，x· は各パイプ

ラインに重複することなく均等に割り当てられる．こ

のようなデータ配分の下ですべてのパイプラインが同

時に作動する．これは，式 (18)を添字 j に関してベ

クトル処理（すなわち，パイプライン処理）し，添字

i に関してパラレル処理（すなわち，複数のパイプラ

インの並列作動）することを意味する．まとめると，

MDGRAPE-2 は式 (18) に特化したベクトル並列計

算機にほかならない．

続いて，式 (18) の計算の実行時間を概算する．そ

の時間を tdrive と表すと，tdrive = tcomm + tcalc と書

ける．ここに，tcomm は，hostからMDGRAPE-2へ

のデータの転送に要する時間，tcalc はパイプライン

の作動時間である．なお，MDGRAPE-2からのデー

タの回収はパイプラインの作動と並行して行われるの

で考えない．さて，式 (18)より tcalc = O(mn) およ

び tcomm = O(n) であることが分かる．今，問題の

図 4 パイプラインのブロック線図
Fig. 4 Block diagram of a pipeline.

規模が大きい場合，すなわち，m と n がともに大き

い場合には tcomm は無視できて，次のように評価で

きる：

tdrive ∼ tcalc ≈ mn

Npipe · fpipe
, (19)

ここに，Npipe は利用パイプライン数，fpipe はパイ

プラインの動作周波数である．

最後に，関数 g の評価について述べる（既報9) も

参照せよ）．関数 g(x) は，MDGRAPE-2ユーザが区

間 [xlower, xupper)（ここに，0 < xlower < xupper）上

からとった 1,025個のサンプルの区分 4次多項式補間

によって評価される．ここで，x /∈ [xlower, xupper) の

ときは g(x) = 0 と打ち切られる．なお，ある g を

MDGRAPE-2に転送するとは，実際にはそのサンプ

ルを転送することである．

4. MDGRAPE-2によるベクトル並列化

モーメント法の実行において計算コスト上ネックと

なる式 (16)の行列・ベクトル積，すなわち，Φν,ϕ(ξi)，

Aν,ϕ(ξi)および Bν,ϕ(ξi)（i = 1, . . . , NP）を，MD-

GRAPE-2によってベクトル並列化するための定式化

を示す．すなわち，それらがMDGRAPE-2によって

計算可能な形式 (18a)あるいは (18b)に帰着すること

を示す（4.1～4.3節）．最後に，いくつかの注意点を

述べる（4.4節）．

以下，領域番号に関する添字 ν（= 1，2）と表面密

度に関する添字 ϕ（= J，M）は固定して考える．

4.1 Φν,ϕ の場合

式 (17a)の右辺を見て分かるように，Φν,ϕ は，（グ

ローバルな）辺番号に関する添字 n（= 1, . . . , Ne）の

総和と，辺 n を共有する要素 Snβ に関する添字 β

（= +，−）の総和とによって表されている．このと
き，ある要素はその 3つの辺から各々1回，合計 3回

参照される．これはその要素上の（数値）積分を 3回

繰り返し実行することを意味する．これを 1回で済ま

すためには，要素番号に関する添字 b（= 1, . . . , N）
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の総和と，各要素のローカルな辺番号に関する添字 e

（= 1，2，3）の総和とによって，Φν,ϕ を次のように

書き改めればよい：

Φν,ϕ(ξi) =

N∑
b=1

3∑
e=1

ϕ〈b,e〉σ(b, e)l〈b,e〉
|Sb|

Q∑
q=1

wy
q

kν

4π
Γ(kν |x − yb,q|)|Sb|,

ここに，〈b, e〉 は，要素 b のローカルな辺 e が指す辺

に付されているグローバルな辺番号（1, . . . , Ne）を表

す．この写像 〈·, ·〉は容易に構成できる．また，σ(b, e)

は，〈b, e〉± = b ならば ±1 を，〈b, e〉± �= b ならば ∓1

を返す関数である（複合同順）．この関数は式 (9)の

右辺の符合を定めれば一意に定まる．続いて，

ηQ(b−1)+q := yb,q,

φν,ϕ
Q(b−1)+q :=

3∑
e=1

ϕ〈b,e〉σ(b, e)l〈b,e〉wy
q kν

4π

と定義して，添字 b と q に関する 2つの総和を 1つ

にまとめて添字 j の総和とすると，Φν,ϕ は結局次の

ように書ける（i = 1, . . . , NP）：

Φν,ϕ(ξi) =

NQ∑
j=1

Γ(kν |ξi − ηj |)φν,ϕ
j . (20)

上式は，諸量が複素数であることを除けば，式 (18a)

の形式となっていることが分かる．

式 (20) が実際に式 (18a) の形式となり，MD-

GRAPE-2 によって計算できることを示す．今，式

(20)の右辺を，MDGRAPE-2が実数しか取り扱えな

いことを考慮して，∑
Re[Γ]Re[φ] −

∑
Im[Γ] Im[φ]

+ j
∑

Re[Γ] Im[φ] + j
∑

Im[Γ]Re[φ]

と 4つの総和で表す．このとき，各々の総和は式 (18a)

の形式をしている．実際，

m = NP, n = NQ, α = k2
ν ,

{xi}m
i=1 = {ξi}NP

i=1, {yj}n
j=1 = {ηj}NQ

j=1,

{bj}n
j=1 = {Re[φν,ϕ

j ]}NQ
j=1 or {Im[φν,ϕ

j ]}NQ
j=1,

g(x) = Re[Γ(
√

x)] or Im[Γ(
√

x)]

を式 (18a)に代入したものはそれらの総和と一致する．

したがって，MDGRAPE-2を potential-modeで 4回

driveすれば Φν,ϕ を計算できる．

4.2 Aν,ϕ の場合

Φν,ϕ と同様にすれば，式 (17b)の Aν,ϕ は次のよ

うに書ける（i = 1, . . . , NP）：

Aν,ϕ(ξi) =

NQ∑
j=1

Γ(kν |ξi − ηj |)aν,ϕ
j , (21)

ここに，

aν,ϕ
Q(b−1)+q :=

3∑
e=1

ϕ〈b,e〉σ(b, e)l〈b,e〉w
y
q kν

8π(
yb,q − o〈b,e〉σ(b,e)

)
.

続いて，式 (21)がMDGRAPE-2によって計算で

きることを示す．今，式 (21)の第 l（= 1，2，3）成

分 (Aν,ϕ)l を 4 つの総和で表すと，各々の総和は式

(18a)の形式となる．実際，

{bj}n
j=1={Re[(aν,ϕ

j )l]}NQ
j=1 or {Im[(aν,ϕ

j )l]}NQ
j=1,

g(x)=Re[Γ(
√

x)] or Im[Γ(
√

x)]

を式 (18a)に代入すれば分かる（l は固定；省略した量

は Φν,ϕ の場合と同じ）．したがって，MDGRAPE-2

を potential-modeで 4回 driveすれば (Aν,ϕ)l を計

算できる．すべての l について繰り返せば，12 回の

driveによって Aν,ϕ を計算できる．

4.3 Bν,ϕ の場合

同様に，式 (17c) の Bν,ϕ は次のように書ける

（i = 1, . . . , NP）：

Bν,ϕ(ξi) =

NQ∑
j=1

bν,ϕ
j × Ψ(kν |ξi − ηj |)(ξi − ηj),

(22)

ここに，Ψ(x) := (jx − 1)ejx/x3，

bν,ϕ
Q(b−1)+q :=

3∑
e=1

ϕ〈b,e〉σ(b, e)l〈b,e〉wy
q k3

ν

8π(
yb,q − o〈b,e〉σ(b,e)

)
.

式 (22)がMDGRAPE-2によって計算できること

を示す．まず，次のような Cν,ϕ,l（l = 1，2，3）を

定義する：

Cν,ϕ,l(ξi) :=

NQ∑
j=1

(bν,ϕ
j )lΨ(kν |ξi−ηj |)(ξi−ηj).

さて，Cν,ϕ,l の右辺をこれまでと同様に 4つの総和

に分解する．このとき，各々の総和は

{bj}n
j=1={Re[(bν,ϕ

j )l]}NQ
j=1 or {Im[(bν,ϕ

j )l]}NQ
j=1,

g(x) = Re[Ψ(
√

x)] or Im[Ψ(
√

x)]

とすれば式 (18b)に帰着する．したがって，固定した

l についてMDGRAPE-2を force-modeで 4回 drive

すれば Cν,ϕ,l を計算できる．すべての l について繰

り返せば，計 12回の driveで Cν,ϕ,1，Cν,ϕ,2 および

Cν,ϕ,3 を計算できる．このとき，目的の Bν,ϕ は次
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式によって計算できる：

Bν,ϕ =


 (Cν,ϕ,2)3 − (Cν,ϕ,3)2

(Cν,ϕ,3)1 − (Cν,ϕ,1)3

(Cν,ϕ,1)2 − (Cν,ϕ,2)1


 .

4.4 注 意 事 項

総 drive回数について

式 (10)の左辺を計算するためには，ν（= 1，2）と

ϕ（= J，M）に関する 4つの組合せをすべて考慮する

必要がある．したがって，MDGRAPE-2 の総 drive

回数は 4.1～4.3 節で述べた drive 回数を合計して 4

倍したもの，つまり，112である．ただし，式 (20)～

(22) を MDGRAPE-2 に計算させる方法は 1 通りで

はないので，112が最小の drive回数であるとは限ら

ない．今後，改良の可能性もある．

driveの順番について

4.1～4.3 節で示したように，MDGRAPE-2に転送

すべき 4種のデータ（式 (18)の α，{yj}n
j=1，{bj}n

j=1

および g）は driveごとにすべて異なるわけではない．

MDGRAPE-2は最後に転送されたデータを次のデー

タが転送されるまでデータ種ごとに保持できる（ただ

し，同じmodeで driveする場合に限る）ので，drive

の順番を考慮し，不必要なデータ転送を避けるべきで

ある．本論文では，図 5 に示す順序で式 (10)の左辺

を計算する．図中で，「for～end」は繰返しを，「send

X」はある量 X を hostからMDGRAPE-2へ転送す

ることを，そして「drive」はMDGRAPE-2の drive

（および結果の回収）を表す．データ転送が段階的に

行われていることに注意する．

特異積分について

便宜上，式 (15) の積分が特異積分となる場合，す

なわち，評価点 x が被積分要素 Snβ 上にある場合の

処理については述べなかった．実際には，特異積分は

解析的に実行する必要がある．同時に，式 (15)の数

値積分に基づいて誘導された式 (20)～(22) の右辺の

総和から，その特異積分が寄与する項を差し引く必要

がある．これらの処理は hostによって実行する．こ

の処理の計算コストは評価点の個数のオーダ，すなわ

ち，O(NP ) にすぎない．

関数評価の打ち切りに関する補正について

3 章の最後で述べたことにより，式 (20)～(22)のあ

るペア ξi と ηj がきわめて近い場合，関数 g の引数

の下限 xlower における打ち切りが発生しうる．打ち切

られたペアの寄与は hostで補う必要がある．このよ

うなペアを hostが効率良く探索できるように，ξi ご

とに適当な近傍境界 N (ξi) を設ける必要がある．本

Left-hand side of Eq. (10) routine:

for ν = 1 or 2

for ϕ = J or M

call Lνϕ and Kνϕ routines;

end

end

Lνϕ routine:

invoke MDGRAPE-2 in potential-mode;

for g(x) = Re[Γ(
√

x)] or Im[Γ(
√

x)]

send g(x), α = k2
ν , and {y·} = {η·};

for {b·} = {Re[φν,ϕ
· ]} or {Im[φν,ϕ

· ]}
send {b·};
drive to compute a part of Φν,ϕ in Eq. (20);

end

for l = 1, 2, or 3

for {b·} = {Re[(aν,ϕ
· )l]} or {Im[(aν,ϕ

· )l]}
send {b·};
drive to compute a part of (Aν,ϕ)l

in Eq. (21);

end

end

end

Kνϕ routine:

invoke MDGRAPE-2 in force-mode;

for g(x) = Re[Ψ(
√

x)] or Im[Ψ(
√

x)]

send g(x), α = k2
ν , and {y·} = {η·};

for l = 1, 2, or 3

for {b·} = {Re[(bν,ϕ
· )l]} or {Im[(bν,ϕ

· )l]}
send {b·};
drive to compute a part of Cν,ϕ,l,

thus Bν,ϕ in Eq. (22);

end

end

end

図 5 式 (10) の左辺を計算するためのデータ転送と drive の順序
Fig. 5 Order of data-transfers and drives to compute the

left-hand side of Eq. (10).

論文では既報9) に従う．つまり，境界要素の 8分木構

造を用いて，ξi を含む第 1近傍 cellを N (ξi) と定義

する．

一方，あるペア ξi と ηj がきわめて遠い場合にも，

g の引数の上限 xupper における打ち切りが発生しう

る．これを hostで補正することはできる．しかし，打

ち切られたペアを探索するためのコストは O(N2) と

なってしまう．この探索は解析全体のボトルネックと

なりうるので受け入れられない．したがって，境界 S
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の空間的スケールと取り扱う波数 max(k1, k2) とに応

じて，十分大きな xupper をあらかじめ選択する必要

がある．

5. 解析コードの実装

前章を基にして，MDGRAPE-2によってベクトル

並列化されたモーメント法コードを開発した．以後，

MD2コードと呼ぶ．MD2コードの元となるコードは，

2章の定式化に従い，反復解法を採用し，スカラ計算機

上での実行を想定して並列化されていない．このコー

ドを従来コードと呼ぶ．MD2コードは，従来コード

が含む式 (10)の左辺の行列・ベクトル積ルーチンを改

変して得た．すなわち，そのルーチンを式 (20)～(22)

の Φν,ϕ，Aν,ϕ および Bν,ϕ についていったん整理し，

各々が 4.1～4.3節の要領でMDGRAPE-2の driveに

よって計算されるようにコーディングした（図 5 を参

照）．その際，MDGRAPE-2 のユーザーアプリケー

ションインタフェースを提供する M2library24) を利

用し，Fortran77で記述した．

連立線形方程式 (10)の解法にはリスタート版 GM-

RES法25) を用いた．前処理には point-Jacobi 法26)

を用いた．この際，CERFACS が配布する GMRES

法コード5),27) を用いた．このコードは，式 (10)の左

辺の行列・ベクトル積ルーチン，式 (10) の右辺のベ

クトル，前処理ルーチン，および，諸パラメータ（反

復停止条件，リスタート回数等）が引数となるように

ブラックボックス化されている．

式 (18)の関数 g のサンプリングにはユーティリティ

ソフト gentable28)を用いた．サンプリングすべき関数

g は 4.1～4.3 節で示された Re[Γ(
√

x)]，Im[Γ(
√

x)]，

Re[Ψ(
√

x)] および Im[Ψ(
√

x)] の 4つである．これら

は既報9) において Helmholtz 方程式を扱った際に必

要となったものと同じである．そこで，既報と同じく

xlower = 2−18 および xupper = 214 としてサンプリン

グを行った．

6. 性 能 評 価

5 章で開発したMD2コードの性能を，従来コード

との比較によって評価した．

評価にあたり，次の散乱問題を解いた：原点を中

心とする半径 1 の球形の誘電体（D1）を考える．こ

の誘電体に対して，e3 方向に進行する平面電磁波

（E inc(x) = ejk2x3e1，H inc(x) = ejk2x3e2）を入

射する．ここに，el は第 l 成分が 1 で，その他の成

分が 0であるような単位ベクトルである．この問題の

厳密解はよく知られている2)．

誘電体およびその周囲（D2）の誘電率と透磁率は，

適当に無次元化して，ε1 = 2，ε2 = µ1 = µ2 = 1 と

した．また，角周波数 ω を 1とした．このとき，波

数は k1 = 1/
√

2，k2 = 1 となる．

誘電体表面 S の要素分割は 6通りとした．要素数

N は小さいものから 80，320，1,280，5,120，20,480

および 81,920である．このとき，最大の N における

未知数の数（2Ne）は 245,760である．また，Gauss-

Legendre積分公式の次数 P と Q はともに 1とした．

なお，P = Q のとき，本解法は Galerkin法にほかな

らない．

両コードを実行した計算機は，Xeon 2.66GHz を

CPU とする PC である．使用 OS は Linux 2.4.20-

8smpであり，両コードは Intel Fortran Compiler ver-

sion 9.0 29)によってコンパイルした．最適化のための

オプションは -O3 -xN とした．

上記の PCには，MDGRAPE-2の実装の 1つであ

るMDGRAPE-2s PCIボード30) を 3枚装着した．1

枚のボードは 16本のパイプラインを持つ．各パイプ

ラインの動作周波数数 fpipe は 100MHzである．な

お，ボード 1 枚あたりの消費電力は約 16W であり，

PCIバス以外による電力供給は必要としない．

GMRES法の利用に際して，そのリスタート回数は

2 GBのメモリの範囲で最大となるようにした．この

とき，最大の N については 493 であった．解の初期

推定値は 0とした．また，反復の停止条件は，初期残

差に対する相対残差が 10−5 を超えるときとした．

以上の設定の下で，N ごとに両コードを実行した．ま

ず，図 6に両コードの計算時間を N に対してプロット

する（図中の記号 “MD2”はMD2コードを，“conv”

は従来コードを表す．以下の図表も同様）．ここで，

MD2コードにおける使用ボード数は 3（Npipe = 48）

である．なお，従来コードは N ≤5,120 の範囲で実

行した．同図には，従来コードに対するMD2コード

のスピードアップ（前者の計算時間を後者のそれで除

した値）をあわせて示した．N � 200 においてMD2

コードは従来コードよりも高速であり，N = 5,120で

は 86倍の高速化が達成された．N �5,000でも同程

度の高速化が見込まれる．

図 7 にGMRES法の反復あたりの計算時間を示す．

ここで，反復回数は両コードともにほぼ同じであった

（表 1）．同図には，式 (19)から予測される計算時間，

すなわち，
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図 6 計算時間とスピードアップ
Fig. 6 Computational time and speedup.

図 7 反復あたりの計算時間
Fig. 7 Computational time per iteration.

表 1 GMRES 法が収束するまでの反復回数
Table 1 Number of iterations to convergence of GMRES

method.

N 80 320 1,280 5,120 20,480 81,920

MD2 31 65 130 226 393 736

conv 31 65 130 224 — —

112 × tdrive = 112 × NP · NQ

Npipe · fpipe

= 112 × N · 1 · N · 1
48 · 100 × 106

≈ 2.3 × 10−8N2 [s]

をあわせて示した（図中の “Theory”）．N が大きい

範囲で予測時間と実測時間はよく一致している．

次に，両コードの計算誤差を図 8 に示す．ここで，

誤差とは，各要素の図心において計算される表面密度

J および M の厳密解と数値解（数値解は式 (10)の

解を式 (8)に代入すれば得られる）の最大絶対誤差で

ある．両者はよく一致していることが分かる．

最後に，1 ボード使用時に対する 2 ボードおよび

3ボード使用時のスピードアップを調べた（図 9）．2

ボード使用するならば N � 2×104 において，3ボー

ド使用するならば N � 8 × 104 においてパイプライ

ンが理想値の約 9 割の効率で機能していることが分

図 8 計算誤差
Fig. 8 Computational error.

図 9 1 ボード使用時に対する 2 ボードおよび 3 ボード使用時のス
ピードアップ

Fig. 9 Speedup for 2 and 3 boards against 1 board.

かる．

他方，N � 103 ではボード数が多いほどパフォー

マンスは劣っている．これは式 (18)の関数 g の通信

に起因すると思われる．すなわち，式 (18)の {bj}n
j=1

や {yj}n
j=1 が複数のボードに対してブロードキャス

トされるのとは異なり，g はボードごとに逐次的に転

送されるからである．N � 103 が限界となった理由

は，ボードあたりの g の転送量が 13キロバイトであ

るのに対して，{bj}n
j=1 および {yj}n

j=1（今，n = N

であることに注意）の転送量が 19N バイトであるこ

とからおおむね説明できる．

なお，MD2コードの計算結果は使用ボード数によ

らないことに注意する．

7. 結 論

本論文では，分子動力学シミュレーションを加速す

るために開発された専用ハードウェアMDGRAPE-2

を用いて，誘電体による電磁波散乱問題に対するモー

メント法を高速化する手法を提案した．モーメント

法の定式化は標準のものに従った．それを反復解法に

よって解くことを前堤とした．この場合に計算コスト
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上ネックとなる境界積分の評価を，MDGRAPE-2の

機能を利用してベクトル並列化するための定式化を

示した．その定式化に基づいて実装したモーメント法

コードを，1 台の汎用 PC と 3 枚の MDGRAPE-2s

ボードからなる計算機システム上で性能評価した．そ

の結果，本コードは，同じ PC 上で実行した従来の

コードと比べて境界要素数が約 200以上の散乱問題に

おいて高速であり，境界要素数が約 5,000以上では 2

桁倍程度高速であることを示した．

最後に今後の課題を述べる．まず，開発したコード

を新しい専用計算機上に移植し，より大規模な解析を

より速く実行することである．MDGRAPE-2の後継

機として整備されつつあるMDGRAPE-3 31),32)上で

は，本コードはほぼそのまま実行可能と考えられる．

一方，開発中の超高速計算機 GRAPE-DR 33) ではプ

ロセッサ内のデータパスをユーザが設定できる．その

ため，より効率的なベクトル並列化手法を構成できる

と考えられる．その定式化は式 (20)～(22) から出発

すればよいと考えられる．

また，専用計算機的加速手法と高速多重極法（高速

アルゴリズム）との併用手法の構成は中長期的な課題

である．天体やMDシミュレーションの分野では併用

手法による成果がすでに出ている22),34),35)．これらの

アナロジとして，ポテンシャル問題の境界要素法にお

ける併用手法は構成できる16)．他方，より複雑な波動

問題では，その高速多重極法と専用計算機の機能を解

析的に結び付けることが困難である．そのため，個々

の問題の解析的な性質に依存しない併用手法を構成す

ることも今後必要であると考えている17)．いずれの併

用手法を構成するとしても，MDGRAPE-2あるいは

上記の新しい専用計算機を用いる限り，本論文で構成

した専用計算機的加速手法は 1つの道具になると考え

られる．
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