
情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

劣加法的集合関数の負荷分散最適化

永野 清仁1,a) 岸本 章宏2,b)

概要：劣モジュラ集合関数の最大化や最小化など，集合関数最適化の技術は昨今の人工知能や機械学習の
分野において重要な役割を果たしている．劣加法的集合関数は，劣モジュラ性をシンプルに一般化した集
合関数である．本研究では，劣加法的集合関数に関するミニマックスタイプの負荷分散最適化問題を扱い，
モジュラ関数近似を用いた近似アルゴリズムを与える．また，集合関数が非負かつ劣加法的な場合につい
て，このアルゴリズムの近似率を評価する．さらに，負荷分散最適化アルゴリズムをマルチロボット・ルー
ティング問題に適用し，アルゴリズムのパフォーマンスを計算機実験により評価する．

Subadditive Load Balancing

NAGANO, Kiyohito1,a) KISHIMOTO, Akihiro2,b)

Abstract: Set function optimization such as submodular set function minimization and maximization is an
essential technique in AI and machine learning. We focus on a subadditive set function that generalizes sub-

modularity, and examine the subadditivity of some non-submodular functions. We also deal with a minimax

subadditive load balancing problem, and present a modularization-minimization algorithm that theoretically
guarantees a worst-case approximation factor for nondecreasing subadditive cases. We apply this approach

to solve the multi-robot routing problem with the minimax team objective for an empirical performance
evaluation.

1. はじめに

集合関数 (set function) は n 次元超立方体の頂点集合

{0, 1}n の上で定義された離散領域上の関数とみなすこ
とができる．特に，劣モジュラ集合関数 (submodular set

function) は組合せ最適化における基本的な概念である

と同時に，幅広い分野にわたる実際的な応用を持ってい

る．例えば，劣モジュラ集合関数の最小化はクラスタリン

グ [25], [27]，画像の領域分割 [14], [29] や特徴選択 [1], [2]

など，機械学習の分野を中心とした多くの問題に適用され

ている．また，劣モジュラ関数最大化の典型的な応用な応

用としては，影響最大化 [15]，センサ配置問題 [10]，文章

要約 [23]などがある．

集合関数 f は，有限集合 V = {1, . . . , n} の部分集合全
体の上で定義される実数値関数である．f の定義域は V の

べき集合であり，これを 2V = {S : S ⊆ V }と表記する．集
合関数 f : 2V → Rが劣モジュラ (submodular) とは，任意

の S, T ⊆ V について，f(S)+ f(T ) ≥ f(S ∪T )+ f(S∩T )

が成り立つことと定義される．劣モジュラ集合関数は，あ

る側面から見て，凸関数の離散版に対応する概念であるこ
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とが知られている [24]. 凸関数の場合と同様に，劣モジュ

ラ関数は多項式時間で厳密に最小化することが可能である

[9], [11], [28]．その一方で，実際的な状況でしばしば必要

となるのだが，いくつかの単純な制約を追加した最適化問

題にすることによって，劣モジュラ関数最小化は多くの場

合難しい最適化問題になってしまう [6], [12], [30]．

本稿では負荷分散最適化として，ミニマックスタイプの

問題を扱う．劣モジュラ負荷分散最適化問題はNP困難な

最適化問題であるが，Svitkina-Fleischer [30] はサンプリ

ングベースのO(
√
n lnn)-近似アルゴリズムを与えている．

Wei ら [33] は劣モジュラ負荷分散最適化問題を含む劣モ

ジュラ分割問題について扱い，劣モジュラ負荷分散最適化

問題に対してはモジュラ関数近似を用いた近似保証付きの

近似アルゴリズムを与えている．彼らの近似率の解析は，

劣モジュラ集合関数の曲率 [13], [32]の概念を用いている．

集合関数 g : 2V → R が劣加法的 (subadditive) とは，任

意の S, T ⊆ V について，g(S) + g(T ) ≥ g(S ∪ T ) が成り

立つことと定義される．非負劣モジュラ性はただちに非負

劣加法性を導く．非劣モジュラ最適化は機械学習の分野に

おいて重要になってきている [3]．しかし，我々の知る限り

では，劣モジュラ性のシンプルな一般化であるにも関わら

ず，一般の劣加法的最適化に対してはあまりにも少ない研

究しか行われてきていない [5]．

本稿では，まず基本的な非劣モジュラ集合関数，施設配
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置関数 [7]や最小全域木関数などの劣加法性について調べ

る．また，関数値情報が十分に与えられていないような劣

モジュラ集合関数の劣加法的集合関数によるシンプルな補

間手法についても示す．劣モジュラ関数の補間問題は劣モ

ジュラ関数の近似問題 [8]と関連しているが，本アプロー

チはそれとはまったく異なるものである．また，Goemans

ら [8]の手法は必ずしも実装が容易ではない．

そして本稿では，劣モジュラ負荷分散最適化の自然かつ

重要な一般化として，ミニマックスタイプの劣加法的負荷

分散最適化問題を扱う．本研究ではモジュラ関数近似を用

いた近似アルゴリズムを与え，集合関数が非負かつ劣加法

的な場合について，アルゴリズムの近似率を評価する．提

案するアルゴリズムは，劣モジュラ負荷分散最適化に対す

るWeiらのアルゴリズム [33]の一般化に対応する．本研

究での近似率の解析には劣加法的集合関数の曲率を用いて

いる．目的関数がミニマックスタイプであるようなマルチ

ロボット・ルーティング問題 [19]は最小全域木関数に関す

る劣加法的負荷分散最適化問題と深く関連している．マル

チロボット・ルーティング問題に対して提案アルゴリズム

を適用し，さらに既存のマルチロボット・ルーティングの

アルゴリズムと比較することにより，アルゴリズムの実験

的な性能について評価した．

本稿の構成は以下の通りである．2節では劣加法的集合

関数の例と劣加法的負荷分散問題の定義を与える．3節で

は劣加法的負荷分散問題に対するアルゴリズムを記述し，

近似率を解析する．4節では劣加法的負荷分散問題とマル

チロボット・ルーティング問題の関係について説明し，5

節では計算機実験の結果を示す．

2. 劣加法的負荷分散最適化問題

集合関数の基本概念と劣加法的集合関数の例について記

述し，その後で劣加法的負荷分散最適化問題を定義する．

2.1 劣加法的集合関数

V = {1, . . . , n} を n 個の要素からなる有限集合,

g : 2V → R を V の部分集合全体の上で定義された

実数値関数とする．このような関数 g は，台集合を V

とする集合関数とよばれる．集合関数 g : 2V → R は，

g(S) + g(T ) ≥ g(S ∪ T ), ∀S, T ⊆ V を満たすときに劣

加法的，g(S) + g(T ) ≥ g(S ∪ T ) + g(S ∩ T ), ∀S, T ⊆ V

を満たすときに劣モジュラ，g(S) + g(T ) = g(S ∪ T ) +

g(S ∩ T ), ∀S, T ⊆ V を満たすときにモジュラとよばれ

る．集合関数は g(S) ≥ 0, ∀S ⊆ V を満たすとき非負，

g(S) ≤ g(T ), ∀S, T ⊆ V with S ⊆ T を満たすとき非減少

とよばれ，g(∅) = 0を満たすとき標準化されているとよば

れる．容易にわかるように，非負な劣モジュラ集合関数は

非負な劣加法的集合関数である．よって，劣加法性は劣モ

ジュラ性を単純に一般化しているといえる．

n次元ベクトル z = (zi)i∈V ∈ R
n と S ⊆ V について，

z(S) =
∑

i∈S zi と表記する．このようにして，ベクトル z

に対応する集合関数 z : 2V → Rが定まるが，zはモジュラ

関数であり，z(∅) = 0を満たす.

2.2 劣加法的集合関数の例

非劣モジュラ集合関数の劣加法性について調べる．

2.2.1 劣モジュラ集合関数の劣加法的補間関数

f : 2V → R を，f(∅) = 0 を満たす非減少な劣

モジュラ関数とする．ここでは f の関数値情報の一

部分しか与えられていないものと仮定する．つまり，

ある集合族 S = {S1, S2, . . . , Sm} ⊆ 2V が与えられ，

f(Si) = fi (i = 1, . . . , m)であることはわかっているが，

S に属さない部分集合S ∈ 2V \ S については関数値 f(S)

がわからないとする．このとき，f をうまく近似するよう

な集合 g : 2V → Rを構成することを考える．ここでは，

劣加法的な補間関数 gS を構成する一般的かつシンプルな

方法を提案する．この手法はポリマトロイド [4]と Lovász

拡張 [24]の考え方を利用する．

実際の応用において，f の関数値の計算量が大きくなる

ような場合が知られている ([22]など)．このような場合，

S を適切に設定して提案する補間手法を用いることで，複
雑な劣モジュラ最適化問題を単純な劣加法的最適化問題に

置き換えることができる可能性がある．

Lovász 拡張

ポリマトロイド P(f) = {z ∈ R
n : z(S) ≤ f(S) (∀S ⊆

V )} ∩ R
n
≥0 は有界な多面体である．ここで，R≥0 は非

負実数全体の集合を表す．Lovász 拡張 f̂ : R
n
≥0 → R

は f̂(x) = maxz∈P(f)〈x, z〉 (∀x ∈ R
n
≥0) と定義される．

ここで，〈x,z〉 =
∑

i∈V xizi とする．関数 f̂ について，

f̂(IS) = f(S), ∀S ⊆ V が成り立つので，f̂ は f の自然な

連続拡張であるといえる．ここで IS ∈ {0, 1}n は S の特

性ベクトルとする．

補間関数の構成方法

模倣ポリマトロイド PS(f) を PS(f) = {z ∈ R
n :

z(Si) ≤ f(Si) (∀i = 1, . . . , m)} ∩ R
n
≥0，模倣 Lovász 拡

張 f̂S を f̂S(x) = maxz∈PS(f)〈x, z〉 (∀x ∈ R
n
≥0) と定義

する．f̂S を用いて集合関数 gS : 2V → R を gS(S) =

f̂S(IS) (∀S ⊆ V )と定義する．以下の補題は gS が f の自

然な劣加法的拡張であり，gS が計算量的に扱い易いこと

を示している．

補題 1. gS : 2V → Rは次の (i) – (iv)を満たす：(i) gS(S) ≥
f(S), ∀S ⊆ V，(ii) gS(Si) = f(Si), ∀i = 1, . . . , m，(iii)

gS は非減少な劣加法的集合関数，(iv) 任意の S ⊆ V につ

いて関数値 gS(S) は nとmの多項式時間で計算可能．

補題 1 (iii) の証明. gS の非減少性はPS(f) ⊆ R
n
≥0である

ことから導かれる．また，任意の S, T ⊆ V に対し，gS(S∪
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T ) = maxz∈PS(f)〈IS∪T ,z〉 ≤ maxz∈PS(f)〈IS + IT , z〉 ≤
maxz∈PS(f)〈IS ,z〉+maxz∈PS(f)〈IT ,z〉 = g(S) + g(T )が

成り立つ．よって，gS は劣加法的である． �

関数 gS は必ずしも劣モジュラではない．例えば，

V = {1, 2, 3}, f(S) = (7 − |S|)|S| (∀S ⊆ V ) とし，

S = 2V \ V とする．このとき，gS({1}) = 6, gS({1, 2}) =
gS({1, 3}) = 10, gS({1, 2, 3}) = 15 より，gS は劣モジュ

ラではない．

2.2.2 最小全域木関数

最小全域木関数は劣加法的集合関数の標準的な例とい

える．頂点 r をルートとし、V = {1, . . . , n} をその他
の頂点の集合とする．任意の i, j ∈ Ṽ := {r} ∪ V に対

し，距離 d(i, j) ≥ 0 が与えられているとする．ここで，

d : Ṽ × Ṽ → Rは対称的であり三角不等式を満たすものと

仮定する．任意の部分集合 S ⊆ V に対し，S̃ := {r}∪S に

関する最小全域木 (minimum spanning tree) とは，S̃ に関

する全域木の中で枝の距離和を最小にするものと定義され

る．S ⊆ V について，MST (S)を S̃ に関する最小全域木

の枝の距離和と定める．集合関数MST : 2V → Rを最小

全域木関数とよぶ．

補題 2. MST : 2V → R は非負かつ劣加法的である．

証明. 定義より，非負性は明らかである．S, T ⊆ V

に対し，ES を S̃ に関する最小全域木の枝集合，ET

を T̃ に関する最小全域木の枝集合とする．このとき，

頂点集合を S ∪ T ∪ {r}，枝集合を ES ∪ ET とするグ

ラフ (S ∪ T ∪ {r}, ES ∪ ET ) は連結である．よって，

MST (S) + MST (T ) =
∑

e∈ES∪ET
d(e) ≥ MST (S ∪ T )

が成り立ち，MST の劣加法性が示された. �

関数MST : 2V → Rについて，非減少性や劣モジュラ

性は必ずしも成り立たない．図 1 (a) の場合のMST につ

いて，MST ({1, 3}) = 10，MST ({1,2, 3}) = 9となるの

で，MST は非減少ではない．図 1 (b) の場合のMST につ

いて，MST ({1}) = 5, MST ({1, 2}) = MST ({1,3}) = 6,

MST ({1, 2, 3}) = 9 が成り立つので，MST は劣モジュラ

ではない．
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図 1 最小全域木関数

2.2.3 施設配置関数

施設配置関数 [7] もまた非劣モジュラであるような劣加

法的集合関数の例になっている．V = {1, 2, . . . , n} を顧客
の集合，F を施設の開設が可能な場所の有限集合とし，開

設した施設は顧客になんらかのサービスを提供するものと

する．施設 j ∈ F の開設にはコスト oj ≥ 0 がかかり，顧客

i ∈ V を施設 j ∈ F につなげるにはコスト cij ≥ 0がかか

る．顧客の部分集合 S ⊆ V に対し，FL(S)は S にサービ

スを提供するのに必要な最小のコストと定義する．このと

き，FL : 2V → Rを施設配置関数とよぶことにする．FL

は次の性質を満たす．

補題 3. FL : 2V → Rは非減少かつ劣加法的である．

すでに指摘されているように [7]，関数 FL : 2V → R

は必ずしも劣モジュラではない．図 2 の場合の FLにお

いて，F = {a, b}，V = {1, 2, 3}となるが，FL({2}) = 2,

FL({1, 2}) = FL({2, 3}) = 3, FL({1, 2, 3}) = 5が成り立

つ．よって FL は劣モジュラではない．

1 2 3

a b
oa = 1 ob = 1

1

3 1 1

1

3

図 2 施設配置関数

2.3 劣加法的負荷分散最適化の定義

劣モジュラ負荷分散最適化 (submodular load balancing,

以下 SMLBと略す)問題と，劣加法的負荷分散最適化 (sub-

additive load balancing, 以下 SALBと略す) 問題を定義す

る．S = (S1, . . . , Sm) が V = {1, . . . , n}のm分割である

とは，S1∪· · ·∪Sm = V かつ Si∩Sj = ∅ (1 ≤ i < j ≤ m)

(ここでは，ある Sj が空集合であっても構わない) を満た

すことと定義する．f1, . . . , fm : 2V → Rを標準化された

非負な劣モジュラ集合関数とし，g1, . . . , gm : 2V → Rを

標準化された非負な劣加法的集合関数とする．SMLB問題

を次式で定義する．

min max
j=1,...,m

fj(Sj)

s. t. S = (S1, . . . , Sm) は V のm分割.
(1)

f1, . . . , fmがすべて非減少であるとき，SMLB問題もまた

非減少であるという，非減少な SMLB問題に対する近似ア

ルゴリズムやヒューリスティクスが先行研究で与えられて

いる [30], [33].

本稿で主に扱うのは，これまで十分に解析されていな

かった，次式で定義される SALB問題である．

min max
j=1,...,m

gj(Sj)

s. t. S = (S1, . . . , Sm) は V のm分割.
(2)

SMLBの場合と同様に，g1, . . . , gm がすべて非減少である

とき，SALB問題も非減少であるという．
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3. 負荷分散最適化アルゴリズム

SMLB 問題の難しさから，SALB 問題もまた NP 困難

である．よって，SALB問題の近似解を得るアプローチを

(理論保証がないものも含め) いくつか考える．以下に記述

するアルゴリズム Greedy は単純な貪欲法である．

アルゴリズム Greedy(g1, . . . , gm)

0: Sj := ∅, ∀j ∈ [m] := {1, . . . , m}, U := V．

1: While U = ∅ do

∀j ∈ [m]について ij ∈ argmini∈Ugj(Sj ∪{i})
を選ぶ．

j∗ ∈ argminj∈[m] gj(Sj ∪ {ij})を選ぶ．
Sj∗ := Sj∗ ∪ {ij∗}, U := U \ {ij∗}．

2: S = (S1, . . . , Sm)を出力する．

アルゴリズム Greedy はわかりやすいが，実験的にはあま

り良い解を出力しない (5節の実験結果を参照せよ).

劣モジュラの場合の SMLB問題に対する自明でないア

プローチとして，Wei ら [33] はモジュラ関数近似を用いた

手法を提案し，問題が非減少である場合について近似率を

与えている．この手法を拡張し，本研究では劣加法的な場

合の SALB問題に対し，モジュラ関数による近似を用いた

アルゴリズムを提案する．劣モジュラ集合関数の場合と異

なり，劣加法的集合関数は良い離散凸構造を持つわけでは

ない．このため，劣モジュラの場合ではうまくいったこと

も，劣加法的な場合にはうまくいかない部分がある．ただ

し，本研究では問題が非減少な場合について，SMLBと同

様の近似率を SALBでも達成可能であることを示す．本研

究の解析では，劣加法的集合関数の曲率を用いる．

最小化問題 (P) とそれに対する近似アルゴリズムAに
ついて，α ≥ 1として，(OPT ≤) APP ≤ α ·OPT が常に

成り立つとする．ここで OPT は問題 (P)の最適値，APP

はAが出力する近似解に関する目的関数値としている．こ
のとき，Aは近似率 αを達成する，または，Aは α-近似

アルゴリズムであるという．

3.1 モジュラ関数近似を用いたアルゴリズム

SALB問題に対する，モジュラ関数近似を用いたアルゴ

リズム MMin を記述する．

アルゴリズムの枠組み

アルゴリズム MMin は反復的に V の m分割 S を更新
する．各反復の操作について説明する．SALB 問題の暫

定的な解として，m 分割 S ′ = (S′
1, . . . , S

′
m) が 与えら

れているとする．このとき，各 j = 1, . . . , m について，

関数 gj を S′
j の周辺で近似するようなモジュラ近似関数

Mj : 2V → Rを構成し，それらの近似関数を用いて新しい

m分割 S ′′ = (S′′
1 , . . . , S

′′
m)を計算する．ここで，S ′′ は次

のモジュラ負荷分散最適化 (M-LB) 問題の最適解あるいは

近似解とする:

min max
j=1,...,m

Mj(Sj)

s. t. S = (S1, . . . , Sm) は V のm分割.
(3)

劣加法的集合関数 g : 2V → R と部分集合 S′ ⊆ V が与え

られたとき，関数 gを S′の周辺で近似するモジュラ関数と

して，例えば次式で定義されるモジュラ関数M : 2V → R

を用いることができる．

M(S) = g(S′) +
∑

i∈S\S′
g(i |S′)

−
∑

i∈S′\S
g(i |S′ \ {i}) (S ⊆ V ).

(4)

ここで S ⊆ V と i /∈ Sに対し，g(i |S) = g(S∪{i})−g(S)

と表記している．もし g が非減少であれば，任意の S ⊆ V

と i /∈ S について g(i |S) も非負となる．

アルゴリズムの記述

SALB問題に対するモジュラ関数近似を用いたアルゴリ

ズム MMin は以下のように記述される．

アルゴリズム MMin(g1, . . . , gm)

0: 初期解となる V のm分割 S(0) = (S
(0)
1 , . . . , S

(0)
m )

を求め，k := 1とおく.

1: 各 j ∈ [m] = {1, . . . , m}について，gj の S
(k−1)
j

周辺のモジュラ近似関数M
(k)
j を構成する．

2: max
j=1,...,m

M
(k)
j (Sj) の値を最小化するような V の

m分割 S を S(k) = (S
(k)
1 , . . . , S

(k)
m )とする．

3: If S(k) = S(k−1)

then S := S(k) を出力,

else k := k + 1 としてステップ 1へ．

MMin では，ステップ 0で初期解を必要とし，ステップ 2

で問題M-LB (3) を解く必要がある．以下，これらをどの

ようにして実行するかを解説していく．

初期解を求める

アルゴリズムMMinは任意の初期解から開始することが

可能である．ただ，非減少な場合の SALB問題で近似率を

評価するためには，モジュラ負荷分散問題

min max
j=1,...,m

M
(0)
j (Sj)

s. t. S = (S1, . . . , Sm) は V のm分割,

where M
(0)
j (S) =

∑
i∈S

gj({i}), ∀j ∈ [m]

(5)

を考え，この最適解 S(0) を初期解とする．

モジュラ負荷分散問題を解く

問題 (3) における各モジュラ関数 Mj は，Mj(S) =
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bj +
∑

i∈S cij (S ⊆ V )の形で表現することが可能である．

よって，標準的な IP (integer programming) の定式化手法

を用いて，問題 (3) は次の形に変形される．

min y

s. t.
∑
j∈[m]

xij = 1, ∀i ∈ V,

bj +
∑
i∈S

cijxij ≤ y, ∀j ∈ [m],

xij ∈ {0, 1},∀i ∈ V, ∀j ∈ [m], y ∈ R.

(6)

問題 (6) の最適解は，IBM ILOG CPLEXのような IPソ

ルバを用いて求めることができる．あるいは，無関連並列

マシンスケジューリング問題に対するLPベースの 2-近似

アルゴリズム [21] を用いて問題 (6) を解くこともできる．

ただし，2-近似アルゴリズムの近似率 2が保持されるのは，

bj ≥ 0 (∀j ∈ [m]) かつ cij ≥ 0 (∀i ∈ V, ∀j ∈ [m])が成り

立つ場合のみである．

3.2 近似アルゴリズムの解析

非減少な SALB問題に対し，アルゴリズム MMin の近

似率を評価する．次の結果は非減少な SMLB問題に対す

る [33]の結果の一般化である．

定理 4. 非減少な劣加法的負荷分散問題 (2)に対し，アルゴ

リズム MMin は近似率 2 · (maxj∈[m]
|S∗

j |
1+(|S∗

j |−1)(1−κg(S∗
j ))

)

を達成する．ここで S∗ = (S∗
1 , . . . , S

∗
m) は問題 (2)の最適

解であり, κgj (S) は gj の S ⊆ V における曲率である．

定理 4を証明するために，劣加法的集合関数の曲率を定義

し，その性質について調べる．

曲率とモジュラ近似関数

劣モジュラ関数の場合 [13], [32] と同様に，劣加法的集合

関数の曲率を定める．ここで関数 g は標準化された非減少

な劣加法的集合関数であり，各 i ∈ V について g({i}) > 0

が成り立つことを仮定する．このとき，関数 g の S ⊆ V

における曲率 κg(S)を次式で定義する．

κg(S) = 1− min
A⊆S, i∈A

g(i |A \ {i})
g({i}) .

κg(V )を全曲率とよび，κg と表記する．定義より，任意の

S′ ⊆ S ⊆ V と i ∈ S′ に対し，g(i |S′\{i})
g({i}) ≥ 1− κg(S)が

成り立つので，次式が得られる．

g(i |S′ \ {i}) ≥ (1− κg(S))g({i}). (7)

集合関数 ĝ : 2V → R が g の α-近似とは，任意の S ⊆ V

に対し，g(S) ≤ ĝ(S) ≤ αg(S)が成り立つことと定義する．

次の補題はモジュラ関数M(S) =
∑

i∈S g({i}) (S ⊆ V )が

どの程度 gを近似するかを評価するものである．

補題 5. 0 < κg < 1 のとき，g(S) ≤
∑

i∈S g({i}) ≤
1

1−κg(S)
g(S) (S ⊆ V )が成り立つ．

証明. 1 つ目の不等式は劣加法性から直ちに成り立つ．

|S| = hとし，S = {i1, . . . , ih}とおく．各 k = 1, . . . , hに

対し，Sk = {i1, . . . , ik}と定める．このとき，不等式 (7)

を用いて g(S) =
h∑

k=1

g(ik |Sk \ {ik}) ≥ (1− κg)
∑
i∈S

g({i})

が得られ，2つ目の不等式も示された． �

さらに詳細な解析によって，任意の S ⊆ V に対し次式が

得られる．

∑
i∈S

g({i}) ≤ |S|
1 + (|S| − 1)(1− κg(S))

g(S). (8)

近似率の解析

ここでは g1, . . . , gm は非減少とし，任意の i ∈ V と

j ∈ [m]について，gj({i}) > 0が成り立つものと仮定する．

さらに，アルゴリズム MMin のステップ 0 で解く必要が

ある問題 (5) に対し，β-近似アルゴリズムを用いるものと

する．例えば，Lenstraら [21] の多項式時間アルゴリズム

は問題 (5) に対して近似率 2を達成する．

定理 4を証明するには，アルゴリズム MMin の初期解

S(0) ですでに示したい近似率を達成していることを証明す

る．つまり，以下の補題を証明すれば十分である．

補題 6. S(0) = (S
(0)
1 , . . . , S

(0)
m ) を問題 (5) の最適解

とし，S∗ = (S∗
1 , . . . , S

∗
m) を非減少な問題 SALB の最

適解とする．このとき，S(0) は非減少な問題 SALB の

(maxj∈[m]
|S∗

j |
1+(|S∗

j |−1)(1−κg(S
∗
j ))

)-近似解である．

証明. 各 j ∈ [m]について，α∗
j =

|S∗
j |

1+(|S∗
j |−1)(1−κg(S∗

j ))
とす

る．不等式 (8) から，各 j ∈ [m]について
∑

i∈S∗
j
gj({i}) ≤

α∗
jgj(S

∗
j ) が得られる．よって，次式が成立する．

max
j∈[m]

∑
i∈S∗

j

gj({i}) ≤
(
max
j∈[m]

α∗
j

)
·
(
max
j∈[m]

gj(S
∗
j )

)
. (9)

また，劣加法性と S(0) の最適性から次式が得られる．

max
j∈[m]

gj(S
(0)
j ) ≤ max

j∈[m]

∑
i∈S

(0)
j

gj({i})

≤ max
j∈[m]

∑
i∈S∗

j

gj({i}). (10)

不等式 (9) と (10) から，m分割 S(0)が非減少な SALB問

題の (maxj∈[m] α
∗
j )-近似解であることがわかる． �

4. マルチロボット・ルーティングへの応用

この節では，劣加法的負荷分散最適化と目的関数がミニ

マックスタイプであるマルチロボット・ルーティング問題

の関係について説明する．

R = {r1, . . . , rm}をロボットの集合，T = {t1, . . . , tn}
をターゲットの集合とする．各 i, j ∈ R∪ T に対し，非負
のコスト (iと j の距離) d(i, j) ≥ 0 が定まっており，コス
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ト関数 d : (R∪ T )× (R∪ T ) → R は対称的かつ三角不等

式を満たすものとする．ここで，ターゲットのロボットへ

の割り当てを考え，Sj ⊆ T をロボット rj ∈ Rに割り当
てられるターゲット部分集合とする．目的関数がミニマッ

クスタイプであるマルチロボット・ルーティング (MRR)

問題とは，T のm分割 S = (S1, . . . , Sm)と，各ロボット

rj ∈ Rについて rj が Sj に属するターゲットすべて回収

するようなパス Pj を決定する問題であり，以下のように

表される最適化問題である：

min
S

max
j∈R

RPCj(Sj) または min
S

max
j∈R

RTCj(Sj).

ここで，RPCj(Sj) はロボット rj ∈ Rが Sj のターゲット

すべてを回収するようなパスPj のコストの最小値 (ロボッ

トパスコスト, RPC) を表し，RTCj(Sj) は頂点部分集合

{rj} ∪ Sj 上のコスト関数 dに関する最小全域木のコスト

(ロボットツリーコスト, RTC) を表す．パスは木 (ツリー)

の一種なので，RPCj(Sj) ≥ RTCj(Sj)が成り立つ．

巡回セールスマン問題 (TSP) の難しさから，RPC は計

算量的に扱い易くない．その一方で，RTC は扱い易く，さ

らに {rj} ∪ Sj 上の最小全域木は {rj} ∪ Sj 上のロボット

パスでコストが 1.5 ·RPCj(Sj)以下のものに比較的容易に

変換可能である (例えば [31]などを参照されたい)．RPCj

の近似として RTCj は妥当な関数といえる．

MRR問題に対する従来手法として，特に SSI (Sequential

Single-Item) オークションに基づいた近似アルゴリズムが

広く研究されている [17]．このアプローチでは割り当て問

題をオークションとしてとらえ，ロボットを入札者，ター

ゲットを商品とそれぞれみなす．オークションは，複数

回 (ターゲットの個数回) のラウンドから構成される．ど

のターゲットもロボットに割り当てられていない状態から

開始し，ラウンド 1 回ごとにただ 1 つのターゲットの割

り当てが決まる．各ラウンドの流れを説明する．各ロボッ

トは，現在そのロボットに割り当てられているターゲット

集合とまだ割り当てられていないターゲットに関する距離

情報を用いて，入札するターゲット 1つと入札値を決定す

る．すべてのロボットの入札値を受け，勝者となるロボッ

トがただ 1つ決定され，対応する 1つのターゲットがオー

クションの勝者に割り当てられる．以上の手続きは，すべ

てのターゲットが割り当てられるまで行われる．

劣加法的負荷分散最適化手法を用いることで，MRR問

題に対する新しいアプローチを与えることができる．これ

は関数RTCj(Sj)が最小全域木関数 (§2.2) なので，劣加法
的集合関数となるためである．

5. 計算機実験

マルチロボット・ルーティング (MRR) 問題に対するア

ルゴリズムの性能評価のために，Intel Core i5-6300U (ク

ロック数 2.40GHz，4CPU コア) と 8GBのメモリで構成

される PC上で，1コアのみを利用して実験を行った．本

実験では，3 節のアルゴリズム MMin を C++で実装し，

MMin の中で現れる部分問題 (6)は IBM ILOG CPLEXを

用いて解いた．また，以下の代表的なMRRアルゴリズム

を実装した：

• 最小全域木に基づいたアルゴリズム MST [19] は本

稿のアルゴリズム Greedy と一致する *1. 本実験で

は性能評価のために，RTCと RPCの両方の値を

用いる．MST/MMin において RPC の値を計算す

る際に，各ロボットの持つツリー (最小全域木) を

パスに置き換える必要がある．ここでは，MRRで

はよく行われるように [16], [19]，ショートカット法

[20] によってパスを生成している．

• Path [17], [19] はオークションに基づく標準的なア

ルゴリズムである．各ロボットは，枝を何も持っ

ていない状況から開始し，TSPの挿入ヒューリス

ティクス [20]を用いて，貪欲にパスを拡大してい

く．オークションの各ラウンドでは，例えば最小

(あるいは準最適) な RPCを達成するロボットが割

り当てられていないターゲットを獲得する．以上の

手順はすべてのターゲットが割り当てられるまで

行われる．Path は直接 RPCの値を計算するため，

(RTCは用いることができないので) アルゴリズム

の性能比較では RPCを基準として用いる．

本実験では，日本の函館地区のロードマップを用意し，さ

らに 2 点間の距離については Open Source Routing Ma-

chine*2 を用いて前計算を行った．このようにして本実験

では全距離情報を持つことで距離情報を直ちに得られる

が，このような状況はMRR問題の一般的な問題設定の一

つである [18], [34]．実際，函館のような小さい都市にマッ

プを限定するときは，全距離情報を利用して乗り合いタク

シーの経路計算などが可能である [26]．

本実験では，ロボット数を 5に固定し，ターゲット数は

50と 100の 2つのケースを扱った．マップ上にロボット

とターゲットをランダムに配置することで，各ケースにつ

いて 100個のインスタンスを生成した．

表 1 は RTC の値と計算時間の平均値を示している．こ

こで Pathが含まれていないのは，Pathが RTCの計算を

用いないアルゴリズムであるためである．また，表 1 の

「初期分割」の値は，MMinの初期解であるm分割として

3節で述べたものについて，その RTCの値と，それを見

つけるのにかかった計算時間を表している．反復アルゴリ

ズムであるMMinは，初期分割から解を改善していく．初

期分割としては 3節で述べたものと異なるm分割を用い

ることも可能である．MMin + MST は，初期分割として

*1 Wei ら [33] はこのアルゴリズムと非常に近いアルゴリズム
GreedyMin を用いている.

*2 http://project-osrm.org/
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表 1 MST と MMin の RTC の値と計算時間の比較

MST 初期分割 MMin MMin + MST

ターゲット数 RTC 時間 (s) RTC 時間 (s) RTC 時間 (s) RTC 時間 (s)

50 42,208 0.0002 47,392 0.80 38,202 1.29 36,326 0.63

100 54,840 0.17 66,131 12.89 50,437 13.81 47,752 0.76

表 2 各手法の RPC の値の比較

ターゲット数 MST Path MMin MMin + MST

50 52,336 49,792 50,984 50,446

100 72,553 69,002 68,282 68,067

MSTにより求めたm分割を用いてアルゴリズムMMinを

実行したものである．

RTC の値について，MMinはMSTと比べ，ターゲット

数 50の場合は 10%，ターゲット数 100の場合は 8%小さい

値の解をそれぞれ生成している．MMinの初期分割の状態

では MSTよりも劣っているが，MMinの反復操作によっ

て，初期分割がうまく改善することがわかる．

ターゲット数 50のすべてのインスタンスについて，MMin

の反復回数は平均 17.92回 (最小 4回, 最大 56回) であっ

た．ターゲット数 100の場合は，平均反復回数は 21.45回

(最小 5 回, 最大 62回) であった．MMin が多くの反復回

数を要する場合であったとしても，初期分割を求めるのに

かかる計算時間がかなりの割合を占め，全体の計算時間の

62-93 %となった．ソルバーである CPLEXにとって，初

期分割を求めるための IPは，それ以降のMMinのすべての

反復で現れる IPよりも難しいということがわかる．初期

分割の計算時間は，ターゲット数 50の場合 0.80秒，ター

ゲット数 100の場合 12.89秒となり，ターゲット数の増加

によりかなり難しい計算となることもわかる．ターゲット

数 50で最も計算時間のかかったインスタンスでは，MMin

は初期分割を求めるのに 19.67 秒を必要とし，残りのすべ

ての反復の計算は合計でたった 0.72 秒しかかからなかっ

た．ターゲット数 100の最悪ケースのインスタンスでは，

初期分割の計算に 365.87 秒，残りの計算に 4.53秒がそれ

ぞれかかった．

RTCの値と計算時間の両方について，MMin + MST は

最も良い値を示している．これは，MMinにおいてオーバー

ヘッドとなった初期分割の計算を避けられているだけでは

なく，MMinの初期解よりも良い MSTの解を初期解とし

て用いているためだと考えられる．このことは，実用上は

このようなハイブリッドなアプローチが重要であることを

示している．オークションに基づいたMRRアルゴリズム

について，[19] ではその近似率の限界に関する議論してい

る．しかし，アルゴリズムMMinは分散型ではなく集中型

のアプローチである．MMin + MST のような集中型のア

ルゴリズムによって，MRR問題に対し既存の分散型アル

ゴリズムやその限界値よりも良い近似率を達成可能かどう

かの検証は，今後の重要な課題である．

表 2 は各手法の RPC の値を示している．ツリーをパ

スに置き換えるショートカット法は近似アルゴリズムなの

で，理論上は RTC の値が良いからといって，RPC の値も

良いとは限らない．しかし，実際は RPCを基準としても，

MMin は MST よりも良い性能を示している．RPCの値の

平均値について，MMinは MSTと比較して，ターゲット

数 50の場合は 3%，ターゲット数 100の場合は 6%良い解

を出力している．

RPCについて，ターゲット数 50の場合は Pathが最も

良い値を示しているが，ターゲット数 100の場合はMMin

の方が Pathよりも良い．また，MMin と MST を組み合わ

せた手法は，RPCの値についてMMinを若干上回り，ター

ゲット数 100の場合は最も良い値を示している．

MRR問題において，最適なRPCの値と比較して，Path

と MST は同じ近似率を達成することが知られているが，

Path の方がMSTよりも良い性能を示す傾向にあるという

共通の認識がある [19]．本実験においてもMSTと Pathの

単純比較ではその傾向は正しい．しかし，本実験結果は，

RTCを基準として (つまり最小全域木関数を用いて) 求め

たツリーの解をパスに置き換えるというアプローチがPath

の性能を超えるポテンシャルを持つこと示しており，MRR

問題に対するさらなる研究の可能性を示唆している．

6. まとめ

本研究では，劣モジュラ負荷分散最適化の一般化である

劣加法的負荷分散最適化問題に対し，モジュラ関数近似を

用いたアルゴリズムを提案し，劣加法的関数が非減少な

場合の近似率を評価した．さらに，マルチロボット・ルー

ティングへの応用を通じてアルゴリズムの性能を評価した．

人工知能分野への劣加法的集合関数の応用は新しいもので

あり，劣加法的最適化によるアプローチは人工知能や機械

学習分野の新たな方向性を示唆するものである．今後の課

題として，初期解を変えたときの提案アルゴリズムの理論

的および実験的性能に関するさらなる詳細な解析が挙げら

れる．また，提案アルゴリズムの反復操作が近似率の理論

的な評価を改善するかどうかも明らかにはなっていない．
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