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ヘテロ並列計算環境のためのタスクスケジューリング手法のサーベイ

須 田 礼 仁†

高速ネットワークの普及にともない，ヘテロな計算機から構成されるネットワーク計算環境が現
出しており，ヘテロ並列計算環境に適した並列化手法の必要性が高まっている．本稿ではタスク並列
パラダイムにおける主要な問題であるスケジューリングアルゴリズムについて，ヘテロ並列計算環
境に関した研究のサーベイを行う．大規模アプリケーションを想定して目的関数をスケジュール長
（makespan）に絞るが，divisible load theory やマルチプロセッサタスクも含める．

A Survey on Task Scheduling
for Heterogeneous Parallel Computing Environments

Reiji Suda†

Network computing environments with heterogeneous computers have emerged as results
of speedups of computer networks, and needs of parallelization technologies for heterogeneous
parallel computing environments are increasing. This paper surveys scheduling algorithms,
which are the major issue of parallelization in the task parallel paradigm, for heterogeneous
parallel computing environments. The objective is limited to the schedule length (makespan)
assuming large scale applications, but divisible load theory and multiprocessor task are in-
cluded.

1. は じ め に

クラスタは広く普及し，MPIによる並列プログラミ

ングは今や常識である．効率的な並列化のために必要

なのは，逐次性の回避，負荷の均衡化，通信量・回数

の削減，通信遅延の隠蔽であるが，これらの知見も一

般に広まり，並列化技術の基盤はすでに固まった．こ

れらの技術の多くは，均一なプロセッサ仕様，占有的

な利用と安定した動作，適度に効率的で十分な並列性

を持つ通信メカニズムなどを仮定している．これらの

仮定は，効率的な並列処理を許容可能な複雑さのプロ

グラミングで実現するためには必須である．メタコン

ピューティング，マルチクラスタやグリッドなど，深

い並列性階層を持つアーキテクチャも急速に広まって

いるが，そのような場合であっても基礎としては従来

型の均一な並列環境が用いられ続けるであろう．

しかし，ネットワークの急速な普及と今後期待され

るさらなる性能向上は，あらゆる計算機がネットワー

クを通じて相互に結合されることを意味する．このよ
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うな環境では，接続されているコンピュータの仕様が

一様であるという仮定は明らかに制約が強すぎる．グ

リッド環境も当然のことながら非一様なハードウェア・

ソフトウェアを想定している．また，ユビキタスある

いはパーベイシブな環境を大規模計算に利用しようと

すれば，当然ヘテロな並列プロセッサを想定しなけれ

ばならない．このように，ヘテロな仕様のプロセッサ

が結合した並列計算環境は，今後いっそう重要性を増

してくるものと考えられる．以下ではこのような計算

環境を「ヘテロ並列計算環境」と呼ぶことにする．タ

スク並列とデータ並列は並列化の 2大パラダイムであ

るが，本稿ではこのうちタスク並列の主要問題である

スケジューリングのアルゴリズムを対象とする．

本サーベイの目的は，ヘテロ並列計算環境のための

既存の並列化技術を概観し，現在までに得られている

知見を総合するとともに，現在欠けている技術を明確

にして，今後の研究開発の方向性を示唆することであ

る．この分野の裾野は意外に広く，しかもここ数年非

常に多くの研究がなされており，日々その地平線は広

がりつつある．このため以下に述べるように本稿で取

り上げる範囲は相当に制限せざるをえないが，それで

も将来にわたるこれらの技術の必要性に鑑み，今後の

研究開発にわずかでも資することができれば幸いと考
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える．

後述のように本稿の中心はGrahamらのサーベイ88)

を基点とするスケジューリング理論であるが，ずっと

後になり Braunら38) が独立に諸概念を再定義してお

り，それに従っている研究もいくつかある．両者はヘ

テロ性を意味する用語が異なり，一方しか知らないと

他方の論文を検索することすら難しいため，これらの

用語を紹介することも本稿の役割の一部である．また

ヘテロ並列計算環境のためのタスクスケジューリング

については日本人の貢献がきわめて少ないので，多く

の方々にこの分野を知っていただき，利用あるいは研

究していただきたいと願うものである．

1.1 本稿で扱うテーマと本稿の構成

タスク並列のパラダイムでは，計算全体はタスクま

たはジョブと呼ばれる独立に処理できる部分に分割さ

れており，これらのタスクをどのマシン（プロセッサ

ともいう）でいつ実行するかというスケジュールを決

定することが主要な問題であるとする．タスクスケ

ジューリングの問題には，タスク間にはまったく依存

関係がない独立タスクスケジューリングと，あるタス

クは別のタスクの終了，あるいは別のタスクから送ら

れてくるデータの受信を待たなければならないDAG

スケジューリングがある．さらに，スケジューリング

の前にすべてのタスクの情報が得られているオフライ

ンスケジューリングと，スケジュールをするに従って

タスクの情報が与えられるオンラインスケジューリン

グの違いが大きい．本稿では 2章でヘテロ性のモデル

について概観した後，3章でタスクが任意のサイズに

分割できると仮定する divisible load theory（DLT），

4章ではタスクの実行を中断し別のマシンで再開でき

るプリエンプティブスケジューリングを取り上げる．

これらのモデルではタスクが分割できるという自由度

を利用して効率的なスケジュールを得ることが可能で

ある．その後分割できないタスクのスケジューリング

として，5章で独立タスクのオフラインスケジューリ

ング，6章で DAGのオフラインスケジューリング，7

章でオンラインスケジューリングを取り上げる．さら

に 8章では各タスクが複数のプロセッサを使用するマ

ルチプロセッサタスクのスケジューリングを取り上げ

る．最後に 9章は全体のまとめとする．今後の課題な

どは原則として各章の中で論ずる．

タスクスケジューリングには多様な問題設定がある

が，本稿では目的関数をmakespan（スケジュール

長ともいう）に絞る．これは科学技術計算や最適化問

題など，大規模で計算量の多いひとまとまりの計算を

分割し，多数の計算機に分散して処理させることによ

り，短時間で終了させたい場合に適した目的関数であ

る．実際には，多数のタスクが流れるなかで総体とし

て効率良くかつ公平にシステムを運用することもきわ

めて重要なのであるが，本稿でのスタンスは，それを

追求する前提として単一の計算を効率的に処理するこ

とが必要だということである．したがって，待ち行列

理論や，ウェブサービスや電話・放送網などを含む平

均応答時間を主な目的関数とする研究は原則として除

外する．また，耐故障性やデッドラインのある実時間

処理に関する研究も重要であるが，主たる目的関数が

異なってしまうので除外することとした．メモリ量や

I/O能力，2次記憶やファイルなどのリソースが制約

条件や目的関数に含まれる研究も多数あり，実用上も

重要ではあるが，これはそれだけでサーベイを行って

も大変なほど深さと広さのある問題であり，ここでは

やむをえず割愛する．

2. ヘテロ並列計算環境のモデル

並列処理の所要時間を考えたとき，最も基本的な要

素は計算と通信である．以下本章では，計算と通信の

ヘテロ性のモデルについて論ずる．

まず，本稿において共通に用いる表記を導入する．

ある一定のまとまりの処理を表すタスク（ジョブと

も呼ばれる）は n 個あり，T1, T2, · · · , Tn で表す．

マシン（プロセッサとも呼ばれる）は m 台あり，

M1, M2, · · · , Mm で表す．タスク Ti をマシン Mp で

処理したときの所要時間を tip とする．以下では n

と m はそれぞれつねにタスクとマシンの数を表す．

さらに，特に断ることなく，i，j はタスクの添字，p，

q はマシンの添字であるとする．また，「タスク Ti」と

あるいは「i 番目のタスク」というべきところを，省

略して「タスク i」という．

2.1 計算時間のモデル

Graham ら88) は 1979 年当時のスケジューリング

理論のサーベイにおいて，並列処理における所要時間

モデルを 3つに分類している．これはスケジューリン

グの分野では 25年以上の歴史を有する確立した概念

なので，本稿でもこれに従うことにする．

所要時間 tip がマシン p によらないとき，これらの

マシンは identicalであるという．これはホモな並列

計算環境に対応する．

任意の i，p に対して所要時間が

tip = wi/sp

と書けるとき，これらのマシンは uniformであると

いう．wi はタスク i の仕事量，sp はマシン p の速度

と呼ばれる．



94 情報処理学会論文誌：コンピューティングシステム Nov. 2006

所要時間に上記のような制約を課さない場合，これ

らのマシンは unrelated であるという．Unrelated

の場合には，マシン p でタスク i が処理できない場

合を tip = ∞ として扱うことができるとする．

このように，計算性能がヘテロな並列計算環境は

uniformな場合と unrelatedの場合の 2つに細分化さ

れる．Identical，uniform，unrelatedという用語はハ

イパフォーマンスコンピューティング分野での語感に

マッチしないが，スケジューリング分野では完全に定

着している．そのため，本稿でもこれをそのまま採用

する．

Uniformという仮定は理論的には便利な仮定で，後

に見るように unrelatedと uniformでは問題の難しさ

がまったく違う．しかしその一方で，現実のヘテロな

プロセッサが uniform という条件を満たすというの

は非常に期待しにくい．任意のタスクに対して所要時

間がマシン速度に反比例するためには，マシンのアー

キテクチャが同一で，メモリやディスクへのアクセス

所要時間も一様に速度に反比例し，かつキャッシュや

メモリなどのサイズは同一でなければならない．唯一

uniformが現実的なのは，（マシンではなく）タスクの

処理内容がすべて同一の場合である．この場合，各タ

スクの処理時間の逆数をマシン性能と定義できる．こ

の場合タスクの仕事量は 1 と仮定して一般性を失わ

ないので，このような問題をUET（Unit Execution

Time）と呼んでいる（本来 identicalの場合にのみふ

さわしい用語であるがヘテロの場合にも流用されて

いる）．

タスク i がどのマシンに割り当てられるかを示す割

当て変数（assignment variable）は

xip = 1 タスク i をマシン p に割り当てる

= 0 それ以外

と定義される．マシン p における計算時間は通常

CX
p =

n∑
i=1

xiptip (1)

とモデル化される．

2.2 通信時間のモデル

計算時間について参照した Grahamらの論文88) は

通信に関しては何も述べていない．通信を考慮したス

ケジューリングの理論はその後展開された153) が，残

念ながらヘテロなマシンに対してはほとんど結果がな

い．本稿でもほとんど取り上げることはないが，今後

の発展を期待してひととおり紹介しておく．

スケジューリング理論では，先行制約があるタスク

i，j があったとき，タスク i がマシン p に，タスク

j がマシン q �= p に割り当てられると，タスク i の

完了後ある時間（通信時間）が経過しないとタスク

j が開始できない，とモデル化する場合が多い．主流

のモデルではこの通信の所要時間をタスクとマシン

で決まる cijpq とし（このまま制約をもうけなければ

unrelatedな通信性能），さらに

cijpq = cij/bpq

（uniformな通信性能）と簡単化する場合が多い．こ

こでは cij は通信量，bpq はバンド幅である．さらに

バンド幅がマシンによらず bpq = 1 とする場合も多い

（identicalな通信性能）．

複数のタスクが同じデータを必要とする場合も多く，

そのような場合に重複してデータを転送するのは無駄

である．そこで，タスク i が生成するデータセット

Dgen
i と必要とするデータセット Dreq

i を定義し，マ

シン p からマシン q には

Dcom
pq =


 ⋃

i:xip=1

Dgen
i


⋂

 ⋃
j:xjq=1

Dreq
j




だけのデータが送信されるものとモデル化する場合が

ある．この場合，データセットの各要素にサイズを定

義し，identical または uniform な通信性能を仮定し

て通信所要時間をモデル化することが多い．

2.3 Grahamらの 3項表記

本稿ではGrahamら88) により導入された 3項表記

法を若干修正して利用する．これはスケジューリング

理論では定着しているものであるが，取り上げている

問題を簡潔かつ明確に表現でき，問題のバリエーショ

ンがはっきりするので未解決問題も明らかになり，非

常に価値が高い．

3項表記は 3つの項を縦棒 | で区切った α|β|γ とい
う形をしている．最初の α はヘテロ性とマシン数に

関する仮定，中央の β は各種の条件，最後の γ は最

適化における目的関数である．

最初の α の項としては，記号 P，Q，R を identi-

cal，uniform，unrelatedの意味で用いる．マシン数

が固定の場合にはそれをこれらの記号の後に書く．た

とえば Q2 と書けば uniform なマシン 2 台という問

題設定を意味する．また慣例として，Qm と書く場合

には，マシン数 m は任意だが，計算量を考えるとき

には固定されて「定数」と見なされることを意味する．

もっとも，現在ではマシン数 m は非常に多くなって

きているので，Qm に対するアルゴリズムにどれだけ

の意味があるかは再検討の必要がある．

中央の β の項としては，各種の条件が入る（以下

のような条件が何もなければ空文字列となる）．本稿
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で Graham らの論文から引用するものとしては，プ

リエンプションを意味する pmtn と，先行制約の存在

を意味する prec がある．先行制約が treeなどの構造

に制約される場合には prec の代わりにその構造が書

かれる．UET の問題では UET，オンラインの問題

では online を入れる．通信が入ればそのモデルを記

述するが，本稿で出てくるのはUnit Communication

Time（UCT）のみで，この場合 UCT と書くことに

する．このほか必要に応じて適宜導入する．

最後の γ は目的関数である．これは本稿では

makespanのみであり，Cmax と書かれる．

2.4 今後の課題

UET以外で完全に uniformな計算環境というのは

考えにくいが，他方タスクの処理時間のマシン依存性

に何の制限もない unrelatedという仮定は，汎用計算

機から構成されるシステムを考えると，過度に一般化

されている．これに対して一部の研究122) では，所要

時間を

tip =

l∑
k=1

wik/skp

のようにモデル化している．ここではタスクは l 種類

の演算の組合せからなり，wik はタスク i に含まれる

演算 k の仕事量，skp はマシン p が単位量の演算 k

を処理する際の速度である．このモデルは uniformと

unrelatedを結ぶモデルとして興味深いが，残念なが

らこれまではこの仮定がアルゴリズムの設計の役には

立っていない．

別のアイデアとしては，uniformからの乖離度を制

約するというものが考えられる．すなわち所要時間を

tip = ωipwi/sp

のように uniform な場合の時間に速度低下率 ωip を

かけた形でモデル化しておき，速度低下率の範囲を

1 ≤ ωip ≤ ω̄

のようにマシンやタスクによらない定数で制約する

のである．さらに上記 2 つのモデルを組合せ，定数

ω̄ ≥ 1 と基準速度 sp があって，要素速度 skp が

sp/ω̄ ≤ skp ≤ sp のように抑えられるとするモデル

も考えられる．このようなモデルを工夫して，従来は

unrelatedと分類されていた問題に対して効率的なア

ルゴリズムを開発することが望まれる．

また，複数のタスクが割り当てられたときの所要時

間を式 (1)のように表現するのも，現実の所要時間を

適切に表現しているとはいいにくい．実際の計算環境

では命令・データキャッシュの影響などで，このような

単純な所要時間になることはほとんど期待できない．

現実の所要時間により近く，しかも現実的な計算量の

スケジューリングアルゴリズムが構築できるような所

要時間モデルの開発が期待される．

通信時間についてはさらに事態は深刻である．Sin-

nenら146) が指摘するように，単一のメッセージをマ

シン p からマシン q に送信するだけでも，通信が計算

速度に影響するかどうか，計算と通信がオーバラップ

できるかどうか，送信命令が受信命令よりも先に出さ

れた場合に通信はいつおきるのか，どういうルーティ

ングがとられるのか，他の通信（q から p への通信，

p から他のマシンへの通信，他のマシン間での通信）

との衝突が生じた場合にどれだけのペナルティがかか

るのかなど，通信時間に影響するファクタはあまりに

も多い．ネットワークの接続位相はいかようにも定義

ができる．そして，ハードウェア・ソフトウェアの作

りにもよるが，一般にメッセージ長と通信所要時間と

の関係は非常に複雑である．

今後，通信スケジューリングの問題は現実世界にお

いてさらに重要性を増してくることは確実である．そ

のため，今後さまざまな通信時間モデルが提案される

ことであろう．上記の問題のうちのいくつかを解決す

るモデルを構築することは比較的容易であるが，ハー

ドとソフトの現状および未来の可能性に適応できる汎

用性を持ち，しかも計算量的な複雑さを適度に抑えた

アルゴリズムの構築を許すようなモデルができるかど

うかと問われると予測は難しい．一方では現実的な所

要時間にあうように数学的な定式化を行うことと，他

方ではそれに近いモデルで現実的な計算量と性能を達

成するスケジューリングアルゴリズムを開発すること

の，両方が必要である．

現実の計算環境では，所要時間がすべて分かってい

るということは少ない．予測される所要時間がある程

度の精度を持っていれば，予測値でスケジューリング

することは十分現実的である．この場合，厳密な最適

解を得ることは重要ではなく，適当な近似解で足りる

ことはもちろんである．

一部の研究では実行時間が確率的な挙動をすると仮

定して，実行時間の不確定性をモデル化しようとして

いる．マシンの計算時間の最大値であるmakespanの

平均値は，各マシンの平均計算時間の最大値以上103)

となる．そのため，タスクの実行時間を平均値で置

き換えて makespan を最小化しても，必ずしも平均

makespanを最小化しない．そこで平均makespanを

評価し，それを最小化するという研究もある62)．

他方，マシン性能が不確定という問題設定も考えら

れる．Unrelatedモデルで，マシン性能が不確定であっ
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ても一定であれば，最初に何かのタスクを試行してみ

て性能を測定してから他のタスクのスケジュールをす

るのが自然である．性能が時間的に変化しても，比較

的ゆっくりであれば，似たようなことで対応できる．

3.3 節では一部そのような研究を紹介するが，他の分

野ではまだ非常に少ない．

さらに極端な状況である所要時間が完全に未知の場

合については，オンラインスケジューリングの章で一

部触れる．

3. Divisible Loadとマスタ・ワーカ

本章ではスケジューリング手法のサーベイの最

初として，DLT（Divisible Load Theory．定

着した和訳がなく，綴ると長く読みにくいので，以

下では比較的通用する略語である DLT を用いる

ことにする）と，それに関係の深いマスタ・ワー

カ（マスタ・スレーブともいう）型のスケジュー

リングについて述べる．DLT については比較的最

近のよくまとまったサーベイとして Bharadwaj ら

のもの27) があり，T. Robertazzi のウェブページ

http://www.ece.sunysb.edu/~tom/dlt.html に網

羅的な文献リストがあるので，ここではいくつかの論

文を紹介するにとどめる．

DLTでは，タスクは任意のサイズに分割することが

でき，各部分は任意のプロセッサで独立に処理するこ

とができる．通常マスタ・ワーカモデルを採用し，初期

状態ではマスタと呼ばれる 1台のマシンにすべてのタ

スクが置かれていて，ネットワークを通じてタスクを

ワーカに配分して処理を行う．マシンは一般にヘテロ

であるが，タスクは均質であるため必然的に uniform

である．DLTはUETモデルでタスク数を無限に多く

した極限と見なすことができる23)．Partitionableあ

るいは bag-of-tasksと呼んでいる研究者もいる．

このようにモデルが簡単であるので，通信時間を無

視してしまうと最適解は自明である．すなわち，タス

ク量をマシン性能に比例して割り当ててやればよい．

しかし通常は通信コストを適当に設定して，通信と計

算をあわせてスケジューリングする．その際ネットワー

クトポロジを考慮するのが一般的で，デイジーチェイ

ン48)，バス結合1)，木49) のほか多様なモデルが取り

上げられている．最初はマスタからワーカへのタスク

の転送が 1 度だけのシングルラウンド（single in-

stallmentまたは single round）であったが，その

後複数回に分けて転送するマルチラウンド 22)（multi-

installmentまたはmulti-round）も考慮されるよ

うになった．シングルラウンドではワーカに割り当て

るタスク量が比較的簡単な式で陽に表現できる場合が

多い．

DLT のモデルは一見すると簡単すぎるように思わ

れるかもしれない．しかし上記とよく似た結果はさま

ざまな場面で再発見4),15),55),133) されていて，そのこ

とは DLTの有用性を示唆している．また応用として

は，初期の論文はセンサから得られたデータをワーカ

に分散して分析させることを目的にしていたが，その

後，マルチメディア25) や画像処理4) などにも応用さ

れている．

3.1 タスクの転送順序の最適化

初期の研究ではワーカの順序が固定されていたが，

その後ワーカにタスクを送る順序の最適化が行われた．

この節の結果はいずれもシングルラウンドを仮定して

いる．

Bharadwajら21) は，タスクの転送時間はサイズに

比例するが，係数はヘテロでもよいと仮定した．ネッ

トワークはマスタを中心とするスター結合だがシング

ルポートで一度に 1つのワーカにしかタスクを送れな

いとする．このとき彼らは通信のバンド幅が広いワー

カに先にタスクを転送するのが最適であることを示し

た．ネットワークが木でも同様である105)．

一方，Barlas 12) は，通信時間がタスクサイズに依

存しない定数の場合について，結果の収集も含めて考

察した．やはりスター結合であるが，所要時間モデル

として，ワーカ Mp へタスクを送信する時間を αp，

Mp がサイズ ρ のタスクを処理する時間を γpρ，Mp

からマスタに結果を返送する時間を καp（κ は定数）

とした．このとき，αpγp が小さいマシンから順に転

送し，結果の受信はその逆順にするのが最適である．

したがって，通信速度がマシンによらなければ，高速

なマシンに先にタスクを送るということになる．バス

結合でも同様である24)．

すなわち，通信時間が線形なら通信性能，定数なら

計算性能に従ってワーカを順序付けるのが最適という

ことになる．しかしながら通信時間としては定数項＋

線形項というモデル（このような所要時間モデルを

アフィンなモデルという）が用いられることが多い．

Beaumontら17) が特殊な場合について最適化を考察

しているが，Drozdowskiら67)はアフィンな計算時間

での最適化は NP困難であることを証明し，アフィン

な通信時間でもNP困難であろうと予想（conjecture）

している．Genaud ら81) は通信時間が非線形の場合

も含めた最適化を試みている．

3.2 マルチラウンドスケジューリング

Beaumont ら11),15),17) は計算時間と通信時間がア
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フィンなモデルのマルチラウンドスケジューリングに

対する漸近最適スケジューリングを提案した．そこで

はスケジュールの最初と最後以外は，同一スケジュー

ルからなる定常ラウンドを反復するものと仮定する．

そして，所要時間の定数項を無視したモデルに対する

定常ラウンドの最適スケジューリングを求める．この

ときラウンド数 k に対して定常ラウンドのスケジュー

ル長を T/k とおくと，T は所要時間の定数項を含め

た場合の makespan の下限となる．また，本来のア

フィンな所要時間モデルにおける定常ラウンドのスケ

ジュール長はある定数 A を用いて T/k + A で抑え

られる．そして，スケジュールの最初と最後の部分を

含め，全体の makespanは T + T/k + Ak 以下とな

る．ここで k ≈
√

T/A とおけば Cmax ≈ T +2
√

TA

になる．最適な makespan Copt
max は T 以上であった

ので Cmax/Copt
max ≈ 1 + 2

√
A/T となり，A が定数

なので T → ∞ において Cmax/Copt
max → 1 となる．

これを漸近最適と彼らは呼んでいるが，マシン数を固

定してタスク量だけを増やした話なので，計算量理論

における最悪性能比（後述）とは異なる概念である．

なお，Ooshitaら128) は上記の系列に属す従来研究の

一部における線形計画法の定式化は，閉路を含むネッ

トワークではシングルポートの制約を満たす通信スケ

ジューリングができないことを指摘している．

一方，Yangら159) はラウンドサイズを等比級数的

に大きくする UMR なる手法により，所要時間の定

数項によるオーバヘッドを軽減できるとしている．彼

らは後の論文160) でセルフスケジューリングの手法で

ある factoringを参照し，途中から等比級数的にラウ

ンドサイズを小さくする手法を RUMRと呼び，これ

により所要時間のモデルからのずれを吸収しうるとし

ている．また Yamamotoら158) は UMRを拡張した

PTUMRを提案している．UMRをはじめとするこれ

らの研究ではワーカがアイドルになる時間がないとい

う仮定のもとにアルゴリズムを設計しているが，他方，

前述の Beaumont らの定常ラウンドの最適解ではア

イドルになるワーカが必要となる．

計算時間も通信時間も線形であれば，Beaumontら

の定常ラウンドスケジューリングでラウンド数を無限

に増やした極限が最適となる．しかしアフィンな計算

時間モデルでは厳密な最適解は一般に定常ラウンドや

等比級数にはならず，それを求めることは現実的でな

い．Drozdowskiら66)はタスク量とワーカの選択を組

合せ最適化として定式化し，分枝限定法やGAで近似

的に最適化することを試みている．

3.3 マスタ・ワーカのその他の結果

ここでいったんDLTを離れ，UETタスクに対する

マスタ・ワーカのスケジューリングについて概観する．

Beaumontら16) は，マスタ・ワーカモデルを仮定

して，通信を考慮したスケジューリング問題の厳密な

最適化問題の複雑さについて検討している．マスタは

シングルポートとし，通信時間がタスク量に依存しな

いとする．計算前に通信が必要な場合にはグラフの重

み付きマッチング問題に帰着させて O(n5/2) で最適

解が得られる．計算後にも通信が必要な場合は強 NP

困難となるが，計算前と計算後を独立に最適化する手

法に対してある種の性能バウンドを得ている．通信時

間がタスク数に比例する場合については，DLT と同

様の漸近最適スケジューリングを示している．一般に，

タスクサイズを有理数に制限することにより，DLTの

定常ラウンドスケジューリングは UETに適用するこ

とができる11),128)．

Dutot 68) はネットワークがデイジーチェインの場

合は O(nm2) の計算量で最適解が得られることを示

した．これと上記の Beaumont らの結果を合わせる

と spider（マスタ以外は子孫が 1つ以下である木）に

対する最適解も得られることを指摘している．さら

に Dutot 69)はネットワーク構造が treeで store-and-

forwardの場合には最適スケジューリング問題は強NP

困難であることを示した．

マスタ・ワーカ型の処理は動的負荷分散に用いられる

ことが多い．Factoringなどの古典的な（identicalマシ

ン向けの）セルフスケジューリング手法をそのまま適用

する場合も多いが，ヘテロ向けの手法もいくつか提案さ

れている．Flynn Hummelら76)はチャンクサイズをマ

シン速度に比例させるweighted factoringを提案した．

Clarkeら57)は実行結果からマシン性能を推定してチャ

ンクサイズを修正する手法を提案している．Banicescu

も同時期に同様の手法である adaptive factoringおよ

び adaptive weighted factoring を提案している（共

同研究者41) の記述が明確）．Chronopoulos ら53) の

DTSS（distributed trapezoid self-scheduling）も同

様であるが，システムの実行キューの長さから実効

性能を評価している．Ferreto らの Adaptive Time

Factoring 73) は計算量ではなく「推定所要時間」を

factoring することで自然にヘテロな環境に対応でき

る手法である．Chengら50) は最初にタスクのうち一

定の割合を性能比（原著では「クロック比」）で分割

し，その後セルフスケジューリングに切り替えること

を提案している．
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3.4 マスタやタスクの種類が複数の問題

ほとんどの DLTの論文はマスタ・ワーカを仮定し

ているが，Haddad 89),90) は初期状態で任意のマシン

がタスクを持っていてよい場合について論じている．

Suda ら149) はこれを Multi-Master Divisible Load

と呼んでいるが，スケジューリングの結果として他の

マシンにタスクを送るものがマスタ，受け取るものが

ワーカとなるのであって，事前に区別されているわけ

ではない．特殊な場合として従来のシングルマスタの

モデルを含んでいる．

Haddadの論文はいずれもワーカはタスクの受信待

ちを起こさない場合に限って解析されている．「受信待

ちを起こさない」という仮定は従来のシングルマスタ

を含まない厳しい制約であるが，シングルラウンドで

最適解が得られるという利点がある．また通信時間は

タスク量に比例する簡単なモデルとなっている．

Baninoら11)は線形計画を用いて定常ラウンドの漸

近最適スケジューリングを導いている（しかしシング

ルポートではスケジュールできない場合が生じる128)）．

Marchalら120)はさらにマスタごとにタスクの性質が

異なる場合について考察しているが，定常ラウンドに

限っても NP困難な定式化となっており，線形計画緩

和と貪欲算法による近似アルゴリズムを提案している．

ここでは最初からマルチポートを想定している．

一方，Sudaら149)は均一な完全結合ネットワークの

場合は通信時間がアフィンなモデルに対して漸近最適

解が O(m log m) の計算量で求められることを示した

（シングルポートを仮定している）．また，ラウンドサ

イズを可変として，定常ラウンドの前のプロローグと

最後のエピローグも含めてスケジューリングを最適化

した．これは受信待ちがなくてもよい場合は Haddad

の解に，マスタ・ワーカの場合は Beaumontらの定常

ラウンドスケジューリングの改良になっている．

なお，上述の Marchal ら120) の研究では異質な複

数種類（types）のタスクが同時に処理されるという

モデルになっている．一方multiple divisible loadと

呼ばれる研究の多く26),65)は 1種類のタスクを処理し

てから次の種類に移るというモデルになっており，従

来モデルとあまり差がない．

3.5 今後の課題

本章ではGrahamの 3項表記を用いなかった．これ

は DLTではタスクモデルが単純な分，マシンとネッ

トワークの条件が複雑であるためである．これまでど

のような問題設定で解かれてきたのか分析してモデル

を整理し，未解決問題を明確にする必要がある．

既存のアルゴリズムのいくつかは大規模な線形計画

問題を解く必要がある．より高速な近似アルゴリズム

が構築されることが望ましい．また，3.4 節で論じた，

マスタやタスクの種類が複数の問題についてはまだ研

究が始まったばかりで，さらなる開発が必要である．

4. プリエンプティブスケジューリング

古典的なタスクスケジューリングにおけるプリエン

プションでは，タスクは任意の時点で中断することが

でき，すぐに別のプロセッサで再開することができる．

中断・再開やタスクの転送のオーバヘッドは考慮され

ていない．このような単純なモデルでは，以下に見る

ように，最適解が容易に得られる．

4.1 独立タスクスケジューリング

Q|pmtn|Cmax については，以下のような最短

makespan が解析的に出る．あらかじめタスクは仕

事量の降順，マシンは速度の降順に番号を振りなおし，

Wi =
∑

j≤i
wi，Sp =

∑
q≤p

sq を定義しておく．最

大のタスク 1 つだけという問題を考えると，それを

最も速いマシンで処理するのが最適であり，その所要

時間は w1/s1 = W1/S1 である．全タスクに対する

makespanはこれより短くはならない．タスクが 2つ

であれば，速いほうから 2台のみを使えばよく，所要

時間は合計仕事量を合計速度で処理する W2/S2 以上

はかかる．同様にして min{n, m} 個の makespanの

下限が得られる．最後に m ≤ n なら全タスクを全プ

ロセッサで処理する Wn/Sm も makespan の下限と

なる．これらをあわせると

Cmax ≥ max

{
W1

S1
,
W2

S2
, · · · , Wm−1

Sm−1
,
Wn

Sm

}

となるが，実は最適スケジューリングでのmakespan

はこの右辺に一致する．

このことは最初 Horvath ら96) により示されたが，

彼らの手法は本来 DAGスケジューリングである．す

ぐに Gonzalez ら87) により独立タスクに適したアル

ゴリズムが示された．後になって Shachnaiら140) が

プリエンプションの数が最小となるスケジューリング

アルゴリズムを示している．

R|pmtn|Cmax の解は Lawler ら114) により示され

ている．これは τip をマシン p でタスク i を処理す

る時間として線形計画問題

minimize t

subject to
∑

p

τip/tip = 1 ∀i

∑
i

τip ≤ t ∀p
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∑
p

τip ≤ t ∀i

0 ≤ τip

を解き，同じ論文で示されているオープンショップ問

題（下記）に帰着させる．線形計画は多項式時間で解

けるとはいえ計算量が多いとして Jansen ら99) は高

速近似アルゴリズムを提案している．

なお，Q||Cmax の最適解 Copt
max と，同じ問題のプ

リエンプションを許した最適解 Cpmtn
max との間には，

Copt
max ≤ (2− 1/m)Cpmtn

max の関係が
154)，R||Cmax の

場合は Copt
max < 4Cpmtn

max の関係がある116)．

ここで参考までにショップスケジューリングとは何

かを Grahamらのサーベイ88) に基づいて説明してお

く．タスクスケジューリングとの決定的な違いは，各

タスクはサブタスクに分かれていて，(1) サブタスク

はどのマシンで実行されるかが決まっていることと，

(2)同じタスクに属すサブタスクは（異なるマシン上で

も）同時に処理できないことである．サブタスク間の

先行制約によりいくつかの種類に分けられるが，その

うちオープンショップはサブタスク間に先行制約がな

いものである．プリエンプティブスケジューリングに

おいて，どのタスクをどのマシンにどれだけ割り当て

るかが決まってしまえば，独立タスクスケジューリン

グ問題はオープンショップ問題になるのは明らかであろ

う．ショップスケジューリングはタスクスケジューリン

グとは制約が相当に異なり並列化に直接利用すること

は難しいが，このように場合によっては最適解・近似解

が得られる可能性があり，研究動向を見守っておく価

値がある．なお，(1) の制約のみの問題を dedicated

なマシンと呼んでいることがある．

4.2 DAGおよびオンラインスケジューリング

Q|pmtn, prec|Cmax に対しては，上述の Horvath

ら96) が最悪性能比が
√

3m/2 となる近似アルゴリ

ズムを提案している．ここで最悪性能比（worst-case

performance ratio）とは，近似解のmakespan Capp
max

と最適解の makespan Copt
max との比 Capp

max/Copt
max の

上限である．すなわちどのような問題に対しても最適

解の
√

3m/2 倍以内の makespanの解が得られると

いうことである（論文によっては漸近的な上限，すな

わち問題サイズが大きい極限での上限を指すこともあ

る）．最悪性能比が σ の近似アルゴリズムを簡単に σ

近似アルゴリズムともいう．また，最悪性能比と後述

の競合比をあわせて性能バウンドと呼ぶことにする．

Horvath らのアルゴリズムは典型的なレベルスケ

ジューリングである．タスク Ti に対してレベル L(Ti)

を

L(Ti) = wi + max
Ti≺Tj

{L(Tj)}

（ただし後続タスクがない場合は L(Ti) = wi）と定

義し，このレベルの高いものから順にマシンに割り

付ける．プリエンプションは処理中のタスクが均等な

速度で処理されるように行われるが，非常に高頻度

である．2台ならこれは最適解を与え，3台以上であ

れば
√

3m/2 近似アルゴリズムとなる．Jaffe 98) は

O(
√

m + O(m1/4)) 近似アルゴリズムを与えている．

R|pmtn, prec|Cmax の研究はほとんど見当たらな

い．Blazewiczら33)は依存グラフが interval orderの

ときに多項式時間で解けることを示しているが，これ

はきわめて特殊な条件である．

オンラインでプリエンプティブというスケジューリン

グも少ない．Epsteinら71)は Q|pmtn, online| Cmax

に対するランダマイズアルゴリズムの競合比の下限が

2であることを示したが，これは下限のみで具体的な

アルゴリズムは示していない．

4.3 今後の課題

これらの研究で仮定されているプリエンプションの

あり方はあまりにも非現実的であり，中断・転送・再

開のコストを考慮した研究が望まれる．

これらのコストやシステムの実装の大変さを考慮す

るとプリエンプティブなタスクの研究は一見無意味な

ようにも見える．しかし，以下に見るように他のモデ

ルではほとんど最適解など望めないのに対比して，き

わめて高速に最適解が得られる点は重要である．上記

のモデルで適度に近似できるのであれば，プリエンプ

ティブなタスクはもっと広く積極的に利用されてしか

るべきである．

実用的な観点からは，プリエンプションしてもマシ

ンを移動せず，同じマシンで再開する制約されたプリ

エンプションでどれだけの結果が得られるかが興味深

いが，自然にこの制約が課されるショップスケジュー

リング以外にはあまり結果がない．

5. 独立タスクのオフラインスケジューリング

本章からは分割できないタスクのスケジューリング

を見てゆく．本章はすべてのタスクが独立な問題に対

するスケジューリング手法のサーベイである．論文に

よっては独立なタスクをmeta-taskと呼び，独立タ

スクのスケジューリングをmeta-task mappingと

呼んでいる．また，論文によっては負荷分散（load

balancing）と呼んでいることがある．タスクの「所

要時間」を「負荷量」と読みかえると，各マシンでの

「処理完了時刻」が「マシン負荷」に相当するのでこ
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の類推が得られる．

5.1 Q|UET |Cmax

UETは特別に簡単である．Grahamらのサーベイ88)

では O(n3)のアルゴリズムが示されているが，Boudet

ら36) が O(m2) で解けることを示している．ここで

は後者のアルゴリズムを紹介しておく．まず

x̃p =

⌊
1/sp∑
q

1/sq
n

⌋

として，マシン p に割り当てるタスク数の近似を得

る．これは n − m ≤ ∑
p
x̃p ≤ n を満たすので，割

り当てられていないタスク数はたかだか m 個である．

これらを 1つずつ，そのタスクの処理を完了する時刻

が最も早いマシンに割り当ててゆく（このようなタス

クを割り当てるマシンの選択法を以下では Earliest

Completion Time（ECT）と呼ぶ）．ヒープを用い

て容易に O(m log m) の計算量にできる（が，Boudet

らの論文では指摘されていない）．

マスタ・ワーカモデルを仮定した通信を含むスケ

ジューリングは 3.3 節で紹介している．

5.2 Q||Cmax

次に uniform でタスクの仕事量が一般の場合につ

いて論ずる．最初に厳密アルゴリズムと，厳密解にい

くらでも近い解を得ることができる (F)PTASを概観

する．そのあと近似アルゴリズム（発見的アルゴリズ

ムあるいはヒューリスティクスとも呼ばれる）を紹介

する．

5.2.1 厳密アルゴリズムと (F)PTAS

Horowitzら95)は，R||Cmax に対する動的計画法に

よる厳密解と Rm||Cmax に対する FPTASを与えて

いる．ここで FPTAS（Fully Polynomial Time

Approximation Scheme）とは，任意の ε > 0 に

対して最悪性能比が 1 + ε 以下となるような解を与え

るアルゴリズムであって，計算量が問題サイズと 1/ε

に対して多項式となるものである．このアルゴリズム

は FPTAS の典型的な例なので Q2||Cmax の場合に

ついて概要を紹介しておく．

W =
∑

i
wi，s1 = 1，s2 = S < 1 とする．まず明

らかにW/2 ≤ Copt
max ≤ W であることに注意する．タ

スクを εW/2 を境にして largeと smallの 2種類に分

ける．そして largeのタスクだけについてのスケジュー

リングのうち W 以内に終わるものすべてを列挙する．

ただしこのとき所要時間は ε2W/4の整数倍に切り捨て

て，M1 の所要時間ごとに M2 の所要時間が最短のも

ののみ残す．これにより列挙されるスケジューリングの

数は最大でも 4/ε2 となり，列挙の計算量は O(n/ε2)

ですむ．その結果最小makespan（これを C1
max とす

ると C1
max < Copt

max である）を与えるものを選び，切

り捨てた所要時間をもとに戻す（結果を C2
max とする）

が，M1 には 2/ε 個，M2 にはそれ以下の largeタス

クしか入らないので，C2
max ≤ C1

max + εW/2 である．

最後に smallタスクを ECTで詰めてゆくが，その結

果得られた makespan C3
max は，C2

max に等しいか，

さもなくば完全均衡解 W/(1 + S) より wnS/(1 + S)

しか遅くない．いずれにせよ C3
max ≤ (1 + ε)Copt

max

である．

Hochbaum と Shmoys 93) は Q||Cmax に対する

PTASを示した．ここでPTAS（Polynomial Time

Approximation Scheme）とは，FPATS から計

算量が 1/ε に関する多項式である条件を除いた

もので，Hochbaum らのアルゴリズムの計算量は

O((2/ε2)mn(10/ε2)+3) と評価されている．彼らのア

ルゴリズムは Horowitzらのアルゴリズムよりも一段

複雑であるが，基本的なアイデアは同じである．

Q||Cmax には FPTAS は知られていない．これは

P ||Cmax すら強 NP困難であるためで，P �= NP で

あれば FPTAS は存在しないのである．したがって

Qm||Cmax への FPTAS と Q||Cmax への PTAS は

望むべき限界なのである．理論的にはすばらしいので

あるが，m ないし 1/ε に対する指数的な依存性のた

め，非実用的といわざるをえない．したがって，実用

的には以下に述べる近似アルゴリズムを用いることに

なる．

5.2.2 LPT

Uniformの場合にはヒューリスティックな手法でか

なり良い近似解が得られる．よく知られたものとし

て，LPT（Longest Processing Time first）と

MULTIFITがある．

LPTは最初 P ||Cmax に対して提案された手法であ

るが，Q||Cmax に対する LPTのアルゴリズム86) で

は，最初にタスクを仕事量の大きいものから順に並べ

ておき，この順序で ECTによりタスクを順次マシン

に割り当ててゆく．

上記の LPTを定義したGonzalezら86) は，その最

悪性能比が 1.5から 2の間であることを示した．LPT

の最悪性能比は，さらに Dobson 61) により 1.512以

上 1.584以下，そして Friesen 79) により 1.52以上で

あることが示されている．

なお，最も速いマシンと最も遅いマシンの速度比が

小さいと，もっと良い最悪性能比が得られる126)．ま

た，LPTのようにタスクを割り付ける順序を決めてお

くアルゴリズムを一般にリストスケジューリングと呼

ぶが，Q||Cmax に対する任意のリストスケジューリン
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グの最悪性能比は m > 2 に対して (1 +
√

2m − 2)/2

以下であることが Choら51) によって示されている．

ごく初期の研究である Liuら117) は，ECTではな

く，タスクを割り当てるマシンを「最初にアイドルに

なるマシン」としてアルゴリズムを定義し，解析を行っ

ている．限りなく遅いマシンが 1台ある場合，それに

タスクを割り当てないほうがよいが，Liuらのアルゴ

リズムでは m 番目のタスクを必ず割り当ててしまう．

このため最悪性能比はマシン性能に依存するものしか

得られない．

5.2.3 MULTIFIT

MULTIFIT 78)はLPTとは逆に，makespanを先

に決めるアルゴリズムとなっている．やはりタスクは大

きさの順に並べておき，それぞれのタスクは与えられ

た Cmax に収まる最初のマシンに割り当てる（FFD:

First Fit Decreasing）．最初に与えた Cmax が小

さすぎるとスケジューリングに失敗するので，二分探

索法でスケジューリングできる最小の Cmax を決定

する．これも最初は P ||Cmax に対して提案された手

法である．

Q||Cmax に対する MULTIFIT の最悪性能比は

Friesen ら78) により 1.341 から 1.4 の間，さらに

Chen 45) により 1.341 から 1.382 の間であることが

示されている．

このように Q||Cmax については高速な近似アルゴリ

ズムが知られている．MULTIFITのようにmakespan

を決めておけば，Q||Cmax はマルチナップザック問題

（実際はより簡単なマルチサブセットサム問題）に帰

着されるが，これに対するアルゴリズムも多数知られ

ている．これらのことから，Q||Cmax についてはお

よそ十分な知見が得られていると考えてよい．これ以

外に台数やマシン速度に強い制限を設けた研究がいく

つかあるが，汎用性が低いので省略する．

5.3 R||Cmax

Unrelatedになると uniformに比べて格段に問題が

難しくなる．Q||Cmax に対するナップザック問題に

対応する R||Cmax の相手は GAP（Generalized As-

signment Problem）と呼ばれているが，これもナッ

プザック問題よりも格段に難しい．

5.3.1 厳密アルゴリズムと (F)PTAS

Q||Cmax のところで説明したHorowitzらの論文95)

は本来 R||Cmax に関する論文であり，前述のとお

り動的計画法で最適解が得られることを示してい

る．Graham ら88) によれば Stern が分枝限定法で

R||Cmax を解いている．Martelloら121) は分枝限定

法を用いて，Mokotoffら125) は切除平面法を用いて，

それぞれ厳密解を求めている．最後の論文ではマシン

数とタスク数の積 mn が数百程度までは数秒で結果

を得ているが，mn > 1000 では 1 時間以上かかる．

所要時間は多項式では抑えられないから，これより大

きな問題では近似アルゴリズムが必須である．

Horowitzら95) の Rm||Cmax に対する FPTASの

計算量は O(nm(nm/ε)m−1) である（論文中の計算

量の評価は間違っている）．この後 Rm||Cmax に対す

る (F)PTASの研究がいくつかある74),99),115) が，い

ずれも m に関しては指数的である．Q||Cmax に対

しては Hochbaum と Shmoys の PTAS があったが，

P �= NP であれば R||Cmax に対して性能比が 3/2

未満の多項式時間近似アルゴリズムは存在しないこと

を Lenstraら115) が示している．

5.3.2 性能バウンドがある近似アルゴリズム

Ibarra ら97) は R||Cmax に対して以下の 5 つの簡

単な近似アルゴリズムを定義している．

アルゴリズム A は ECT によるリストスケジュー

リングであるが，タスクの順序は任意である．

アルゴリズムB も同様であるが，LPTにならって，

タスクを minp{tip} の順に並べておく．
アルゴリズム C も同様であるが，タスクを

maxp{tip} の順に並べておく．
アルゴリズム D は未スケジューリングのタスクの

うち，最も早い完了時刻が最も早いタスクを選んで

ECTでスケジュールする．

アルゴリズムEは未スケジューリングのタスクのう

ち，最も早い完了時刻が最も遅いタスクを選んでECT

でスケジュールする（論文ではこのアルゴリズムの定

義が間違っている）．

彼らはアルゴリズム D以外の 4 つのアルゴリズム

の最悪性能比がプロセッサ数 m であることを示した

が，後に Spinrad 147) がアルゴリズム D の最悪性能

比も m であることを示し，最悪性能比ということで

は同じであることが判明した．

次の進歩は Davisら59) によるアルゴリズムであり，

これは O(mn log n) の計算量で最悪性能比 2
√

m を

達成する．まず効率という指標を

efip = min
q

{tiq}/tip

で定義したうえで，最も早くアイドルになるマシンに，

未割当てのタスクで最も効率の良いもの（効率が同じ

なら最も所要時間の長いもの）を割り当てる．ただし，

効率が 1/(2−√
2)
√

m 以下なら割り当てない．また，

効率が同じなら時間がかかるタスクを優先する．シン

プルかつ有効であり，しかも ECTではない点が大変
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興味深い．

Haririら91)は線形計画とECTによる 2+	log2(m−
1)
 近似アルゴリズムを提案している．
さらに Lenstra ら115) が 2 近似アルゴリズムの存

在を示した．このあと多数の 2 近似アルゴリズムが

続く8),80),142),161)．2を下回ったのは Shchepinら141)

による 2 − 1/m 近似アルゴリズムのみのようである

が，これも m が大きくなると 2に漸近する．前述の

ように最悪性能比の既知の下限は 3/2であるが，2が

限界なのかもしれない．

5.3.3 その他の近似アルゴリズム

Ibarraらによるアルゴリズムは繰り返し再発見され

ている5),39),77),119)．アルゴリズム Aは Fast Greedy

あるいは Minimum Completion Time（MCT），ア

ルゴリズム Bは Heavy Tasks First（HTF），アルゴ

リズム D は Min-min，アルゴリズム E は Max-min

となどとも呼ばれている．しかし最悪の場合に最適解

の m 倍ということはいわば「並列化効率」が 1/m と

いうことであり，ほとんど並列化されていないに近い，

きわめてひどいスケジュールであることに厳重な注意

が必要である．

さらに明らかにこれらと同程度以下のものとして，最

初に空くマシンにタスクを割り付けるリストスケジュー

リングOLB（Opportunistic Load Balancing），tip

を最小にするマシンに割り付けるMET（Minimum

Executimon Time）= LBA（Limited Best Assign-

ment）= UDA（User Directed Assignment）などが

ある．OLBは 5.2.2 項で説明した Liuら117) と同じ

理由で最悪性能比を抑えることができない．METは

m-近似アルゴリズムである．1 台だけが微妙に速い

uniformな環境では最適解の m 倍に限りなく近いス

ケジュールを出す．一方でマシンの稼働時間の合計

を Csum とすると，CMET
sum ≤ Copt

sum となる．すると

CMET
max ≤ CMET

sum ≤ Copt
sum ≤ mCopt

max となって，最悪

性能比は m 倍以内であることが分かる．

多少良くなる可能性があるが最悪性能比が評価さ

れていないものとして，Min-min と Max-min の良

い方を選択するGreedy 39)，負荷の不均衡さに応じ

て MCT と MET を切り替える Switching Algo-

rithm 119)，各タスクについて処理時間が短いほうから

k%のマシンに割当て先を絞るK-Percent Best 119)，

他のマシンに割り当てたときの所要時間の増加が少ない

ものは後回しにする Sufferage 119)，その拡張版でク

ラスタ単位で Sufferageを計算するXSufferage 42)，

tip の平均・最大・最小などで N 個のクラスに分けた

うえでMin-minを使う Segmented Min-min 156)，

所要時間と完了時刻とそれらの平均値との比でタス

クの順序を決める Relative Cost 157) などがある．

Min-minとMax-minの最悪性能比を出すタスクセッ

トは異なっているので，Greedyの最悪性能比が m 未

満である可能性はある．しかし，K-Percent Best は

100 m/k 台の非常に遅いマシンを追加すれば実質的

に R||Cmax になってしまうので最悪性能比を改善し

ないであろう．すべてのマシンがすべてのタスクを実

行できないと Relative Costは定義できない．

また，Simulated Annealing，タブーサーチ，Ge-

netic Algorithm，降下法，A*，分枝限定法，ビー

ムサーチなどの汎用探索手法を用いた実装例も多

数39),83),84),124),129) ある．さらにはアルゴリズムの

パラメータを機械学習で最適化する提案82) もある．

5.4 今後の課題

独立タスクスケジューリングでは，既存の枠組みに

対しては理論的成果はほぼ揃っている．

Lenstraら115) によれば，所要時間が tip ∈ {1,∞}
および tip ∈ {1, 2} のように限られる場合には多項式
時間で解けるが，tip ∈ {t, t′} で t < t′ かつ 2t �= t′

の場合には NP困難であるという．しかし，所要時間

が 2つの値しかとらなくても，m 台のマシンに対して

2m 種類のタスクがありうる．実用的にはむしろタス

クやマシンの種類が限られる場合に関する研究がほし

い．これに関して，Thomas McCormickら151) がタ

スクが 2 種類の場合は uniform でも unrelated でも

多項式時間で解けることを示している．このような問

題は high multiplicity problemと呼ばれるが，計

算量理論上微妙な問題を含んでおり40)，成果があまり

多くないのが残念である．

本章ではタスクはどのマシンにでも自由に割り当て

られるとしているが，現実にはどこかに存在するタス

クを当該マシンに移送して実行しなければならない．

このコストを次章で論じる DAGスケジューリングの

枠組みでモデル化すること自体は可能であるが，DAG

が高さ 1 の木のみからなる森というきわめて特異な

問題であるので，一般的な DAGスケジューリングの

手法を使うのは無駄である．特殊な場合については

3.3 節で触れたが，今後さらに研究が進むことを期待

する．

6. DAGのオフラインスケジューリング

次に，タスク間に先行制約（precedence con-

straints）がある場合についてのオフラインスケジュー

リングを概観する．すなわち，Ti ≺ Tj であれば，Tj

は Ti が完了した後でないと開始できないという条件
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が課される．

先行制約の最も一般的な形はDAGであるが，DAG

の構造を制限する場合がある．応用で時折見かけるの

が tree である．全順序になったものを chain という

が，並列処理とはいえないので省略する（最適解は後

述ように BILで与えられる）．Chainが多数ある場合

は chains と書くが，これは並列処理として意味があ

るので取り上げる．

6.1 性能バウンドのあるアルゴリズム

最初に uniformの場合について概観する．Q|prec|
Cmax の初期の論文の 1 つは 5.2.2 項でも紹介した

Liuらの論文117) であるが，性能比が大きいと最悪性

能比が抑えられないのは前述のとおりである．しかし

Jaffe 98) は最速マシンよりも
√

m 倍以上遅いマシン

は使わないことにすれば最悪性能比が 1 + 2
√

m とな

ることを示した．さらに
√

m + O(m1/4) 近似のアル

ゴリズムも示している．

Chudakら54) は Q|prec|Cmax に対する O(log m)

近似アルゴリズムを提案している．まずマシン速度が

K 種類しかないと仮定して，O(K) 近似アルゴリズ

ムを構築する．そして，最速マシンの m 倍以上遅い

マシンは切り捨て，残ったマシンの速度を最速マシン

の (1/2)k 倍に切り捨てる．これにより K = log m

とできるが，makespanは 4倍しか伸びないことが示

される．よって O(log m) 近似アルゴリズムとなる．

Chekuriら44) は Chudakらのものよりもやや簡明な

O(log m) 近似アルゴリズムを提案しているが，DAG

を chainsに分解する点が大きな特徴である．Chudak

ら54) は Lenstra と Rinnooy Kan の論文を参照し，

P �= NP であれば Q|prec|Cmax には近似比が 4/3

未満の近似アルゴリズムは存在しないとしている．

Chekuriらは上記の論文44) で Q|chains| Cmax に

対する 6 近似アルゴリズムも提出している．この問

題に対しては Woeginger 154) が 2 近似アルゴリズ

ムを示している．そこでは各 chain を 1 つのタス

クにまとめた Q||Cmax とそのプリエンプティブ版

Q|pmtn|Cmax を構成し，これらの最適解のmakespan

が Cpmtn
max ≤ Cchains

max ≤ Cindep
max ≤ 2Cpmtn

max を満たす

ことを利用する．

R|prec|Cmax に関しては結果が非常に少ない．

Maculanら118)は問題が整数計画に帰着できることを

示しており，Collら58)は変数・制約ともより少ない整

数計画での定式化を示しているが，いずれもそれを解

くためのアルゴリズムの提案はない．最近Anil Kumar

ら2) は R|forest|Cmax に対して polylogarithmic近

似アルゴリズムを提出しており，今後の展開を期待し

たい．

以上のアルゴリズムはいずれも通信コストを無視

したモデルとなっている．スケジューリング理論の

分野では，通信コストとして，先行タスクが完了し

てから通信に対応する時間が経過すると後続タスク

が開始できるとするモデルが多い．これは完全結合

ネットワークで通信と計算が完全にオーバラップで

きることを意味する．通信を含むタスクスケジュー

リングの理論はそれなりの論文数があるが，ほと

んどが identical マシンである．Kubiak ら108) がか

ろうじて Q|UET, chains, UCT |Cmax のアルゴリ

ズムで Cmax ≤ Copt
max + 2m − 1 となるような

アルゴリズムを示している（最速マシンの速度を

1 とする）．彼らは Q|UET, chains, UCT |Cmax も

Q|UET, chains|Cmax も強 NP 完全であることを示

しており，P �= NP なら FPTASは存在しない．この

ほか 2 台に限定した結果がいくつかあるが，Kubiak

の論文に述べられていることもあり省略する．

6.2 性能バウンドのないアルゴリズム

理論的な研究とは別に，実装ベースの研究は多数行

われている．1995年ごろまではいくつかの基本的な提

案がなされていたが，その後急激に提案が増え，著者

が論文を入手できた範囲でも 60件以上の提案がある．

論文によっては所要時間モデルやアルゴリズムの細部

が明記されていない場合もあり，相互比較も十分に行

われていないので，本稿では代表的な手法と特徴的な

点のある手法をいくつか選んで紹介することにする．

圧倒的に多いのはレベルスケジューリングに基づ

く手法である．古典的な手法は ElRewini らによる

Mapping Heuristic（MH）70)，Sih らによる Gener-

alized Dynamic Level（GDL）145)，OhらによるBest

Imaginary Level（BIL）127)の 3つである．MH 70)で

は identicalなマシンを想定してレベルを定義し，ECT

でスケジューリングするのを基本としているが，通信

の衝突や insertion，duplicationなどを含む改良もあ

わせて提案している．GDL 145) はアルゴリズムの途

中における状況を反映させてレベルを動的に修正する．

Best Imaginary Level（BIL）127) は

Li = min
p

Lip

Lip = tip + min
q

{cijpq + Ljq | Ti ≺ Tj}

で定義されるが，これは先行制約が単一 chainの場合

の最小makespanを与え148)，identicalの場合のボト

ムレベルのヘテロ拡張になっている．Menasceら122)

は基本的な手法のバリエーションについて実験的比較

を行った初期の研究である．
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比較的引用回数が多い Heterogeneous Earliest-

Finish-Time（HEFT）152) や Levelized Duplication

Based Scheduling（LDBS）63)は所要時間の平均値を

用いてレベルを定義しており，unrelatedなマシンで

の性能には限界がある．このほかレベルの定義として

は，ボトムレベルとトップレベルを両方参照して優先

度を決めるもの9),43),132)，クリティカルパスのノード

に高い優先度を割り当てるもの13),131)，数タスク分先

読みをするもの155)，さらにはレベルをメタヒューリス

ティクスで最適化するもの35),104),134)，ランダムなタ

スク順序でリストスケジューリングを繰り返すもの37)

など，多様なものが提案されている．このほかレベル

スケジューリングだけで 30件以上の論文がある．

レベルスケジューリング以外にも多様な手法が提案

されている．Clustering for Heterogeneous Proces-

sors（CHP）34)は関連の強いタスクどうしをクラスタ

リングしてからクラスタ単位でマシンに割り当てるが，

uniformなマシンしか想定していない．割り当てるマ

シンを特定せずにタスクをクラスタとしてまとめる戦

略には unrelatedの場合には合理性がないため必然的

に uniformに限られる．このほかに Cluster-M 72) や

Triplet 56) がクラスタリングを行うが，これはタスク

のマシンへの割当てまでしか行わず，スケジュールは

作成しないため，DAGスケジューリングといってよ

いかどうか多少疑問が残る．各タスクがどのマシンに

割り当てられるかが決まっても，先行制約があるため

にタスクの実行順序によりmakespanが異なり，その

最適化問題は強 NP困難である20)．

クリティカルパスをできるだけ 1 台の速いマ

シンに割り当てる方針でスケジュールを構成する

手法には Heterogeneous Critical Path Fast Du-

plication（HCPFD）111)，Bubble Scheduling and

Allocation（BSA）112)，Critical-Path-on-a-Processor

（CPOP）152)，(Enhanced) Critical-Path-On-a-Clus-

ter（CPOC）106)などがある．Uniformな場合にはク

リティカルパスを 1台のマシンに割り当てるのは自然

な選択だが，unrelatedな場合に適用するにはここで

もやはり限界がある．

Hybrid Heuristic 135) は適当な優先度順に，互いに

独立なタスクからなるグループに分割し，グループご

とに独立タスクスケジューリングを適用する手法であ

る．Herrmannら92)は R|chains|Cmax に対して，上

記のいずれにも分類しにくい（かなり計算量が多い）

数個の近似アルゴリズムを提案・比較している．

分枝限定法85)，A* 52)，タブーサーチ130)，Genetic

Algorithm 14),144)，Simulated Annealing 92)，メトロ

ポリス法137) などの一般的な最適化手法を用いた例も

多い．Task duplicationも考慮して混合整数線形計画

に帰着させ，厳密な最適化を行った例18)もあるが，ご

く小規模な問題にしか適用できない．

6.3 今後の課題

R|prec|Cmax に対する理論的な結果は貧弱で，しか

も通信について考慮したものはほとんどない．容易に

解決できるとは思えないが，真摯な努力が必要である．

その一方で実装ベースの研究は実験条件が不明確

だったり，比較実験の対象が少なかったりして，絶対

評価も相対評価も十分にはされていない．それでも

R|prec|Cmax に対しては理論的に性能が保証された

結果はほとんどないため，これらの提案は無視できな

い．今後システムのモデルとアルゴリズムの記述を統

一し，一貫した説得力のある実験方法により比較評価

し，知見を整理することが必要である．

DAGスケジューリングでは，あるタスクの開始時

刻は，先行制約関係にあるタスクの終了時刻に依存し

ている場合と，先行制約がないが同じマシンに割り当

てられているタスクの終了時刻に依存している場合と

がありうる．このためタスクの所要時間に不確定性が

ある場合，それがmakespanに及ぼす影響は独立タス

クの場合よりも格段に複雑になり，その解析だけでも

研究課題となりうる102),136)．

なお，マシンや通信性能が未知の場合に対して，

Kwokら113) は実行中には計算量の大きいスケジュー

リングアルゴリズムを使うとオーバヘッドになること

から，代表的なパラメータ値であらかじめオフライン

スケジューリングを行っておき，実際の状況に最も近

い仮定に基づくスケジュールを選択することにより，

オンラインスケジューリングよりも良好な結果が得ら

れるとしている．

7. オンラインスケジューリング

次にオンラインスケジューリングについて概観する．

完全なオンラインというのは，タスクが 1つずつ与え

られ，そのタスクをスケジュールしてしまわないと次

のタスクに関する情報が何も得られないものをいう．

タスクの数や所要時間の上限・下限などの情報が事前

に与えられている場合をセミオンラインと呼ぶことも

あるようである．なお，プリエンプティブな場合につ

いては 4.2 節ですでに紹介している．

オンラインアルゴリズムの評価では，オフラインの

最適解に対する性能比が広く用いられているが，これ

は競合比（competitive ratio）と呼ばれている．

なお，動的スケジューリングや動的負荷分散と呼ば
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れるものと，オンラインスケジューリングとは異なる

概念である．「動的スケジューリング」は，実行中にそ

の場の情報を利用して行うスケジューリング手法を指

しているが，複数のタスクの情報を蓄えてスケジュー

リングされることが多い．「動的負荷分散」という用語

は，データ並列の場合や，負荷情報の獲得やタスクの

移送などのシステム的な部分も含む広い概念である．

7.1 オンラインスケジューリング

Q|online|Cmax については，すでに紹介したとおり

Choらの論文51)が m > 2 に対するリストスケジュー

リングが (1 +
√

2m − 2)/2 近似になることを示して

いるが，ここではタスクの順序が自由であるためオン

ラインスケジューリングと見なすことができる．

Aspnes ら6) は Q|online|Cmax に対する競合比が

8の，R|online|Cmax に対する競合比が O(log m) の

アルゴリズムを示している．これはオンラインアルゴ

リズムの典型的な例になっているので R|online|Cmax

のアルゴリズムの概略を紹介する．

まず，オフライン最適 makespan の見積り C ≥
Copt

max と競合比の目標値 κ，1 以上の定数 a を仮

定する．また，タスク i までスケジューリングした

時点でマシン p に割り当てられているタスクの処

理時間の合計を Cp(i) とする．アルゴリズムは非常

に単純で，a(Cp(i−1)+tip)/C − aCp(i−1)/C を最小に

するマシン p にタスク i を割り当てる．このとき

Cp(i− 1) + tip > κC となったら目標の競合比を超え

ているためスケジューリングは「失敗」であるが，以

下のようにして決して失敗しない条件を導くことがで

きる．すなわちポテンシャル関数を

Φ(i) =
∑

p

aCp(i)/C(γ − Copt
p (i)/C)

と定義する．オフライン最適解がタスク i をマシン p

に割り当てるとすると，比較的簡単な計算の後

Φ(i) − Φ(i − 1)

≤ aCp(i−1)/C(γ(atip/C − 1) − tip/C)

が得られる．明らかに tip ≤ Copt
max ≤ C であるから，

a = 1 + 1/γ とおけば右辺は正にならない．すなわち

Φ(i) は非増加関数であって，∑
p

aCp(i)/C(γ − 1) ≤ Φ(0) = γm

となる．よって

Cmax = max
p

Cp(n) ≤ C loga

(
γ

γ − 1
m

)

となる．このことは κ = loga(mγ/(γ − 1)) とおけば

C ≥ Copt
max であればアルゴリズムが失敗しないこと

を示している．実際には適当な C で開始し，失敗し

たら C を 2倍に再設定（doublingという）し，そ

れまでのスケジュールはすべて忘れてスケジューリン

グをやりなおす．スケジューリングが完了したとき，

全体の makespanは 2κC（C は最後のスケジューリ

ングで用いたもの）未満であり，C/2 で失敗したこ

とは C/2 < Copt
max を意味しているから，競合比は

4κ = O(log m) 以下であることが分かる．

なお，Q|online|Cmax に対する競合比 8 のアルゴ

リズムは，κ = 2 として，makespan が 2C を超え

ない範囲で最も遅いマシンにタスクを割り当てるほか

は，上記のアルゴリズムと同様である．

Q|online|Cmax については，その後 Bermanら19)

が競合比 5.828 の決定的アルゴリズムと 4.311 のラ

ンダマイズアルゴリズムとともに，競合比の下限と

して決定的アルゴリズムは 2.4380，ランダマイズは

1.8372 を示している．ランダマイズのほうの下限は

前述の Epsteinら71) により 2に改善されている．ま

た少数のマシンに対する特別な結果もいくつかある．

R|online|Cmax の競合比は O(log m) が限界7) であ

り，Aspnesの結果はオーダとしては最適である．

7.2 関連する問題

Sgallによるオンラインスケジューリングのサーベ

イ138) は identical な場合なども含めて有用な知見を

まとめており，一読の価値がある．また上記とは異な

る問題設定の研究についても紹介されている．

タスクがある時刻（release timeという）になら

ないとスケジュールできるようにならないような問題

に対しては，上述の doublingに似たバッチスケジュー

リングという手法により，オフライン問題の性能比 σ

の近似アルゴリズムを利用して競合比 2σ のアルゴリ

ズムを構成することができる143)．DAG スケジュー

リングにおいて，先行制約のあるタスクが完了した時

点を release timeと見なせば，この手法は DAGのオ

ンラインスケジューリングとして見ることが可能であ

る（ただし競合比は release time固定の問題としての

評価となり，DAGスケジューリングとしての競合比

とは異なる）．

また，タスクの所要時間が不明という問題に対し

ては，uniform でも競合比は O(
√

m) より良くでき

ない．これに対して Jaffe 98) の Q||Cmax に対する√
m + O(m1/4) 近似アルゴリズムと，Davisら59) の

R||Cmax に対する O(
√

m) 近似アルゴリズムは，い

ずれも効率が既知であればタスクの所要時間が未知で

も適用できる．

7.3 今後の課題

紹介した範囲の結果は理論的な限界と実際のアルゴ
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リズムの性能が近く，満足のゆくものといえる．しか

し，DAGやプリエンプティブスケジューリングの研

究はほとんどないので，今後の展開が望まれる．

8. マルチプロセッサタスクスケジューリング

最後にマルチプロセッサタスクのスケジューリング

について論じる．ここでマルチプロセッサタスクとは，

個々のタスクが複数のマシンを同時に使用して処理さ

れるものである．MPIなどを用いデータ並列などの手

法ですでに並列化がされたプログラムが多数あって，そ

れらのプログラムをタスクと見なしてスケジューリン

グするような状況を想定すると分かりやすい．このよ

うな問題設定は space sharingとかmixed (data

and task) parallelism とか呼ばれることもある．

マルチプロセッサタスクは，個々のタスクがどのよ

うに並列処理できるかによっていくつかの種類に分け

られる．ある流儀では，タスクを実行するマシン数が

固定の場合を rigid，実行するマシン数を実行直前に

選択できる場合をmoldable，実行中にも変えられる

場合をmalleableと呼ぶ．

Moldableまたは malleableなタスクの場合，マシ

ンがヘテロだと所要時間をモデル化するのが難しい．

比較的一般的なものには，タスクがどのマシンセット

を使用するかが固定されている dedicated（3項表記

では fix）と，マシンセットごとに所要時間が指定さ

れている general multiprocessor task（3項表記

では set）がある．なお，タスクが使うマシン数があ

る値 k で固定のとき fix = k あるいは set = k の

ように，タスクが使うマシン数に上限 k があるとき

fix ≤ k あるいは set ≤ k と書く．

これらは実質的に unrelatedなマシンを意味するの

で，本稿では 3項表記の最初の項を R とするが，既存

の文献では P となっている．Uniformな性能モデル

の試みとしては，B�lażewiczら32) と Shachnaiら139)

が一応扱っているが，前者はホモなサブセットしか使

わず，後者は理想的な速度向上を仮定していて，いず

れも満足のゆくモデルとはいえない．Identical な場

合にはマシン数と所要時間の関係を与えればよいが，

この場合はパラレルタスクと呼ばれる．Drozdowski

のサーベイ64) はやや古いがパラレルタスクを含むこ

の分野の網羅的なサーベイで，非常に参考になる．

なお，マルチプロセッサタスクのスケジューリング

問題は通信のスケジューリングとも関係が深い．集団

通信のような多数の通信からなる問題を考え，衝突が

おきないような最短時間で完了するスケジューリング

を求めたいとする．すると，競合をおこすリソースを

マシン，個別の通信をタスク，それぞれの通信が使用

するリソースをタスクが使用するマシンにそれぞれ置

き換えることにより，R|fix|Cmax に帰着することが

できる．ルーティングに自由度があれば R|set|Cmax

となる．プリエンプションや先行制約も自然に翻訳で

きる．

8.1 R|fix|Cmax

まず計算困難性についての結果を述べる．Krawczyk

らの論文107) はマルチプロセッサタスクの最初期の論

文の 1つであるが，ここでは R|fix = 2, UET |Cmax

が NP 困難であることが示されている．さらに

Kubale 109) は同じ問題が強 NP 困難であることを

示している．また B�lażewicz ら30) は R3|fix|Cmax

も強 NP 困難であるとしているが，後に証明を修正

している31)．Hoogeveenら94) は R|fix,UET |Cmax

および R3|fix|Cmax はいずれも強 NP 困難である

ことを示した．P �= NP であれば，Kubale 110)

は R|fix = 2|Cmax に対して，Hoogeveen ら94)

は R|fix, UET |Cmax に対して，それぞれ性能比が

4/3 より良い多項式近似近似アルゴリズムが存在し

ないことを示している．Fishkinら75) はさらに強く，

R|fix, UET |Cmax には
√

m より良い近似アルゴリ

ズムが存在しないことが示せると述べている．

マシン数を固定した場合については，Kubale 110)

は Rm|fix = 2, UET |Cmax が O(n) の計算量

で解けること，Hoogeveen らは上記の論文94) で

Rm|fix, UET |Cmax が多項式時間で解けることを示

している．Amoura ら3) は Rm|fix|Cmax に対する

PTASを示している．

R|fix|Cmax については，Dell’Olmo ら60) が

R|fix = 2|Cmax に対して 3s/(2s + 1) 近似ア

ルゴリズム（m = 2s + 1）を与えている．さらに

Bampis ら10) は R|fix ≤ k, online, UET |Cmax に

対する k 近似，R|fix, online, UET |Cmax に対す

る 2
√

m 近似，R|fix|Cmax に対する 3
√

m 近似，

R|fix, online|Cmax に対する 6
√

m 近似アルゴリズ

ムを提出している．前述のとおり R|fix|Cmax には√
m より良い近似アルゴリズムはないので，Bampis

らのアルゴリズムの性能比はオーダが最適である．

プリエンプティブにしても問題はあまり易しくならな

い．Biancoら28)は R|fix, pmtn, UET |Cmax がNP

困難であることを Kubaleが 1990年に示していると

している．Jansen ら101) は R|fix = 2, pmtn|Cmax

は多項式時間で解けるが，R|fix = 3, pmtn|Cmax は

強 NP困難であることを示した．マシン数を固定した

Rm|fix, pmtn|Cmax に対してはBiancoら28)が線形
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計画による解，Amouraら3)が線形時間の解を示して

いる．

8.2 R|set|Cmax

Biancoら29)は R2|set|Cmax と R3|set|Cmax を解

いているが，R|set|Cmax にはほとんど自明な m近似

アルゴリズムしか得ていない．その後 Chenら46) は

Rm|set|Cmax に対して m/2 + ε 近似アルゴリズムを

提示し，さらにChenら47)および Jansenら100)がい

ずれも Rm|set|Cmax に対する PTASを提出した．

しかしマシン数を変数に扱った R|set|Cmax につい

ては目立った成果がない．上記の Bianco らの m 近

似アルゴリズムほかには，Mirandaら123)が，最悪性

能比が定数となるような多項式近似アルゴリズムが存

在しないことを証明している．

Biancoらの上述の論文29) は Rm|set, pmtn|Cmax

が線形計画を用いて多項式時間で解けることを示した．

しかし m を変数扱いした場合については Jansen と

Porkolab 101) が R|set = 2, pmtn|Cmax でも強 NP

困難であることを示している．

8.3 今後の課題

R|fix|Cmax についてはある程度の結果が得られて

おり，通信のスケジューリングなどに利用できる可能

性がある．R|set|Cmax については否定的な結果が多

く，1つのタスクが使用できるマシン数を制約するな

ど工夫してアルゴリズムを構築することが望まれる．

実装ベースの研究はヘテロではきわめて少ない150)．

また，DAGスケジューリングと同様に，同一のマ

シンセットでのみ実行を再開できる制限されたプリエ

ンプションがマルチプロセッサタスクでも役に立つ．

マルチプロセッサタスクを移送するのは逐次タスクの

移送よりもさらに大変であろうから，このような制限

は現実的である．Drozdovsky によるサーベイ64) で

は pmtn はこの制限つきのものを指しており，マシ

ンセットを変更するものは variable profileと呼んで

いる．しかし制限つきのプリエンプションの結果は，

4台以下のものと private communicationのみとなっ

ており，これも今後の研究課題である．

9. お わ り に

本稿ではヘテロ並列計算環境のためのタスクスケ

ジューリング手法についてサーベイを行った．DLT

（Divisible Load Theory），プリエンプティブスケ

ジューリング，独立タスクスケジューリング，DAG

スケジューリング，オンラインスケジューリング，そ

れにマルチプロセッサタスクスケジューリングについ

て，これまで知られている結果について概観し，今後

の課題についても考察した．

本稿に対し，理論に偏っていて不満を感じた読者も

いるかもしれない．DLT 以外の理論分野では通信コ

ストを考慮した研究が（ヘテロなマシンに対しては）

ほとんどないので，満足できる問題設定と解とはいい

難いのは事実である．しかしながら DAGスケジュー

リングで見たように，理論的評価のない実装実験のみ

の評価も十分に行われていない．理論・実践の両分野

の歩み寄りが必要であるが，それは必ずしも容易なこ

とではない．今後さらにさまざまな問題設定の工夫が

なされて理論と実践との距離が近づくことを願いたい．

また，この分野における日本人の貢献が少ないので，

多くの方々にこの分野を知っていただくことには価値

があると思う．本稿がわが国の並列処理のさらなる発

展にわずかながらでも寄与できれば幸甚である．

謝辞 論文を改良する貴重なご意見をくださった匿

名査読者の方々に感謝を申し上げます．
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