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実対称正定値行列を係数行列とする
連立1次方程式の数値解に対する精度保証法

寺尾 剛史1,a) 尾崎 克久2 南畑 淳史3,4

概要：本稿では，実対称正定値行列を係数行列とする連立 1次方程式の数値解に対する精度保証付き数値

計算法を扱う．先行研究として，コレスキー分解１回の計算コストで高速精度保証可能な Rump-Ogitaの

方法がある．Rump-Ogitaの方法では精度保証が成功しない悪条件な問題に対応するため，コレスキー分

解で得られる上三角行列の近似逆行列を用いた精度保証法を提案する．
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1. はじめに

本論では連立 1次方程式

Ax = b, A = AT ∈ Rn×n, b ∈ Rn

の数値解 x̂に対する誤差上限を与える精度保証付き数値計

算法を扱う．ここで，Aは正定値行列とする．先行研究と

して，シフト付きコレスキー分解を用いた方法 [1]が知ら

れている（以後 Rump-Ogita法と呼ぶ）．Rump-Ogita法

はコレスキー分解 1回程度の計算量で精度保証が可能であ

り，計算コストにおいて非常に優れた手法である．ただし，

行列のサイズが大きいとき，または行列が悪条件のときに

この方法は精度保証に失敗しやすい．

行列が対称正定値であることを仮定しない一般的な精度

保証付き数値計算法が知られている．それらの多くは LU

分解を利用した精度保証法であり，LU分解の議論をコレ

スキー分解に適応させることで実対称正定値の場合も精度

保証を行うことが可能である．
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本論では，コレスキー分解を利用した新しい精度保証法

を提案する．提案手法はOgita-Rump法よりも高コストで

あるが，より悪条件な問題まで精度保証できる．また，LU

分解を用いる精度保証法をコレスキー分解に適用させた手

法よりは，計算コストの面で利点があることを示す．

2. 準備

この章では，本論で用いる記号の説明と数学的基礎の紹

介を行う．Fを IEEE 754規格に基づく固定された精度に

おける浮動小数点数 [2]の集合とし，uを Fの精度における
丸めの単位とする（例えば binary64形式の場合 u = 2−53

となる）．fl(·), f l▽(·), f l△(·)は括弧内の評価に必要なす
べての演算に浮動小数点演算を用いるものとし，それぞれ

最近点丸めのモード，下向き丸めのモード，上向き丸めの

モードで計算するものとする．ただし，本論では浮動小数

点演算でオーバーフロー・アンダーフローが発生しないこ

とを仮定する．また，ベクトル x, y ∈ Rn に対して，絶対

値と不等号の表記は

|x| = (|x1|, |x2|, · · · , |xn|)T , x < y ⇔ xi < yi for ∀i

を意味し，行列に対してもこれらを自然に拡張する．

行列の最大値ノルムに関して
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||A||∞ = |||A|e||∞, e = (1, . . . , 1)T ∈ Rn

が成立する．また，A,B ∈ Rn×n に対して不等式

||AB||∞ ≤ |||A|(|B|e)||∞ (1)

が成り立つ．式 (1)における上限は過大評価にはなるが，

行列積のノルムの上限を行列積を直接計算せずに O(n2)

flops (floating-point operations)の計算量で得たいときに

使用する．

実対称正定値行列 Aに対して，

||A−1||2 =
1

λmin(A)
(2)

が成り立つ．ここで，λmin(A)は行列 Aに対する最小固有

値を表す．

三角行列 T ∈ Fn×nの近似逆行列 X̂ は，右辺を単位行列

とする行列方程式XT = I の近似解とする．ただし，行列

方程式の解法は前進代入・後退代入を行うものとする．

3. 高速な精度保証法

本章では，連立 1次方程式の数値解に対する精度保証付

き数値計算法の先行研究について紹介する．連立 1次方程

式に関して係数行列 A ∈ Fn×n は実対称正定値行列とし，

右辺ベクトルは b ∈ Fn とする．近似解 x̂に対する誤差上

限は

||x̂− x|| ≤ ||A−1|| · ||b−Ax̂|| (3)

と評価できる．この式を使用し，さらに浮動小数点演算を

使用してこの上限を求めていく．式 (3)において，||b−Ax̂||
の上限に関してはO(n2) flopsの計算量で求められ，||A−1||
の上限を求める計算に最も計算コストを要する．よって，

以後は ||A−1||の上限を高速に評価する方法に焦点を絞り，
先行研究を紹介する．

3.1 Rump-Ogitaの方法

本節では，シフト付きコレスキー分解を用いた精度保証

付き数値計算法 [1]について紹介する．行列を A ∈ Fn×n

とし，Aに対する数値計算を用いたコレスキー分解の計算

結果を R̂とする．また，Aと R̂に対して以下の関係式が

知られている [3]．

R̂T R̂−A = ∆A, |∆A| ≤ (n+ 1)u|R̂T ||R̂| (4)

また，式 (4)より，

||∆A||2 ≤
n∑

j=1

γj+1ajj =: ρ, γk =
ku

1− ku
(5)

が成り立つ（詳しい導出は [4]を参照）．ここで，定数 ρ̄と

行列 B を

(ρ ≤) ρ̄ ∈ F, B = fl▽(A− 2ρ̄I)

とする（I は n次単位行列とする）．ここで，Bに対して浮

動小数点演算を用いてコレスキー分解が成功したとき，こ

のコレスキー分解により得られる上三角行列を R̂B，残差

を ∆B = R̂T
BR̂B −B とする．このとき，

λmin(B) ≥ λmin(R̂
T
BR̂B)− ||∆B||2 ≥ −ρ

であり，λmin(A)− 2ρ̄ ≥ λmin(B)であるから，

λmin(A) ≥ ρ̄ (6)

が成り立つ．よって，式 (6), (3), (2)より

||x̂− x||2 ≤ 1

ρ̄
||b−Ax̂||2

を得る．この方法で用いるシフト量 ρ̄の計算と対角シフト

の計算量は O(n) flopsである．よって Rump-Ogita法は，

コレスキー分解と同等の計算コストで連立 1次方程式の数

値解に対する精度保証が可能であり，非常に高速である．

ただし，行列のサイズが大きいときや悪条件な場合は，原

点方向に対角シフトをしたことによりコレスキー分解が破

たんすることがある．

3.2 LU分解を用いた精度保証法の適応

本節では，先行研究にある LU分解を用いた精度保証法

をコレスキー分解にそのまま適用させた連立 1 次方程式

の数値解に対する精度保証付き数値計算法を紹介する．ま

た，||A−1||の上限を得るための定理を紹介する．

定理 1

I を単位行列とする．A ∈ Rn×n に対して

||QA− I|| < 1 (7)

を満たす Q ∈ Rn×n が存在するとき Aは正則であり，

||A−1|| ≤ ||Q||
1− ||QA− I||

(8)

が成り立つ [5]．

式 (8)において，||QA− I||の評価に最も計算コストを要す
るため，このノルムの上限の計算に焦点を絞って紹介する．

3.2.1 Oishi-Rumpの方法 [6]

LU分解を使用する精度保証法で最も高速な手法はOishi-

Rumpの方法 [6]であり，この手法をコレスキー分解に適

応させる．A ∈ Fn×n とし，Aに対する数値計算を用いた

コレスキー分解の計算結果を R̂とする．また，R̂の近似逆

行列を X̂ とし，R̂T の近似逆行列を X̂t とする．ただし，

X̂, X̂t は XR = I,XRT = I を前進代入・後退代入を用い

てそれぞれ計算されたものとする．このとき，R̂と X̂, X̂t

を得るのに必要な計算コストは合計で n3 +O(n2) flopsで
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ある．これらの行列を用い，またQ = X̂X̂tと置くことで，

Oishi-Rumpの方式をコレスキー分解に適用させた以下の

定理が導出できる．

定理 2

A ∈ Fn×n とする．Aのコレスキー分解の計算結果を R̂，

その近似逆行列を X̂ とする．また，R̂T の近似逆行列を

X̂t とする．そのとき

||QA− I|| ≤ ||(2n+ 1)u|X̂||X̂t||R̂T ||R̂|+ nu|X̂||R̂|||
(9)

が成り立つ．

定理 2の評価式は e = (1, 1, . . . , 1) ∈ Nn とすると

||QA− I||∞ ≤||2(n+ 1)u|X̂|(|X̂T |(|R̂T |(|R̂|e)))

+ nu|X̂|(|R̂|e)||∞ (10)

と計算できる．この式を評価する際に上向き丸めのモード

を用いることで，浮動小数点のみを用いて上限が求まる．

R̂, X̂, X̂t を求めた後に必要な計算コストは O(n2) flopsで

ある．よって，合計で n3 +O(n2) flopsの計算量で精度保

証が可能である．

3.2.2 Minamihataらによる方法

Minamihata らによって，M 行列や H 行列の性質を用

いて Oishi-Rump の方法を改良した手法が提案されてい

る [7]．この手法をコレスキー分解に適応させたものを以下

に考える．Oishi-Rumpの方法では，Q = X̂X̂t と定義し

たが，Minamihataら手法ではQ = (R̂T R̂)−1と定義する．

定理 3

A ∈ Fn×n とする．A のコレスキー分解の計算結果を

R̂，XR̂ = I の近似解を X̂ とする．I − nu|X̂||R̂| と
I − nu|X̂t||R̂T |がM行列ならば Q := (R̂T R̂)−1 が存在し

|QA− I| ≤ (n+ 1)uM1|X̂|M2|X̂t||R̂T ||R̂| (11)

M1 = (I − nu|X̂||R̂|)−1,M2 = (I − nu|X̂t||R̂T |)−1

が成り立つ．

定理 3 の評価式を最大値ノルムで評価する．まず，

vL, vU を要素がすべて零より大きいベクトルとし，

uL = M2vL, uU = M1vU とする．このとき

||QA− I||∞ ≤ α||vU ||∞

が成り立つ．ただし

α = (n+ 1)u max
1≤i≤n

(|X̂|vL)i
(uU )i

· max
1≤i≤n

(|X̂t||R̂T ||R̂|e)i
(uL)i

である．

この手法の計算量は Oishi-Rumpの方法と同等であり，

||QA− I||∞ の上限が約 1/2になる利点がある．

3.2.3 Ogita-Oishiの方法

次に，Ogitaと Oishiらによる精度保証法 [8]をコレス

キー分解に適応させた方法を紹介する．Oishi-Rumpの方

法と同じく Q = X̂X̂T を使用する．

定理 4

A ∈ Fn×n とする．Aのコレスキー分解の計算結果を R̂，

その近似逆行列を X̂ とする．そのとき

||QA− I|| ≤ |||X̂|(|X̂TA− R̂|+ nu|R̂|)|| (12)

が成り立つ．

式 (12)の X̂TA− R̂ =: S に対して，|S|の上限を

|S| ≤ max(|fl▽(X̂TA−R)|, |fl△(X̂TA−R)|) (13)

と得る．ここで，X̂ は三角行列であるため，R̂, X̂ を求め

た後に,式 (13)の評価に必要な計算量は 2n3 +O(n2) flops

である．合計の計算量は 8
3n

3 +O(n2) flopsである．

3.2.4 Ozaki-Ogita-Oishiの方法

次に，式 (12)の評価を用いたもう一つの方法を紹介す

る [9]．式 (12)の |X̂TA− R̂|の上限を得るために，行列積
に対する事前誤差評価を用いる．ここで，A,B ∈ Fn×n の

行列積に対して

|fl(AB)−AB| ≤ nu|A||B| (14)

が成り立つ．よって，|S| = |X̂TA− R̂|の上限は

|S| ≤ |fl(X̂TA− R̂)|+ (n+ 1)u(|X̂T ||A|+ |R̂|) (15)

と得る．式 (15)を使用して式 (12)の上限を求める場合，

fl(X̂TA− R̂)に必要な計算量は n3 +O(n2) flopsであり，

精度保証全体に必要な計算量は 5
3n

3 +O(n2) flopsである．

3.3 先行研究のまとめ

以下に，先行研究とその計算量を示す．

表 1 先行研究における，計算手法と計算量の比較 (計算量順)

year method 計算量 (flops) 比

2007 Rump-Ogita 1
3
n3 +O(n2) 1

2002 Oishi-Rump n3 +O(n2) 3

2011 Ozaki-Ogita-Oishi 5
3
n3 +O(n2) 5

2005 Ogita-Oishi 8
3
n3 +O(n2) 8

ここで，表の比は各手法とコレスキー分解の計算量

（ 1
3n

3 +O(n2) flops）の比を表す．これらは，連立 1次方

程式の数値解に対する高速な精度保証法として知られてい

る．表より，Rump-Ogitaの方法が精度保証に失敗した場

合，少なくともコレスキー分解の 3倍の計算量が必要であ

り，Ogita-Oishiの方法を用いる場合，コレスキー分解の

計算量の 8倍の計算量が必要である．

3ⓒ 2017 Information Processing Society of Japan

Vol.2017-HPC-160 No.18
2017/7/27



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

4. 提案手法

本章では，コレスキー分解を用いた精度保証法を提案す

る．まず，提案手法の導出に必要な補題を紹介する．

補題 5

R̂ ∈ Fn×n を三角行列とし，X̂ を R̂の近似逆行列とする．

このとき

I − X̂R̂ = ∆R, |∆R| ≤ nu|X̂||R̂|

が成り立つ [3]．

補題 6

F ∈ Rn×n とする．||F || < 1であるとき

||(I − F )−1|| ≤ 1

1− ||F ||
(16)

が成り立つ．また，

(I − F )−1 = I + F (I − F )−1 (17)

も成立する [10]．

上述の補題を用いて，||QA − I||の上限に関する定理を
提案する．

定理 7

A ∈ Fn×n とする．A に対する数値計算を用いたコレス

キー分解が成功し，得られた上三角行列を R̂とする．行列

方程式 XR̂ = I を前進代入して得られた近似逆行列を X̂

とする．ここで，∆A := A− R̂T R̂,∆R := I − X̂R̂とした

とき，||∆R|| < 1ならば

||QA− I|| ≤ ||X̂X̂T ·∆A||+ ||S||
1− ||∆R||

(18)

||T || ≤ ||X̂X̂T · (∆R)T || · ||∆A||
1− ||(∆R)T ||

(19)

が成り立つ．

証明 Q = (R̂T R̂)−1と置く．仮定より，R̂, X̂, I +∆Rはそ

れぞれ正則である．よって，X̂R̂ = I −∆Rより，

R̂−1 = (I −∆R)−1X̂ (20)

が成り立つ．また，式 (20)の両辺を転置することにより

(R̂−1)T = X̂T (I − (∆R)T )−1 (21)

を得る．ここで，Q = (R̂T R̂)−1 であるから，

QA− I = Q(R̂T R̂+∆A)− I = Q ·∆A

が成り立つ．よって，式 (20)と式 (21)より

QA− I = (R̂T R̂)−1∆A = R̂−1(R̂−1)T∆A

= (I −∆R)−1X̂X̂T (I − (∆R)T )−1 ·∆A (22)

が成り立つ．ここで，補題 6，式 (17)より，

(I − (∆R)T )−1 = I + (∆R)T (I − (∆R)T )−1

であるから，

QA− I

=(I −∆R)−1X̂X̂T (I + (∆R)T (I − (∆R)T )−1) ·∆A

=(I −∆R)−1(X̂X̂T ·∆A+ T )

が成り立つ．ただし，T = X̂X̂T ·(∆R)T (I−(∆RT ))−1 ·∆A

である．よって補題 6，式 (16)より

||QA− I|| ≤ ||X̂X̂T ·∆A||+ ||S||
1− ||∆R||

||T || ≤ ||X̂X̂T · (∆R)T || · ||∆A||
1− ||(∆R)T ||

が成り立つ． 2

また，Minamihataらの方法のように，H行列の性質を

用いた計算法も適用可能であるが本稿では省略する．これ

より定理 7に基づく 4通りの計算方法を提案する．定理 7

において，||S||は ||X̂X̂T ·∆A||と比較して非常に小さいこ
とが期待される．よって ||X̂X̂T · ∆A||の評価が非常に重
要である．以下．

||X̂X̂T ·∆A||∞ ≤ |||X̂X̂T |(|∆A|e)||∞ (23)

により上限を得る方法について説明する．

はじめに，|∆A|eについて説明を行う．コレスキー分解
の残差に対して，式 (4)が成り立つから

|∆A|e ≤ (n+ 1)u|R̂T |(|R̂|e) (24)

が成り立つ．この式を上向き丸めのモードで計算すること

により数値計算で上限を得る．この手法は O(n2) flopsの

計算量で |∆A|eの上限を評価することができる．また，丸
めのモードの変更を利用した行列積の包含を行う場合，

|∆A|e ≤ max(|fl▽(R̂T R̂−A)|, |fl△(R̂T R̂−A)|)e
(25)

と評価できる．このときの計算量は 1
2n

3 +O(n2) flopsで

ある．

次に，v ≥ |∆A|eとし |X̂X̂T |vの上限を考える．高速に
上限を得るために

|X̂X̂T |v ≤ |X̂|(|X̂T |v) (26)

と計算を行えば，計算量は O(n2) flopsである．また，行

列積の事前誤差評価である式 (14)を用いて
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|X̂X̂T |v ≤ |fl(X̂X̂T )|v + nu|X̂|(|X̂T |v) (27)

と評価できる．fl(X̂X̂T )の評価に必要な計算量は 1
4n

3 +

O(n2) flopsである．

以下に，計算手法と計算量の比較結果を表す (表 2)．た

だし，表の計算量はコレスキー分解と近似逆行列の計算量

を含む．

表 2 提案手法における，計算手法と計算量の比較
計算手法 (∆A) 計算手法 (X̂X̂T ) 計算量 (flops)

T1 式 (24) 式 (26) 2
3
n3 +O(n2)

T2 式 (24) 式 (27) 11
12

n3 +O(n2)

T3 式 (25) 式 (26) 7
6
n3 +O(n2)

T4 式 (25) 式 (27) 17
12

n3 +O(n2)

また，式 (23)において，X̂X̂T と∆Aを絶対値で分離せ

ずに，区間演算にて評価をすると，より上限を過大評価し

ない手法を開発することが可能である．

5. 数値実験

本章では，数値実験結果について紹介する．まず，本

論で用いるテスト行列について説明を行う．行列サイズ

n=1024とし．行列 AをMATLAB上で

A = gallery(‘randsvd′, n,−cnd,mode, n, n, 1);

と生成する．ここで cndは Aの条件数であり，modeによ

り特異値の分布を設定する．またmodeは以下の 5つが用

意されている．

1 : 1つの大きな特異値

2 : 1つの小さな特異値

3 : 幾何学的に分布する特異値

4 : 算術的に分布する特異値

5 : 対数的に一様分布する乱数の特異値

このテスト行列を用いて，条件数の変化による ||QA− I||∞
の上限の評価を比較する．はじめに，提案手法の 4つを比較

する．表 3, 4, 5にそれぞれmode = 1,mode = 2,mode = 3

の場合の計算結果を示す．mode = 4の場合は mode = 2，

mode = 5の場合は mode = 3と類似した傾向であるため

省略する．

表 3 n = 1024,mode = 1．||QA− I||∞ の上限の比較
cnd T1 T2 T3 T4

108 1.9 ∗ 10−4 7.1 ∗ 10−5 1.3 ∗ 10−5 7.5 ∗ 10−6

1010 2.4 ∗ 10−2 6.4 ∗ 10−3 1.7 ∗ 10−3 8.0 ∗ 10−4

1012 − 5.9 ∗ 10−1 1.5 ∗ 10−1 7.9 ∗ 10−2

実験結果より，提案手法は計算量と精度がトレードオフ

の関係にある．ただし，表 4より，mode = 2の場合は T1

と T2，T3と T4がほぼ同等の精度となっている．これは，

||XXT ||∞ ≈ |||X||XT |||∞となっているためである．また，

表 4 n = 1024,mode = 2．||QA− I||∞ の上限の比較
cnd T1 T2 T3 T4

108 1.1 ∗ 10−4 1.1 ∗ 10−4 1.5 ∗ 10−6 1.5 ∗ 10−6

1010 1.5 ∗ 10−2 1.5 ∗ 10−2 2.0 ∗ 10−4 2.0 ∗ 10−4

1012 − − 1.8 ∗ 10−2 1.8 ∗ 10−2

表 5 n = 1024,mode = 3．||QA− I||∞ の上限の比較
cnd T1 T2 T3 T4

108 1.9 ∗ 10−2 1.8 ∗ 10−3 1.7 ∗ 10−4 2.3 ∗ 10−5

1010 − 1.4 ∗ 10−1 1.2 ∗ 10−2 1.9 ∗ 10−3

1012 − − − 1.6 ∗ 10−1

特異値の分布が mode = 4 の場合でも同様の結果が得ら

れる．

次に，Rump-Ogita法の精度保証可能な条件数の上限を

紹介する (表 6)．

表 6 n = 1024,mode = 1, 2, 3．

Rump-Ogita 法の計算可能な条件数の上限

mode 1 2 3

cnd 7.9 ∗ 1012 1.0 ∗ 1010 2.5 ∗ 1011

mode = 1のとき，Rump-Ogita法は提案手法 T2や T3と

同様の条件数まで精度保証が可能である．また，mode = 2

のとき，Rump-Ogita法は提案手法 T1より適用範囲が狭

いことがわかる．最後に，mode = 3のとき，Rump-Ogita

法は提案手法 T2と同等であり，T3より適用範囲が狭い．

つまり，提案手法 T4は総じて Rump-Ogita法より悪条件

問題に対して精度保証が可能であり，mode = 2のような

場合では，提案手法 T1も有効な場合がある．

次に，Ogita-Oishi法，Ozaki-Ogita-Oishi法との比較を

行う．まず，提案手法 T4と Ogita-Oishiの方法の比較を

行う．図 1, 2は，mode = 2, 4の場合の，条件数における

||QA − I||∞ の上限値を表す．図 1, 2より，精度の差は非

常に小さく mode = 1, 3, 5の場合はさらに小さい．また，

T4，Ogita-Oishi の方法の計算量は，それぞれ 17
12n

3, 8
3n

3

flops程度であり，提案手法はほぼ同等な上限を得ながらも

計算量を大幅に低減できている．

次に，T2，T3，Ozaki 等の方法の比較を行う．図 3, 4

は，mode = 1, 4の場合の，条件数における ||QA− I||∞の
上限値を表す．これらの手法は，各 modeにおいて T3の

精度が良い．また，T2とOzaki等の方法は，modeにより

精度の優劣は異なる．ただし，T2は計算量が一番小さく
11
12n

3 flops程度である．それに対して，Ozaki等の方法は
5
3n

3 flops程度であるから，計算量は T2の約 2倍である．

6. まとめ

本論では，連立一次方程式の数値解に対するコレスキー

分解を用いた精度保証法を提案した．提案手法は，Rump-

Ogitaの方法が精度保証に失敗する問題に対して有効な精
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T2, T3, Ozaki 等の方法の比較
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図 4 n = 1024,mode = 4．

T2, T3, Ozaki 等の方法の比較

度保証法である．また，この手法は先行研究の近似逆行列

を用いる方法と同等の精度で計算量を大幅に低減すること

ができる．また，提案手法は T1 → T2 or T3 → T4のよ

うに段階的に検証が可能であり，計算の効率化に対して優

れている．
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