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Kakarala-Ogunbonaの画像分解における
特異値の近接度を低減させるアルゴリズム

近 藤 弘 一†1 笹 田 昇 平†1 小 幡 雅 彦†2

岩 雅 史†3 中 村 佳 正†4,†5

本論文では非可逆画像圧縮における Kakarala-Ogunbona（KO）の画像分解アルゴリズムを考え
る．KO 分解では行列の特異値分解（SVD）を利用した主成分分析が行われ，2 次元離散ウェーブ
レット変換と同様な多重解像度解析が可能である．左特異ベクトルをフィルタとして利用することが
特徴である．一般に特異値の近接度が高いとき，SVD 数値計算アルゴリズムによって特異ベクトル
が高精度に求められるとは限らない．本論文では KO分解における特異値の近接度を低減させるアル
ゴリズムを提案する．元画像に対してランダム模様のふちどりを追加することで特異値分布を変化さ
せる．数値実験によりその効果を示し，圧縮画像の誤差評価を行う．さらには，フィルタ行列の量子
化について議論する．

An Algorithm to Increase Gaps between Singular Values
in Kakarala-Ogunbona Image Decomposition

Koichi Kondo,†1 Syohei Sasada,†1 Masahiko Obata,†2
Masashi Iwasaki†3 and Yoshimasa Nakamura†4,†5

In this paper, the Kakarala-Ogunbona (KO) algorithm for lossy image compression is con-
sidered. It is a transformation of multiresolution image decomposition like the two dimensional
discrete wavelet transformation, and is based on principal components analysis by singular
value decomposition (SVD) for matrices. The point of the KO algorithm is to use left singu-
lar vectors as decomposition filters. If any singular values are very close to each other, then
existing numerical SVD algorithms may fail to compute accurate singular vectors. In this
paper, we propose a modified algorithm of the KO decomposition to increase gaps between
singular values. The distribution of singular values are variable by adding random bordering
to the original image. We show its efficiency and estimate errors of the compressed images by
numerical experiments. Moreover, we discuss a quantization of the filter matrices.

1. は じ め に

本論文は非可逆画像圧縮7)におけるある多重解像度

解析の数値計算上の問題点について議論する．画像圧

縮アルゴリズムの現在の代表例は JPEG（Joint Pho-

tographic Experts Group）である．JPEGは元画像
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を離散コサイン変換（DCT）し，DCT係数を量子化

して情報量を削減する．量子化データをハフマン符号

や算術符号による符号化でデータサイズの圧縮を行う．

高周波になるほど解像度をより粗く量子化することで

多くの情報を削除する．高周波成分は復元画像の画質

には強く影響しない．そのため高圧縮，高画質が可能

となる．JPEGは画像に対して 1回のみ分解を行うが，

複数回分解を繰り返す手法が提案されている．多重分

解の代表例は 2次元離散ウェーブレット変換（2DWT）

である．基本的な手順は次のとおりである1),13)．画像

を 2DWTにより等分に 4分割する．左上に近似画像

が現れる．右上に垂直方向，左下に水平方向，右下に

対角方向の輪郭画像が現れる．近似画像を繰り返し分

解すると多重解像度の低周波成分，高周波成分が現れ

る．多重分解画像を量子化しエントロピー符号化する
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ことでデータの圧縮が可能となる．圧縮符号化法とし

ては SPIHT 11),13)や JPEG2000の EBCOT 13)など

が提案されている．これらを JPEGと比べると同じ

PSNRならば約 30%から 50%の圧縮率向上がみられ

る3)．ここで，PSNRとはピーク信号対雑音比（peak

signal to noise ratio）のことであり，画質の指標と

してよく用いられる．2DWT以外の画像の多重分解

法として，行列の特異値分解（SVD）を用いた手法が

Kakarala-Ogunbona（KO）により提案されている5)．

KO分解は SVDを利用した主成分分析が行われる．一

般に画像に対する主成分分析は Karunen-Loève変換

（KLT）と呼ばれている13)．KLTは不規則信号を無相

関化する直交変換のことである5),13)．入力信号が広義

定常な場合，KLT はすべての直交変換のうち符号化

利得が最大となる変換であることが示されている13)．

符号化利得とは，変換された信号の量子化誤差を分母

とし，元信号を直接量子化したときの量子化誤差を分

子とする比のことである．KLT を多重解像度解析と

して構成したものがKO分解である．KO分解では画

像を 2DWTと同様に低周波成分と高周波成分に分解

する．2DWTで得られる高周波成分は縦，横，斜め

の輪郭線であるのに対し，KO分解の高周波成分は第

2番目以降の主成分であり，互いに無相関となること

が異なる．各分解画像の元画像に対する寄与率は特異

値の大きさにより定まる．第 1主成分の分解画像に対

して繰り返しKO分解することで多重分解画像が得ら

れる．これを量子化し符号化すればデータサイズの圧

縮となる．しかし，KO分解に対する専用の圧縮符号

化はまだ提案されていない．そのため 2DWT用であ

る SPIHTを代用する．この場合においても十分な性

能が得られることが報告されている1)．KO分解専用

の圧縮符号化法の開発が求められる．また，KO分解

と 2DWTとを合わせた複合型アルゴリズムの研究も

Ashinoらにより提案されている1)．

本論文は KO分解の SVD計算における問題点につ

いて考察する．KO分解ではまず与えられた画像行列

の要素を並べ換えて横長行列に変換する．横長行列を

特異値分解し左特異ベクトルを求める．左直交行列が

フィルタとして機能する．左直交行列を横長行列にか

けた後に元の形に並べ換えて分解画像が得られる．横

長行列の特異値分布は画像の種類により大きく異な

る．ある画像においては特異値の近接度が高くなるこ

とがある．国際標準の線形数値計算ライブラリ LA-

PACK 6)で公開されている SVDルーチンは特異値の

近接度が高いとき特異ベクトルを高精度に求められる

とは限らない12)．このとき，KO分解においては分解

とその逆変換である再構成が精度良く行われない可能

性がある．そこで本論文では，特異値相互のギャップ

を拡大するアルゴリズムを提案する．提案手法では元

画像に対してランダム模様のふちどりを追加する．こ

れにより特異値の近接度が低減され SVDルーチンに

おける問題点が回避される．また，数値実験により提

案手法の効果を検証する．

本論文の構成は次のとおりである．2 章では

Kakarala-Ogunbona の画像分解について解説する．

3 章では種々の画像に対する特異値分布を論じる．縦，

横，斜め縞模様，および，ランダム模様の画像に関する

特異値の分布を調べる．4章では特異値の近接度を低減

させるアルゴリズムを提案する．5章では提案アルゴリ

ズムの効果を数値実験により示す．6章では左直交行列

の量子化に関する議論を行う．7章ではまとめを述べる．

2. Kakarala-Ogunbonaの画像分解

本章では Kakarala-Ogunbonaの画像分解（KO分

解）を紹介する．画像を縦 M ピクセル，横 N ピクセ

ルの 256階調グレースケールとすると，画像はM×N

型行列 X = (Xi,j)（i = 0, 1, · · ·, M − 1; j = 0, 1,

· · ·, N −1）で表される．ただし，各成分は [0, 255] の

整数値である．まず，行列 X = (Xi,j)を b×b型小ブ

ロック行列に分割する．ただし，M，N は b で割り切

れるとする．各 b×b型小ブロックの第 (k, l)成分をす

べて並べてM ′×N ′ 型ブロック行列 X(k,l) = (X
(k,l)
m,n )

（m = 0, 1, · · ·, M ′ − 1; n = 0, 1, · · ·, N ′ − 1）とす

る．ここで M ′ = M/b，N ′ = N/b とおく．このとき

X から X(k,l) への変換は k = 0, 1, · · ·, b− 1; l = 0,

1, · · ·, b − 1 に対して

B(k,l) : X �→ X(k,l); (1)

X(k,l)
m,n = Xbm+k,bn+l

と表される．ブロック行列 X(k,l) をすべて並べて

M ×N 型行列 Y = (Yi,j) とする．元の行列 X から

Y への変換は

B : X �→ Y = (X(k,l))0≤k,l<b; (2)

YM ′k+m,N′l+n = X(k,l)
m,n = Xbm+k,bn+l

である．また，M ′ × N ′ 型ブロック行列 X(k,l) の

すべての要素を並べ換えて 1 × M ′N ′ 型行ベクトル

a(bk+l) = (a
(bk+l)
t )（t = 0, 1, · · ·, M ′N ′ − 1）とす

る．この変換を

R : X(k,l) �→ a(bk+l); (3)

a
(bk+l)

N′m+n
= X(k,l)

m,n
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とおく．すべての行ベクトル a(s)（s = 0, 1, · · ·,
b2 − 1）を縦に積み上げて b2 × M ′N ′ 型行列 A =

(As,t) とする．このとき Y から A への変換は

P : Y �→ A = (a(s))0≤s<b2 ; (4)

Abk+l,N′m+n = a
(bk+l)

N′m+n
= YM ′k+m,N′l+n

である．元の行列 X から A への変換は

K = P ◦ B : X �→ A; (5)

Abk+l,N′m+n = Xbm+k,bn+l

となる．得られた横長行列 A に対して SVDを行う．

A の特異値を σ0, σ1, · · ·, σb2−1（σs ≥ σs+1），左特

異ベクトルを us（s = 0, · · ·, b2 − 1），右特異ベクト

ルを vt（t = 0, 1, · · ·, M ′N ′−1）とおく．このとき，

A = USV T , (6)

S =
(

Σ O

)
,

Σ = diag(σ0, σ1, · · · , σb2−1),

U =
(

u0 · · · ub2−1

)
,

V =
(

v0 · · · vM ′N′−1

)

と表される．ただし，U は b2 × b2 型直交行列，V は

M ′N ′ × M ′N ′ 型直交行列，Σ は b2 × b2 型対角行

列，S は b2 × M ′N ′ 型長方行列である．得られた左

直交行列 U の転置を横長行列 A に左から掛けて

Â = UT A (7)

を求める．Â は A と同じ型の長方行列である．得ら

れた Â は A = USV T より

Â = SV T (8)

=
(

σ0v0 σ1v1 · · · σb2−1vb2−1

)T

とも表される．Â を P と逆の操作で並べ換えて
X̂ = P−1(Â)

=
(
σbk+lR−1(vT

bk+l)
)
0≤k,l<b

=




σ0R−1(vT
0 ) · · · σb−1R−1(vT

b−1)

σbR−1(vT
b ) · · · σ2b−1R−1(vT

2b−1)
...

. . .
...

σb2−bR−1(vT
b2−b)· · · σb2−1R−1(vT

b2−1)




(9)

となる．X̂ は複数の M ′ × N ′ 型小ブロック行列

σsR−1(vT
s ) に分割された行列である．左上のブロッ

ク σ0R−1(vT
0 ) は第 1 主成分であり低周波画像とな

る．残りの b2 − 1 個のブロック行列は第 2主成分以

降であり高周波画像となる．KO分解で得られる画像

は X̂ によって表される．これらの操作をまとめると

KO 分解は次のアルゴリズム 1 と定義される．また，

KO分解の再構成は X = K−1(UP(X̂)) である．

アルゴリズム 1 （Kakarala-Ogunbona）

Input. 元画像 X．

Output. 分解画像 X̂．

Step 1. A = K(X) を求める．

Step 2. A の特異値分解 A = USV T を求める．

Step 3. Â = UT A を求める．

Step 4. X̂ = P−1(Â) を求める．

主成分分析の考え方では，データ行列 Aの各行は画

像 X から生成された見本過程である．見本過程の平均

を取り除いたデータ行列 Ā = A(I − (M ′N ′)−1eeT )

に対して，KO 分解を行うとする．ただし，I は

M ′N ′ × M ′N ′ 型単位行列，e は要素がすべて 1 の

M ′N ′ × 1 型行列とする．このとき，A の共分散行列

は ĀĀT であり，Â = UT Ā の共分散行列は ÂÂT で

ある．ÂÂT は対角行列であるから，Â の各行が表す

見本過程は互いに無相関となる．変換 Â = UT Ā は

KLTであるといえる．一方，KO分解 Â = UT A で

は平均を取り除かない．これは第 1主成分に直流成分

を残すためである．

分解画像の低周波画像に対して繰り返し KO 分解

を行うと多重分解画像を得る．分解の回数をレベル，

j 回目で得られる画像をレベル j の分解画像と呼ぶ．

得られた多重分解画像に対して圧縮符号化を行えば

データサイズの圧縮が行われる．圧縮画像を復元する

場合は逆の操作を行う．KO分解専用の圧縮符号化は

まだ提案されていない．本論文では圧縮符号化法とし

て 2DWT 用の SPIHT 11) を用いる1)．2DWT によ

る分解画像は 4分割画像である．以降，KO分解にお

いて b = 2 とする．これらの手順を図 2 (c)に示す．

たとえば図 1 (a)の画像 Lenaを KO分解する．そ

の際，A の特異値は

σ0 = 6.7 × 104, σ1 = 2.7 × 103, (10)

σ2 = 1.8 × 103, σ3 = 1.0 × 103

であり，左直交行列 U は

U =




0.500 0.581 0.404 −0.500

0.500 −0.405 0.581 0.498

0.500 0.406 −0.578 0.502

0.500 −0.579 −0.406 −0.500


 (11)

となる．第 1列目の左特異ベクトル u0 は平均化フィル

タ σ0v
T
0 = (a(0) + · · ·+a(3))/2として機能する．第 2

列目以降の左特異ベクトルは高周波フィルタとして機

能する．分解画像 X̂ は図 2 (a)であり，多重分解画像

は図 2 (b)となる．多重分解画像を圧縮比 1 bpp（bits

per pixel）のSPIHTにより圧縮符号化すると圧縮デー
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(a) Lena（512 × 512 画素） (b) 縞画像（128 × 128 画素）

図 1 サンプル画像
Fig. 1 Sample images, (a) Lena (512 × 512 pixels), (b) stripe (128 × 128 pixels).

(a) 分解画像（b = 2） (b) 多重分解画像（b = 2）

(c) 模式図

図 2 Kakarala-Ogunbona の画像分解アルゴリズム
Fig. 2 Kakarala-Ogunbona image decomposition algorithm, (a) decomposed

image (b = 2), (b) multi decomposed image (b = 2), (c) diagram.

タのサイズは元データに対して 9.3%となる．さらに圧

縮データを SPIHT復号により再構成した復元画像の

PSNRは 37.4 dBである．また，他の圧縮比やKO分

解，2DWTおよびそれらの複合型における圧縮性能の

比較は，Ashinoらの文献 1)で詳細に検討されている．

3. 特異値の相互最小ギャップ

本章では KO アルゴリズムに含まれる特異値分解
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(a) 縦縞 (b) 横縞 (c) 斜め縞 (d) ランダム

図 3 特異値分布実験のサンプル画像（32 × 32 画素）
Fig. 3 Sample images (32 × 32 pixels) for experiment of minimum gap of singular

values, (a) vertical, (b) horizontal, (c) diagonal, (d) random.

（SVD）がかかえる数値計算上の問題点について議論

する．横長行列 A の特異値 σi（σi ≥ σi+1）の分布

は画像行列 X によって大きく異なる．計算機上では

特異値の分布によらず正しい特異ベクトルを求めるこ

とは難しい．特に LAPACKの SVDルーチンでは特

異値が近接する行列を高精度に SVDできるか定かで

はない12)．KO分解における SVDは AAT の固有値

分解に置き換え可能である．LAPACKには複数の固

有値分解ルーチンが公開されているが，固有値分布に

よらずつねに高精度に固有値分解できる万能ルーチン

はない．一般に行列積で生じる誤差を考えると SVD

の代わりに AAT の固有値分解を用いるのは有効では

ない．本論文では，KO分解の SVD計算において近

接または重複特異値の発生を回避するアルゴリズムを

提案する．

特異値の近接度を測るため，特異値相互の最小ギャッ

プを

gmin = min
i

|σi − σi+1|
2552MN/b2

(12)

と定義する．ただし，分母は AAT の各成分の最大

値を 1 とするための規格化定数である．たとえば，

図 1 (a) の Lena の場合の特異値は式 (10) であるか

ら gmin = 1.9 × 10−7 であり，倍精度計算における

マシンイプシロン ε に比較して十分に大きい．一方，

図 1 (b)の縞画像の特異値は，

σ0 = 2.2 × 104, σ1 = 4.1 × 103, (13)

σ2 = 5.2 × 10−11, σ3 = 1.9 × 10−11

となり，最小ギャップは gmin = 1.2 × 10−19 である．

異なる特異値 σ2，σ3 は差がほぼ 0で近接する．この

ギャップはマシンイプシロン ε より小さい．そのため

特異値が重複と見なされ，数値安定性が保証できない．

対象となる行列から単位行列の定数倍を引く操作であ

る原点シフトを行えば相対ギャップが拡大する．つま

り特異値のみならば高精度に得ることは可能で，dqds

アルゴリズム9) やmdLVsアルゴリズム4) が提案され

ている．特異ベクトルも求めたい場合には，LAPACK

の DBDSQR や著者の一部らが開発中の I-SVD アルゴ

リズム8) がある．これらのアルゴリズムであっても特

異値の近接度が高い行列の特異ベクトルを高精度に求

められるとは限らず，計算機上では難しい課題である．

いまだ決定的なアルゴリズムは存在しない．

KO分解における横長行列 A の特異値の近接度は，

どのような画像のとき高くなるか詳しくは調べられて

いない．そこで，特異値の近接度が高い画像の種類を

調べる．図 3 のような (a)縦縞，(b)横縞，(c)斜め

縞，(d)ランダム模様の 4種類の 32× 32 画素の画像

を考える．色は整数値 [0, 255] でランダムに変化させ，

それぞれ 10,000個の画像を考える．この画像をそれ

ぞれ画像行列 X とし，4× 256 型横長行列 A の特異

値の相互最小ギャップ gmin の分布を調べる．図 4 に

その結果を示す．横軸は画像番号であり，縦軸は gmin

である．ただし，データは gmin の小さい順にソート

されている．実験はMATLAB 7.0.4を使用し，特異

値分解には組み込み関数 svd を用いる．計算は倍精

度で行う．図 4 によると，(a)縦縞，(b)横縞模様で

は gmin は O(10−20) 程度であり，マシンイプシロン

ε より小さい値を示す．きわめて近接している状態で

ある．一方，(c) 斜め縞模様，(d) ランダム模様では

O(10−6) 程度である．単精度の有効桁数程度であり，

倍精度計算においては十分に大きなギャップである．ラ

ンダムな画像に近づくほど特異値の近接度は低くなる

ことが予想される．また，LAPACKの倍精度用 SVD

ルーチンにおいて特異値の相互ギャップがある程度大

きいならば，特異ベクトルの直交性は保たれる傾向が

ある12)．この結果，KO分解においては画像はランダ

ム模様に近い方が精度が良くなると期待される．

4. 特異値の近接度を低減させるアルゴリズム

本章では特異値の近接度を低減させるアルゴリズム

を提案する．3 章の結果よりランダムな画像ほど特異
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図 4 KO 分解における横長行列 A の特異値相互の最小ギャップ gmin の分布，(a) 縦縞，
(b) 横縞，(c) 斜め縞，(d) ランダム

Fig. 4 Minimum gaps of singular values of A in KO algorithm, (a) vertical,

(b) horizontal, (c) diagonal, (d) random images.

(a) 左 (b) 右 (c) 上 (d) 下 (e) 周回

図 5 ふちどり方法の種類
Fig. 5 Five types of random bordering, (a) left, (b) right, (c) top, (d) bottom, (e) round.

値の近接度は低くなる．これより，画像行列 X の左

側に幅が 2画素のランダム模様のふちを追加した画像

（図 5 (a)）を考える．ふちどり画像を

X̃ =




h0 hM

...
... X

hM−1 h2M−1


=

(
H X

)
(14)

と表す．成分 hk は [0, 255] のランダムな整数とする．

X̃ を横長行列 Ã = K(X̃) に変換する．このとき，

ÃÃT = HHT + AAT (15)

となる．AAT は b2 × b2 型正方行列であり固有値は

σ2
s（s = 0, 1, · · ·, b2 − 1）である．また，HHT の固

有値分布はランダムに定まるため，ÃÃT の固有値分

布は AAT とは大きく異なる．ふちどり画像 H によ

り Ã の特異値の相互最小ギャップ gmin を大きく選ぶ

ことが可能となる．このとき，Ã の特異ベクトルも変

化し，計算機上では A の特異ベクトルよりも優れた

直交性を持つことが期待できる．Ã の左直交行列 Ũ

をフィルタ行列として利用する．Ũ を元画像 X の横

長行列 A = K(X) にかけて変換データ Â = ŨT A と

し，並べ換えて分解画像 X̂ = P−1(Â) を求める．こ

の分解画像 X̂ を得る計算過程において数値計算上の

問題は起こらない．また，Ũ と U との差が圧縮画像

へ与える影響は 5 章の数値実験により議論する．さ

らには，ふちどりの位置を図 5 の (b)右側，(c)上側，

(d)下側，(e)周回とした場合でも式 (15)が成り立つ．

ふちどり方法には 5種類が考えられる．以上より，高

い近接度を回避する手法として次のアルゴリズム 2を

提案する．また，アルゴリズムの模式図を図 6に示す．

アルゴリズム 2 （提案手法）

Input. 元画像 X．

Output. 分解画像 X̂．

Step 1. X よりふちどり画像 X̃ を求める．

Step 2. A = K(X)，Ã = K(X̃) を求める．

Step 3. Ã の特異値分解 Ã = Ũ S̃Ṽ T を求める．

Step 4. Â = ŨT A を求める．

Step 5. X̂ = P−1(Â) を求める．

5. 数 値 実 験

本章では提案アルゴリズムを数値実験により評価

する．ランダム模様のふちどり方法は図 5 の (a)左，

(b)右，(c)上，(d)下，(e)周回の 5種類とし，これを

比較する．また，4章ではふちどりの幅を 2画素とした

が，ふちどり幅を � 画素とし変化させ比較を行う．実

験はMATLAB 7.0.4を使用し，計算は倍精度で行う．

まず，特異値の近接度の低減実験を行う．図 3 に示
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(a) KO 分解 (b) 提案手法

図 6 アルゴリズムの模式図
Fig. 6 Diagrams of (a) KO algorithm, and (b) proposed algorithm.

図 7 提案手法（周回，� = 2）における横長行列 Ã の特異値相互の最小ギャップ gmin の分
布，(a) 縦縞，(b) 横縞，(c) 斜め縞，(d) ランダム

Fig. 7 Minimum gaps of singular values of Ã in proposed algorithm (round type,

� = 2), (a) vertical, (b) horizontal, (c) diagonal, (d) random images.

す 4 種類の 32 × 32 画素画像を対象とし，3 章と同

様にそれぞれ 10,000個の画像を考える．SVDルーチ

ンには組み込み関数 svd を用いる．提案手法におけ

る 4 × 256 型横長行列 Ã の特異値の相互最小ギャッ

プ gmin の分布を図 7 に示す．この図は，ふちどり

位置が周回で幅が � = 2 の場合の結果である．他の

ふちどり位置やふちどり幅においても同様の結果を得

る．(a)縦縞，(b)横縞模様の gmin は，ふちがない従

来法では図 4 で示すように O(10−20) 程度であるが，

提案手法では図 7 のように O(10−6) 程度に大きくな

る．特異値の近接度の低減に成功している．一方，も

ともと近接度が低い (c)斜め縞，(d)ランダム模様で

は gmin の目立った変化は確認できない．よって，特

異値の近接度が高い場合ではその近接度は低減され，

もともと低い場合では近接度の変化がほとんどない，

という結果を得る．

次に，多重分解における特異値の近接度の低減実験を

行う．図 1 (b)の近接度が高い画像に対して多重分解を

6レベルまで行う．この結果を表 1に示す．この実験で

は A の SVDを固有値分解 AAT = UDUT に置き換

えた場合でも行う．ただし，D = diag(σ2
0 , · · · , σ2

b2−1)

であり，U は A の左直交行列である．固有値分解

ルーチンにはMATLABの組み込み関数 eig と，最

近注目を集めているMRRR 2) 法に基づき作成された

LAPACK 3.1.0の DSTEMR と，文献 10) のヤコビ法

jacobi を用いる．表 1 に示すように KO分解におけ

る最小ギャップ gmin は，svd のとき O(10−19) 程度

でありきわめて近接している．一方，eig，DSTEMR，

jacobi のときは O(10−13) 程度である．svd の結果

とは異なる．これは，誤差の違いによると考えられる．

A はきわめて横に長い行列である．そのため，AAT

の計算における各行同士の内積計算において情報落ち

が発生していると考えられる．これらの異なる精度の

もと提案手法では，すべてのルーチンのすべての分解

レベルにおいて，最小ギャップ gmin は O(10−7) 程度

に拡大している．SVD ルーチンの違いによらず，多

重分解における近接度の低減に成功している．また，

他のふちどり位置やふちどり幅においても同様の結果

を得る．

最小ギャップ gmin が拡大されたことでふちどり画
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表 1 多重分解における特異値の近接度 gmin の変化（縞画像，周回，� = 2）
Table 1 Minimum gaps gmin in multi decomposition (stripe, round, � = 2).

svd eig DSTEMR jacobi

KO 分解 提案手法 KO 分解 提案手法 KO 分解 提案手法 KO 分解 提案手法
level-1 1.2 × 10−19 2.9 × 10−7 6.4 × 10−14 1.7 × 10−7 3.8 × 10−13 4.2 × 10−7 1.1 × 10−13 2.2 × 10−7

level-2 7.3 × 10−20 1.1 × 10−6 3.7 × 10−13 1.0 × 10−6 2.4 × 10−13 2.7 × 10−6 1.3 × 10−13 1.0 × 10−6

level-3 5.0 × 10−19 2.4 × 10−6 1.2 × 10−12 6.2 × 10−6 9.4 × 10−13 1.1 × 10−5 2.2 × 10−12 6.3 × 10−6

level-4 4.4 × 10−19 1.5 × 10−5 1.3 × 10−11 3.4 × 10−5 2.1 × 10−12 2.0 × 10−5 4.6 × 10−11 1.4 × 10−6

level-5 5.6 × 10−19 1.2 × 10−4 6.1 × 10−11 4.8 × 10−5 5.5 × 10−10 7.5 × 10−5 5.5 × 10−11 9.8 × 10−5

level-6 4.5 × 10−18 4.0 × 10−4 3.8 × 10−11 3.6 × 10−4 4.0 × 10−11 4.4 × 10−4 1.3 × 10−10 4.7 × 10−4

表 2 PSNR の変化量（49.3 dB，縞画像）
Table 2 Increase/decrease of PSNR (49.3 dB, stripe).

svd eig DSTEMR jacobi

左 � = 2 +0.1 +0.5 +0.5 +0.2

� = 4 +0.7 +0.7 +0.7 +0.2

� = 10 +1.7 0 +0.1 +0.1

� = 20 +1.2 0 +0.9 −0.4

右 � = 2 +0.2 +0.3 +0.7 +0.4

� = 4 +0.7 +0.8 +0.4 +0.5

� = 10 +0.4 +0.2 +0.7 +0.8

� = 20 +0.2 −1.0 +0.9 +1.5

上 � = 2 +0.3 +0.2 +0.5 +0.5

� = 4 +0.1 +0.5 +0.3 +0.6

� = 10 +1.5 +0.1 −0.5 −0.1

� = 20 −0.3 +0.4 +1.7 +0.6

下 � = 2 +0.2 +0.5 +0.5 +0.6

� = 4 +0.6 +0.7 +0.4 0

� = 10 −0.3 −0.6 −0.1 +0.4

� = 20 +0.2 +0.8 +1.3 +1.1

周回 � = 2 −0.1 +0.1 +0.2 +0.5

� = 4 +0.1 +0.1 +0.2 +0.3

� = 10 +0.2 +0.3 +1.3 +1.6

� = 20 +0.8 −0.1 +0.3 0

像に対するフィルタ行列 Ũ は精度良く得られる．反

面，圧縮画像の精度に関しては悪化が懸念される．次

の実験では，提案手法で生成される圧縮画像がふちを

つけない場合の KO 分解で得られるものと比べて画

質劣化がみられるかどうかを調べる．SPIHTの圧縮

比は 1 bppとする．特異値の近接度の高い画像である

図 1 (b)を実験対象とする．SVDルーチンには svd，

eig，DSTEMR，jacobi を用いる．ふちをつけない場

合の圧縮画像の PSNRは，すべての SVDルーチンで

49.3 dBである．ここで，元画像を X，圧縮画像を X̄

とすると PSNRは

PSNR = 10 log10

2552MN

‖X̄ − X‖ [dB] (16)

と定義される．ただし，ノルム ‖ ·‖ はフロベニウスノ
ルムである．ふちがない場合の PSNRから提案手法

のPSNRへの変化量を調べる．実験の結果，ランダム

にふちどり模様を生成するごとに，PSNRの変化量は

−2 dBから +2 dB程度の間であった．そのため，ふ

表 3 PSNR の変化量（37.4 dB，Lena）
Table 3 Increase/decrease of PSNR (37.4 dB, Lena).

eig DSTEMR jacobi

左 � = 2 0 0 0

� = 4 0 0 0

� = 10 0 0 0

� = 20 0 0 0

右 � = 2 0 0 0

� = 4 0 0 0

� = 10 0 0 0

� = 20 0 0 0

上 � = 2 0 0 0

� = 4 0 0 0

� = 10 0 0 0

� = 20 −0.1 0 0

下 � = 2 0 0 0

� = 4 0 0 0

� = 10 0 0 0

� = 20 0 0 0

周回 � = 2 0 0 0

� = 4 0 0 0

� = 10 0 0 0

� = 20 −0.2 0 0

ちどり模様を 10個生成し PSNRが最良のものを選ぶ

ことにする．ふちどり位置，ふちどり幅 � を変化させ

て比較をする．結果を表 2 に示す．最良の PSNRは

−1.0 dB から +1.7 dB の間であり悪影響はきわめて

小さく，良くなる場合も多い．また，SVDルーチン，

ふちどり位置，ふちどり幅による差はほとんどみられ

ない．以上より，本提案手法は 10個程度ランダム模

様のふちどりを再生成することで，画質劣化の影響を

小さくすることが可能である．次に近接度が低い一般

的な画像である図 1 (a)を対象とする．提案手法は近

接度が低い場合に適用する必要はないが，仮に適用し

た場合の影響を調べる．図 1 (a)の画素数は 512×512

であり，V の型は 216 × 216 となる．そのため svd

はメモリオーバとなり使用できない．実験には eig，

DSTEMR，jacobi のみを用いる．結果を表 3 に示す．

ふちどりによる影響はほぼない．

以上の結果より，提案手法は高い近接度を低減させ

るアルゴリズムであり，近接度の高低にかかわらず圧
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表 4 U の型変換における PSNR（Lena）
Table 4 PSNR in quantized U (Lena).

0.5 bpp 1.0 bpp 1.5 bpp

double 33.47 dB 37.42 dB 40.20 dB

float 33.47 dB 37.42 dB 40.20 dB

int64 33.47 dB 37.42 dB 40.20 dB

int32 33.47 dB 37.42 dB 40.20 dB

int16 33.47 dB 37.41 dB 40.20 dB

int8 29.23 dB 30.31 dB 30.72 dB

縮画像への悪影響は小さいと結論される．また，ふち

どり位置やふちどり幅による違いはみられない．

6. フィルタの量子化に関する誤差評価

本章ではフィルタ行列 U の量子化誤差について議

論する．U は画像の復号化の際に再構成フィルタとし

て使用するため，圧縮データとともに保存する必要が

ある（図 2 (c)）．そのため U の各要素に必要なバイ

ト数は小さい方が望ましい．本論文の 5 章までの計

算は倍精度浮動小数点型（double型，8バイト）で計

算している．画像の再構成の際に U を double型から

単精度浮動小数点型（float型，4バイト）と 4つの整

数型（int64，int32，int16，int8，それぞれ 8，4，2，

1バイト）にそれぞれ型変換し量子化する．このとき

圧縮画像に関する誤差評価を行う．実験には図 1 (a)

の画像を用いる．結果を表 4 に示す．double，float，

int64，int32，int16の PSNRは同一の値である．一

方，int8ではPSNRが 4 dBから 10 dB程度低下する．

よって，フィルタ係数 U を整数型 2 バイト（int16）

に型変換することで PSNRを低下させることなく U

のバイト数を 25%にすることが可能である．またこれ

は，U の精度は少なくとも 2 バイトあればよいこと

を示している．通常，画像処理チップの浮動小数点演

算は単精度のみで実行される．KO分解の計算をすべ

て単精度で行う場合は，この精度が要求条件となる．

今後の研究の達成目標となる．

7. ま と め

KO分解における特異値の近接度を低減させる方法

として，本論文では元画像にランダム模様のふちどり

を付け加えるアルゴリズムを提案した．数値実験によ

り特異値相互の最小ギャップが拡大されることを示し

た．もし特異値分布に強いクラスタがあっても特異値

相互の近接度を低減させる結果，クラスタの密集度を

下げることができる．また，提案アルゴリズムは画像

の近接度の高低にかかわらず，圧縮画像の画質劣化が

ないことを示した．また，本論文では画像全体を KO

分解し圧縮符号化を行った．画像を分割しブロックご

とに圧縮符号化をする方法も課題として考えられる．

サイズの大きな自然画像におけるあるブロックでは，

本論文で議論した縞画像のような模式的な画像が現れ

る可能性がある．このとき本提案手法は有効に働くと

考えられる．

本論文の最後では，フィルタ行列を整数型 2バイト

に型変換することでヘッダ部分に使用するフィルタ係

数のデータサイズを 25%に圧縮可能であることを示

した．発展課題としては，チップ化のための単精度計

算の誤差評価がある．このとき U の精度は 2バイト

以上確保することが要求条件となる．
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