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GridRPC/MPIハイブリッドによる
修正多重リスタート付きArnoldi法

木 原 崇 智† 小 瀧 義 久†

多田野 寛人†† 櫻 井 鉄 也†,††

本論文では，大規模非 Hermite 疎行列を持つ標準固有値問題の並列解法について述べる．大規模
固有値問題の反復解法の 1つとしてリスタート付き Arnoldi法がある．この方法はリスタート周期の
選び方によって，解への収束性が大きく異なるが，収束性の良いリスタート周期をあらかじめ与える
ことは困難である．多重リスタート付き Arnoldi 法は，複数のリスタート周期の Arnoldi 法を並列
に実行し，残差ノルムが最小となる近似ベクトルを次のリスタートの初期ベクトルとする．しかしな
がら，この方法では残差ノルムが停滞する可能性がある．本論文ではこの問題の回避法を提案する．
さらに，GridRPC システムである Ninf-G とMPI のハイブリッド環境で実装し数値実験を行った．

Modified Multiple Explicitly Restarted Arnoldi Method
with Hybrid GridRPC/MPI Implementation

Takanori Kihara,† Yoshihisa Kodaki,† Hiroto Tadano††

and Tetsuya Sakurai†,††

In this paper, we consider a parallel method for standard eigenvalue problems with large
sparse non-Hermitian matrices. The explicitly restarted Arnoldi method is one of iterative so-
lution technique for large-scale standard eigenvalue problems. The convergence of this method
depends on a restart period. However, it is difficult to specify a restart period which has good
convergences. The modified multiple explicitly restarted Arnoldi method is based on a multi-
ple use of explicitly restarted Arnoldi method in order to improve the convergence. However,
the residual norm of this method may stagnate. We propose a modified method to avoid this
drawback and have implemented the modified method with hybrid of GridRPC and MPI.
Some numerical examples illustrate the performance of the presented method.

1. は じ め に

大規模非 Hermite疎行列 A ∈ Cn×n を持つ標準固

有値問題

Au = λu

の代表的な解法に，Krylov部分空間法の一種である

Arnoldi 法1),12) がある．同法には，精度や収束性向

上のために多数の変種11),13) が存在するが，その中で

基本的なものにリスタート付き Arnoldi法（ERAM：

Explicitly Restarted Arnoldi Method）6),10) がある．

ERAMはリスタート周期によって解への収束性が大
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きく異なり，計算時間に大きな影響がある．しかしな

がら，計算前に収束性の良いリスタート周期を特定す

ることは困難である．

ERAMの収束性を向上させる方法として，異なる

リスタート周期の ERAM プロセスを同時に複数個

実行する多重リスタート付き Arnoldi法（MERAM：

Multiple ERAM）2),3)がある．MERAMは各ERAM

プロセスが相互にデータをやりとりすることで収束性

を向上させる．MERAMには同期型と非同期型があり，

非同期型MERAMは同期型MERAMより計算時間

が短い傾向にある．しかしながら，非同期型MERAM

には精度改善が停滞し，解が求められない場合がある．

本論文では，この問題点について示し，その回避法と

して修正非同期型MERAMを提案し性能を評価する．

本論文では，MERAMをGridRPC（RPC：Remote

Procedure Call）システムの一種である Ninf-G 8) と

MPI（Message Passing Interface）のハイブリッド環
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境で実装し，いくつかのテスト行列で性能を評価した．

Gridコンピューティングとは，遠隔地に分散したヘテ

ロな計算機資源をネットワークで結び，1つの統合的

な計算資源として利用する技術である．この技術によ

り既存の計算機資源で大規模な並列計算が可能となる

ため，現在 Grid環境での並列プログラミングを支援

するためのGridRPCの研究がさかんに行われている．

本論文では，クライアント・サーバ型の GridRPC

システムである Ninf-G 8) を用いて，MERAM の各

ERAMを並列化した．MERAMはアルゴリズムの性

質上，クライアント・サーバ型に適している．また，

Ninf-Gは 1度サーバ側に送ったデータをサーバ側で

保持しておくことが可能であり，MERAMの場合初

めに行列データをサーバ側に送ると，2回目以降のリ

スタート計算時には改めて行列データを送る必要がな

い．したがって，効率的な並列計算が実現できる．特

に，行列のサイズが巨大な場合，この機能がなければ

実行時間の大部分をデータの転送時間が占めることと

なるため，この機能が大きな意味を持つ．文献 2)で

はMERAMを NetSolve 7) で実装しているが，リス

タートごとに行列データを送り直しているため，実験

で用いた行列のサイズは小さいにもかかわらずデータ

転送時間がボトルネックになると考えられる．

さらに，各 ERAMプロセスの計算時間は，その大

部分を行列ベクトル積が占める．したがって，本論文

では，各 ERAM プロセスの行列ベクトル積を MPI

で並列化することによりさらなる高速化を図った．

本論文の構成は次のようになっている．まず，2章

ではリスタート付きArnoldi法（ERAM）について説

明する．次に 3章では，同時に複数の ERAMを実行

する多重リスタート付きArnoldi法（MERAM）につ

いて説明し，その問題点を示す．そして，その問題を

回避するための方法を示す．4章では，4つの数値例

を用いてMERAMの性能を評価し，提案法の有効性

について検証する．最後に，5章で結論と今後の課題

を述べる．また，本論文を通して内積は (f, g)≡fHg

で定義する．

2. リスタート付きArnoldi法：ERAM

2.1 Arnoldi法

基本となる Arnoldi法（BA：Basic Arnoldi）につ

いて説明する．行列 A と非零ベクトル v によって生

成される m 次元の Krylov部分空間は

Km = Span(v, Av, . . . , Am−1v) (1)

で表される（以下，Krylov 部分空間 Km の次元数

m をリスタート周期と呼ぶ）．まず Krylov 部分空

間 Km の正規直交基底 {wi}m
1 を計算する．ここで，

Wm = (w1, . . . , wm) とおくと

AWm = WmHm + hm+1,mwm+1e
T
m,

Hm = WH
mAWm (2)

が成り立つ1),10)．ただし，Hm(= hi,j) は m×m 上

Hessenberg行列，hm+1,m はスカラー値を表し，em

は第 m 成分のみが 1 の m 次元ベクトルである．次

に，行列 Hm の固有対（固有値：λ
(m)
i ，固有ベクト

ル：y
(m)
i ）を求める．ここで得られた固有値 λ

(m)
i が，

行列 A の近似固有値（絶対値最大の固有値から順に

m 個）であり，Ritz値と呼ばれる．また，

ui = Wmyi, (i = 1, 2, . . . , m) (3)

により得られるベクトル u
(m)
i が，λ

(m)
i に対応する

行列 A の m 本の近似固有ベクトルとなる．u
(m)
i は

Ritz ベクトルと呼ばれる．行列 A の求めるべき固

有対（Ritz pair）の数が s（s < m）組の場合，行

列 Hm の固有対を絶対値最大の固有値から順に s 組

求めればよい．以下に Arnoldi法（BA）のアルゴリ

ズムを示す．ここで ρ は残差ノルムであり，r は ρ

で構成したベクトルである．また，Λ
(m)
s ，U

(m)
s は

Λ
(m)
s = (λ

(m)
1 , . . . , λ

(m)
s )，U

(m)
s = (u

(m)
1 , . . . , u

(m)
s )

である．

Basic Arnoldi Algorithm : BA

(Input : A, s, m, v, Output : rs, Λ
(m)
s , U

(m)
s )

1. w1 = v/‖v‖2

2. For j = 1, 2, . . . , m do:

ŵj = Awj ,

For i = 1, 2, . . . , j do:

hi,j = (wi, ŵj),

ŵj = ŵj − hi,jwi,

End

hj+1,j = ‖ŵj‖2,

wj+1 = ŵj/hj+1,j ,

End

3. Compute the eigenpairs of Hm

and select the s desired ones.

4. Compute the s associate Ritz vectors

û
(m)
i = Wmy

(m)
i , (i = 1, 2, . . . , s).

5. Normalize the s Ritz vectors

u
(m)
i = û

(m)
i /‖û(m)

i ‖2, (i = 1, 2, . . . , s).

6. Compute rs = (ρ1, . . . , ρs) with

ρi = ‖(A − λ
(m)
i I)u

(m)
i ‖2.

2.2 ERAMへの拡張

2.1 節で説明した BA にリスタート処理を加えた，
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リスタート付き Arnoldi 法（ERAM）について説明

する．BAで得られた Ritz pairが十分な精度でない

場合，初期ベクトル v を，BAで得られた Ritzベク

トル Um = (u
(m)
1 , . . . , u

(m)
s ) を用いて

v = α1u
(m)
1 + · · · + αsu

(m)
s , (∀{αi}s

i=1 ∈ C)

(4)

と定め BAをリスタートさせる．この処理を残差ノル

ムベクトル rs の最大ノルムが収束判定値（tol）以下

になるまで繰り返す．式 (4) での {αi}s
i=1 の選び方

については文献 10)で詳しく述べられている．以下に

ERAMのアルゴリズムを示す．

ERAM Algorithm :

(Input : A, s, m, v, Output : rs, Λ
(m)
s , U

(m)
s )

1. Start. Choose a parameter m and

an initial vector v.

2. Iterate. Compute a BA step.

3. Restart. If ‖rs‖∞ > tol then update

the initial vector v by (4) and goto 2.

3. 多重リスタート付きArnoldi法：
MERAM

MERAM は，異なるリスタート周期の複数の

ERAMプロセスを並列に実行し，相互にデータをや

りとりをすることで収束性を向上させる解法である．

MERAMには同期型と非同期型がある．MERAMの

アルゴリズムを以下に示す．ri
s = (ρi

1, . . . , ρ
i
s) は i 番

目の ERAM プロセスの残差ノルムベクトルであり，

ρi
j は i 番目の ERAMプロセスの j 番目の Ritz pair

の残差ノルムである．また，M = (m1, . . . , ml) は l

個の ERAMプロセスのそれぞれ異なるリスタート周

期である．

MERAM Algorithm :

(Input : A, s, M , v, Output : rs, Λ
(m)
s , U

(m)
s )

1. Start. Choose an initial vector v and a

set of subspace sizes M = (m1, . . . ml).

2. Iterate. For i = 1, . . . , l do in parallel:

(a) Receiv Initial Data

(b) Compute a BA step.

(c) If ‖ri
s‖∞ ≤ tol

then stop all processes.

(d) Send Eigen Info

3. Restart. Update the initial vector v

by (5) and goto 2.

3.1 同期型MERAM

上記アルゴリズム Step1 はクライアント側で行う．

l 個の ERAMプロセスのそれぞれ異なるリスタート

周期 M = (m1, . . . ml) を定め，初期ベクトル v とと

もにサーバ側へ送る．

Step2 はサーバ側で行う．Step2.(a) では，Step1

で与えたリスタート周期，初期ベクトルで l 個の

ERAMプロセスをそれぞれ並列に実行する．いずれ

かの ERAMプロセスから得られた Ritz pairの残差

ノルムが収束判定値（tol）以下であった場合，すべて

のプロセスを終了させる．一方，Step2.(c) を満たさ

なかった場合は，得られた Ritzベクトルと残差ノル

ムデータをクライアントに返す（Step2.(d)）．

Step3 はクライアント側で行う．すべての ERAM

プロセスから結果が得られたら，その結果を用いて初

期ベクトル v を更新し，新たな初期ベクトルをサー

バ側に送り，各 ERAMプロセスをリスタートさせる．

ここで，Step3 における初期ベクトル v の更新方

法について述べる．まず，ρp
j ≤ ρq

j のとき，u
(mp)

j は

u
(mq)

j よりも “better”であると定義する．そして，各

ERAM プロセスから s 組の Ritz pair の “best” の

Ritzベクトル Ubest
s = (ubest

1 , . . . , ubest
s ) をそれぞれ

選ぶ．この Ubest
s を用いて，Step3での新たな初期ベ

クトル v を

v = α1u
best
1 + · · · + αsu

best
s , (∀{αi}s

i=1 ∈ C)

(5)

と定める．式 (5) で {αi}s
i=1 の定め方については文

献 10)を参照されたい．

3.2 同期型MERAMの問題点

並列に実行する各 ERAM プロセスの計算時間は，

リスタート周期や計算機性能によって大きく異なる．

しかしながら，同期型 MERAM では Step3 におい

てすべてのプロセスを同期させなければならず，各

ERAMプロセスをそれぞれ異なる計算機で並列処理

させた場合，一番遅いプロセスの結果を他の全プロセ

スが待たなければならないという欠点がある．この問

題を回避する方法として，非同期型MERAMがある．

3.3 非同期型MERAM

Step3 において，i 番目の ERAM プロセスから

結果の Ritz ベクトル (u
(mi)
1 , . . . , u

(mi)
s )，残差ノル

ムが得られるたびに，その時点でクライアントが得

ていた “best” な Ritz ベクトル (ubest
1 , . . . , ubest

s )

と (u
(mi)
1 , . . . , u

(mi)
s ) を比べる．そしてより残差

ノルムが小さいほうの Ritz ベクトルを新たな

(ubest
1 , . . . , ubest

s ) として更新し，式 (5) より新たな
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初期ベクトル v を定める．ここで得られた初期ベク

トル v を i 番目の ERAMプロセスへ与え，リスター

トさせる．上記操作を Step2.(c)が満たされるまで繰

り返す．

この方法では同期型MERAMで見られた Step3で

の同期がなくなり，サーバ側計算機がアイドル状態に

なるのを避けることが可能となる．

3.4 非同期型MERAMの問題点

非同期型MERAMは計算過程で最も残差ノルムが

小さいRitzベクトル Ubest
s = (ubest

1 , . . . , ubest
s ) を用

いて，次のリスタートの初期ベクトル v を決定する．

この性質上，すべての ERAMプロセスの結果の Ritz

ベクトルで Ubest
s が更新されなかった場合，再び同じ

初期ベクトル v で各 ERAMが実行される．したがっ

て，同じ計算の繰返しとなり，それ以上精度が更新さ

れず無限ループに陥る．以下，このことを精度改善の

停滞と呼ぶ．

3.5 修正非同期型MERAM

3.4節で示した精度改善の停滞を以下の方法で回避

する．すべての ERAM プロセスの結果の Ritz ベク

トル {(u(mi)
j , . . . , u

(mi)
j ), (i = 1, . . . , l)}s

j=1 のす

べての残差ノルムが，クライアントが保持していた

Ubest
s の残差ノルムより大きいと確認された時点で

{(u(mi)
j , . . . , u

(mi)
j ), (i = 1, . . . , l)}s

j=1 の中から最も

残差ノルムが小さい Ritzベクトル (ubest
1 , . . . , ubest

s )

を選び，式 (5)より新たな初期ベクトルを定める．こ

の処理により，残差ノルムは一時的に悪化するが精度

改善の停滞は避けられる．以下，同処理を加えた非同

期型MERAMを修正非同期型MERAMと呼ぶ．

精度改善の停滞が生じたことは，以下の方法で判断

する．

(a) 各ERAMプロセスは初期値 falseのflagを持つ．

(b) i 番目の ERAMプロセスから得られた Ritzベク

トル (u
(mi)
1 , . . . , u

(mi)
s ) で，クライアントが保持

していた Ritzベクトル Ubest
s が更新されなかっ

た場合，i番目のERAMプロセスの flagを true

にする．

(c) i 番目の ERAM プロセスから得られた Ritz ベ

クトル (u
(mi)
1 , . . . , u

(mi)
s ) で，クライアントが保

持していた Ritzベクトル Ubest
s が更新された場

合，すべての ERAMプロセスの flagを falseに

する．

(d)すべての ERAMの flagが trueになったら，精

度改善の停滞が生じたと見なす．

4. 数 値 実 験

4.1 実 験 環 境

MERAM を GridRPC システム Ninf-G と，MPI

のハイブリッド環境で実装した（図 1）．複数のERAM

プロセスを並列に実行する部分はNinf-G（バージョン

4.2.1）を用い，各 ERAM内の行列ベクトル積はMPI

（GridMPI：バージョン 0.11）を用い並列化した．

ERAMの収束判定値 tol は 1.0×10−6 とした．ま

た，MERAMの挙動の解析を容易にするため求める

固有対は 1組（s = 1）とした．また，式 (5)におけ

る {αi}s
i=1 はすべてスカラー値 1.0 とした．

表 1 にMERAMの各 ERAMのリスタート周期を

示す．表 1 のリスタート周期は，ほぼ 10 から 50 の

間で等間隔になるように決定した．また実験結果の計

算時間には，Ninf-Gにおける初期化時間，Handleの

作成時間，Handleの破棄時間，プロセスの終了時間

は含めないものとした．

実験は産業技術総合研究所のF-32クラスタ上で行っ

た．F-32クラスタは，2つの Intel社製Xeonプロセッ

サ（3.06GHz）を有するLinux Network社製Evoloc-

ity2eサーバ 268台がギガビットイーサネットでつな

図 1 サーバ側における MERAM の Ninf-G/MPI による実装
Fig. 1 Ninf-G/MPI hybrid implemenation of MERAM in

servers.

表 1 MERAM のリスタート周期
Table 1 Restart Periods of MERAM.

#ERAMs リスタート周期
2 20，40

3 10，30，50

4 12，24，36，48

5 10，20，30，40，50

6 10，18，26，34，42，50

7 12，18，24，30，36，42，48

8 12，17，22，27，32，37，42，47

9 10，15，20，25，30，35，40，45，50

10 12，16，20，24，28，32，36，40，44，48
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表 2 テスト行列の次元数と非零要素数
Table 2 Number of dimensions and non-zero elements of

test matrices.

行列 次元数 非零要素数
PDE810000 810,000 4,046,400

PDE262144 262,144 1,308,672

RAN12000 12,000 4,800,000

RAN60000 60,000 15,000,000

がれ，全体で 3.3TFLOPSの総演算性能と 1.1TBの

メインメモリ，99 TBのストレージを持つ．本論文で

は，クライアント・サーバとも F-32クラスタを利用

した．したがって，クライアント・サーバ間の通信遅

延時間は実際の Grid環境での実装に比べ短くなって

いる．しかしながら，各 ERAMプロセスの粒度が大

きいために，通信遅延時間の影響は比較的小さいと考

えられる．

4.2 テスト行列

数値実験では，Matrix Market 5)で提供されている

行列生成プログラム：MATPDEを用いて生成した行

列 PDE810000，行列生成プログラム：MATRANを

用いて生成した 2つの行列 RAN12000，RAN60000，

および Phase 9) で提供されている行列生成プログラ

ムを用いて生成した PDE262144をテスト行列として

用いた．

PDE810000は 2次元偏微分方程式を 5点中心差分

で離散化して得られた行列であり，PDE262144は 3

次元偏微分方程式を 7 点中心差分で離散化して得ら

れた行列である．MERAMの提案者である Emadら

の論文3) で用いられている行列で最も大規模な行列

は，このMATPDEを用いて生成された行列（次元数

490,000，非零要素数 2,447,200）であった．本論文では

よりサイズの大きい行列で実験するため PDE810000

を生成し実験した．また，2次元偏微分方程式と 3次

元偏微分方程式の対比のため PDE262144を用いた．

一方，RAN12000，RAN60000 は LAPACK 4) の

乱数発生関数 DLARAN を用いて作成した行列であ

る．これらの行列は，特定の応用分野で現れる行列で

はないが，次元数，非零要素数を任意で決められるため

テスト行列に適している．PDE810000，PDE262144

が非常にスパースな行列であるため，その対比として

RAN12000，RAN60000 は非零要素数の割合が比較

的大きいものにした．各行列の次元数，非零要素数を

表 2 に示す．

これら 4 つの行列に同期型 MERAM，非同期型

MERAM，および修正非同期型MERAMを適用した．

4.3 数 値 例

実験 1：実験 1では PDE810000を用いた．図 2 は

図 2 ERAM のリスタート周期に対する計算時間（PDE810000）
Fig. 2 Computation time for each restart period of

ERAM (PDE810000).

図 3 ERAM の数に対する計算時間（PDE810000）
Fig. 3 Computation times for number of ERAM processes

(PDE810000).

PDE810000に ERAMを適用した場合のリスタート

周期に対する計算時間の結果である．図 2 より，リス

タート周期によって計算時間が大きく異なることが分

かる．また，リスタート周期と計算時間の相関関係は

見られない．したがって，ERAMを実行する前に計

算時間の短いリスタート周期を推定することは困難で

ある．

図 3 は PDE810000に同期型MERAM，非同期型

MERAM，および修正非同期型MERAMを適用した

場合の計算時間の結果である．ただし，計算時間の

上限は 1,000 秒に設定した．また横軸は並列に実行

する ERAM の数を示している．図 3 から，同期型

MERAM では並列に実行する ERAM の数によらず

解に収束しているが，非同期型MERAMでは解に収

束しない場合が確認できる．ただし，解に収束する場合

には非同期型MERAMの計算時間は同期型MERAM

の計算時間より短い．また，修正非同期型 MERAM

では非同期MERAMでは解に収束しない場合も収束

し，計算時間も同期型MERAMに比べ速いことが確

認できる．しかしながら，PDE810000は ERAMで

も比較的簡単に解が求まり，MERAMを適用する有
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図 4 残差ノルムの収束過程（PDE810000）
Fig. 4 Convergence behaviors of residual norm

(PDE810000).

図 5 ERAM のリスタート周期に対する反復回数（PDE262144）
Fig. 5 Number of iteration for each restart period of

ERAM (PDE262144).

用性は見られなかった．

図 4 は PDE810000に並列に実行する ERAMの数

が 5つの場合の同期型MERAM，非同期型MERAM，

および修正非同期型MERAMを適用した場合の残差ノ

ルムの収束過程である．図 4より，非同期型MERAM

では 100秒付近から残差ノルムの停滞が生じているこ

とが分かる．同期型 MERAM と非同期型 MERAM

を比べると，230秒付近までは残差ノルムがほぼ一致

しているが，その後修正非同期型MERAMは急激に

残差ノルムが減少した．

実験 2：実験 2では PDE262144を用いた．図 5 は

PDE262144を ERAMに適用した場合のリスタート

周期に対する反復回数の結果である．最大反復回数は

400回に設定した．図 5 より，一部のリスタート周期

では解に収束するが，ほとんどのリスタート周期で解

に収束しないことが確認できる．

図 6 は PDE262144に同期型MERAM，非同期型

MERAM，および修正非同期型MERAMを適用した

場合の計算時間の結果である．ただし，計算時間の上

限は 6,000 秒に設定した．また横軸は並列に実行す

図 6 ERAM の数に対する計算時間（PDE262144）
Fig. 6 Computation times for number of ERAM processes

(PDE262144).

図 7 残差ノルムの収束過程（PDE262144，ERAM 数=3）
Fig. 7 Convergence behaviors of residual norm

(PDE262144, #ERAM process=3).

る ERAM の数を示している．図 6 より，非同期型

MERAM では解に収束しないが，同期型 MERAM，

修正非同期型 MERAM では並列に実行する ERAM

の数が 3つ以上の場合に解に収束したことが確認でき

る．また計算時間は，おおむね同期型MERAMより

修正非同期型MERAMの方が短かった．

ここで，並列に実行する ERAM の数が 3 の場合

に，修正非同期型MERAMより同期型MERAMの

方が計算時間が短かったこと，および並列に実行する

ERAMの数が 9の場合に同期型MERAMの計算時間

が大きく悪化したことに着目し，上記 2つの場合の同

期型MERAMと修正非同期型MERAMの残差ノル

ムの収束過程をそれぞれ図 7，図 8に示す．図 7より，

同期型MERAMは 1,000秒付近で急速に解に収束し

ていったのに対し，修正非同期型 MERAMは 3,000

秒付近まで残差ノルムの増減を繰り返し収束を遅くさ

せていた．また図 8 より，修正非同期型MERAMで

は 1,500 秒付近で急速に解に収束しているのに対し，

同期型MERAMでは 3,500秒付近まで残差ノルムが

ほとんど変化せず収束を遅くさせていたことが確認で

きる．図 9 は PDE262144に並列に実行する ERAM
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図 8 残差ノルムの収束過程（PDE262144，ERAM 数=9）
Fig. 8 Convergence behaviors of residual norm

(PDE262144, #ERAM process=9).

図 9 同期型 MERAM において採用されたリスタート周期
（PDE262144）

Fig. 9 Adopted restart period in synchronous MERAM

(PDE262144).

の数が 9の同期型MERAMを適用した場合，同期時

にどのリスタート周期が最も残差ノルムが小さかった

かを示している．図 9 より，図 8 で見られた同期型

MERAMの残差ノルムの停滞は，同期型MERAMの

中でリスタート周期が 10の ERAM以外が機能して

おらず，リスタート周期が 10の ERAMを 1つ実行

している場合と変わらなかったためだと考えられる．

実験 3：実験 3 では RAN12000 を用いた．図 10

は RAN12000に ERAM を適用した場合のリスター

ト周期に対する反復回数の結果である．ただし，最大

反復回数は 400回に設定した．図 10より，一部のリス

タート周期では解に収束するが，ほとんどのリスター

ト周期で解に収束しないことが確認できる．

図 11 は RAN12000 に同期型 MERAM，非同期

型 MERAM，修正非同期型 MERAM，および修正

非同期型 MERAMを適用し，1つの ERAM につき

15CPUでMPIで並列化した場合の計算時間である．

ただし，計算時間の上限は 1,700 秒に設定した．ま

た横軸は並列に実行する ERAM の数を示している．

図 10 ERAM のリスタート周期に対する反復回数（RAN12000）
Fig. 10 Number of iteration for each restart period of

ERAM (RAN12000).

図 11 ERAM の数に対する計算時間（RAN12000）
Fig. 11 Computation times for number of ERAM

processes (RAN12000).

図 11 より，非同期型MERAMでは解に収束しない

が，同期型 MERAM，修正非同期型 MERAM では

並列に実行する ERAMの数が 4以上の場合に解に収

束したことが確認できる．また，同期型MERAMと

修正非同期型MERAMの実行時間はおおむね同程度

であった．修正非同期型 MERAMを 1 つの ERAM

につき 15CPUでMPIで並列化した場合は，最大で

6倍程度のスピードアップが実現できたが，大きな台

数効果は得られなかった．

ここで図 11より，修正非同期型MERAMにおいて

並列に実行する ERAMの数が 9の場合に比べ，10の

場合に計算時間が約 3倍になったことに着目し，両者

の場合の残差ノルムの収束過程を図 12 に示す．図 12

より，並列に実行する ERAMの数が 9の場合は 200

秒付近で解に収束したのに対し，10 の場合には 450

秒付近まで残差ノルムが増減を繰り返し収束を遅らせ

ていたことが分かる．

表 3 は，図 10 で解に収束しなかったリスタート周

期の中から，6 から 50 の間でほぼ等間隔になるよう
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図 12 残差ノルムの収束過程（RAN12000）
Fig. 12 Convergence behaviors of residual norm

(RAN12000).

表 3 実験 2 における MERAM のリスタート周期
Table 3 Restart periods of MERAM in example2.

#ERAMs リスタート周期
2 20，40

3 14，30，50

4 14，24，36，46

5 6，20，30，40，50

6 6，14，20，28，38，46

7 6，14，24，30，36，44，50

8 6，14，22，28，30，34，40，46

9 6，14，22，28，32，36，40，44，50

10 6，14，20，26，30，34，38，40，44，46

図 13 ERAM の数に対する計算時間（RAN12000）
Fig. 13 Computation times for number of ERAM

processes (RAN12000).

に選んだMERAMのリスタート周期表である．図 13

は，RAN12000に表 3 で示したリスタート周期を持

つ同期型MERAM，非同期型MERAM，および修正

非同期型MERAMを適用した場合の計算時間の結果

である．図 13よりERAMでは解に収束しなかったリ

スタート周期でも，同期型MERAM，修正非同期型

MERAMでは解に収束することが確認できる．また計

算時間は同期型MERAMより修正非同期型MERAM

のほうが短かった．

図 14 ERAM における行列ベクトル積部分の並列化の効果
（RAN60000）

Fig. 14 Effectiveness of matrix-vector multiply

parallelization of ERAM (RAN60000).

図 15 MERAM における行列ベクトル積部分の並列化の効果
（RAN60000）

Fig. 15 Effectiveness of matrix-vector multiply

parallelization of MERAM (RAN60000).

実験 4：実験 4ではRAN60000を用いた．行列ベク

トル積をMPIで並列化した場合，1回あたりのERAM

（リスタート周期 30）は図 14 に示される性能向上を

得た．図 14 より，行列ベクトル積を MPI で並列化

することで，ERAMの計算時間は最大で 10倍以上高

速になったことが確認できる．一方，行列ベクトル積

をMPIで並列化した場合，リスタート周期（10，20，

30，40，50）の修正非同期型MERAMは図 15 で示

される性能向上を得た．修正非同期型MERAMの場

合では最大で約 7 倍のスピードアップが確認できた．

また，行列ベクトル積並列化の CPU数が 10台，15

台の場合にスピードアップが落ちている原因は，行列

ベクトル積を並列化し高速化したことでリスタート周

期が大きい ERAMの結果がクライアント側に返る頻

度が増したが，それが逆に精度改善の悪化を招き全体

の反復回数を増加させたためである．したがって，大

きいリスタート周期の ERAMが効果的に働く行列に

対しては，行列ベクトル積の並列化により台数効果以

上のスピードアップが期待できる．また，より大規模
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な行列を適用することで行列ベクトル積の並列効果は

さらに大きくなると考えられる．

ERAMでは解くことができない問題をMERAMで

は解くことが可能な場合があり，本実験で MERAM

の有効性が確認できた．また，行列が大規模な場合，

行列データの通信時間がボトルネックとなるが，Ninf-

G は一度送ったデータをサーバ側で保持することが

できるため，2回目以降のリスタート計算時には初期

ベクトル v のみをサーバ側に送ればよく，通信コス

トの面で有利である．しかしながら，並列に実行する

ERAMプロセスの数が増えると，それに応じて初めに

行列データを送る部分のデータ転送時間が増加し，計

算開始が遅くなる．本実験では，クライアント，サー

バとも同一クラスタ内で実験したのでこの問題は確認

できなかったが，実際の Grid環境で実験する場合に

は，初めのデータ転送時間が全体の実行時間に大きな

影響を及ぼすと考えられる．したがって，実験環境に

応じて並列に実行させる ERAMプロセス数を考慮す

る必要があると予測できる．

5. お わ り に

本論文では同期型MERAM，非同期型MERAMの

性能を評価した．また，非同期型MERAMでは精度

改善が停滞する場合があるという問題を示し，その回

避法として修正非同期型MERAMを提案した．同期

型MERAMは安定して解が求まる反面，収束が遅い，

非同期型MERAMは収束が速い反面，解が求まらな

い場合が多いという特徴があった．一方，修正非同期

型MERAMは同期型MERAMと同程度に安定して

解が求まり，非同期型MERAMと同等の収束スピー

ドが確認できた．ERAMでも比較的容易に解ける問

題に対してはMERAMの有効性は見られなかったが，

ERAMでは解くことが困難な問題に対しては，同期型

MERAM，修正非同期型MERAMは有効であった．

本論文では，クライアント，サーバともに同一クラ

スタ上で実験したが，GridRPCを用いて実装したた

め，実際の Grid環境上での実験も可能である．Grid

環境での大規模並列演算は今後期待される技術であり，

Grid 環境での MERAM の性能評価を今後の課題と

する．

また本論文では，MERAMの挙動解析を容易にする

ため求める固有対の数を 1組（s = 1）とした．s > 1

とした場合，Ubest
s = (ubest

1 , . . . , ubest
s ) 内で更新さ

れる Ritz ベクトルと更新されない Ritz ベクトルが

入り乱れ，残差ノルムの挙動がより複雑になると考え

られる．したがって，精度が完全に停滞しない段階で

Ubest
s のとり方に工夫を加えることで収束が加速する

可能性があると考えられる．この，s > 1の場合の修正

非同期型MERAMの改良を今後の課題とする．さら

にMERAMのアルゴリズムは，計算機の故障などに

より 1つ以上の ERAMプロセスから結果が返ってこ

ない場合，そのプロセスを無視して計算を進めても大

きな影響はないと考えらえる．したがって，MERAM

の耐故障性の検証も今後の課題としてあげられる．
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