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レゾルベントの線形結合によるフィルタ対角化法

村 上 弘†1

実対称定値一般固有値問題 Av = λBv の，指定された区間内に固有値を持つ全固有対を，Rayleigh-
Rits 法に基づくフィルタ対角化法を解法に用いて求める．レゾルベントのスペクトル表示に基づい
て，相異なる複素シフト量 ρi のレゾルベント (A − ρiB)−1 の線形結合によるフィルタを，区間内
の固有値を持つ固有ベクトルの成分はよく透過させるがそれ以外の成分を強く減衰させるように構成
できる．固有値が区間内にある固有ベクトル全体が張る部分空間の近似を，フィルタを通した十分多
くのベクトルを集めて構成し，その近似部分空間に対し Rayleigh-Ritz法を適用すると，固有値が区
間近傍にある固有対の良い近似を得る．本論文では帯行列の場合を対象として実験を行い，得られた
近似固有対の改良には通常の逆反復法を用いた．

A Filter Diagonalization Method
by the Linear Combination of Resolvents

Hiroshi Murakami†1

For a given real symmetric definite generalized eigenproblem Av = λBv, we solve those
eigenpairs whose associated eigenvalues are in the specified interval. The filter diagonaliza-
tion method is used as the solution method which is based on the Rayleigh-Ritz method.
From the spectral representation of the resolvent, a construction of the filter in the form of
the linear combination of resolvents (A − ρiB)−1 with different complex shifts ρi is derived,
which passes those components of eigenvectors whose eigenvalues are in the interval well but
strongly damps the other components. From the sufficiently many output vectors from the
filter, an approximation of the subspace spanned by those eigenvectors whose eigenvalues are
in the interval is constructed, then the Rayleigh-Ritz method is applied to obtain the good
approximations of those eigenpairs whose eigenvalues are in the neighbor of the interval. In
this paper, the experiments are made on the banded matrices, and the obtained eigenpairs
are improved by the ordinal inverse iterations.

1. は じ め に

1.1 本研究の問題の設定

本研究では，一般固有値方程式 Av = λBv に対し，

固有値 λ が指定された実区間 I = [α, β] 内にある固

有対 (λ,v) をすべて求めることを問題にする．ここ

で行列 A，B は実対称で B は正定値とする．

1.2 FEMによる固有値問題とその性質

理工学の多くの問題で現れる自己随伴型の線形微分

作用素 T の固有値問題を，基底関数系 {φi} による
解の線形展開を用いて有限要素法（FEM）で離散化

すると，行列の一般固有値問題 Av = λBv に帰着す

る22)．このため，行列の一般固有値問題は重要度が高

い（典型的な例には弾性体の固有振動問題や量子多体
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問題のHartree-Fock近似/密度汎関数法で現れる（線

形化された）SCF方程式などがあげられる）．

Ai,j ≡ (φi, T φj) は T の自己随伴性から対称，

Bi,j ≡ (φi, φj) は基底関数系の質量行列で対称正定

値，v は解の線形展開係数を並べたベクトルである．

FEMの展開基底に採用した関数の台が局所性を持

つとき，行列の要素 Ai,j，Bi,j は基底関数 φi と φj

の台が重なりを持つ場合にだけ値が非零となるので，

一般に A，B は疎行列となる．FEMの要素分割を細

かくして係数行列 A，B が大次元化しても，行あた

りの非零要素数は定数で抑えられる．そこで係数 A，

B が疎行列であるという性質を有効に利用することが

実用上きわめて重要になる．

また，FEMによる離散化で生じた行列の一般固有

値問題では，その全部の固有解ではなくて少数個の解

だけが必要なことが多い．たとえば振動問題では，振

動数の低い側から数個～数十個程度などである．
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2. 代表的な解法

2.1 標準固有値問題を経由する解法

問題の行列が密の場合には，B を Cholesky 法で

LLT と分解し，H = L−1AL−T を（対称性を利用し

て演算量を節約し）具体的に構成し，問題をまず対称

行列 H の標準固有値問題に帰着させることが通常よ

く用いられる．この方法を疎行列の問題に適用すると，

たとえば A，B が帯行列であっても H は密行列とな

り，疎行列を扱う利点が失われる．

2.1.1 Crawfordの算法

A，B が半帯幅 h の対称帯行列の場合に，同じ帯幅

の対称行列 H の標準固有値問題へ帰着させる方法とし

ては Crawfordの算法3),6)があり，演算量は O(N2h)

で，記憶量は帯行列の数本分を用いるだけで済む．帯

幅 h が N に比べて小ならば記憶量的にはきわめて有

利だが，変形の演算量は N の二乗に比例する．また

もしも帯幅 h の対称行列 H を三重対角化するなら

ば，その過程の演算量は帯 Householder 法かあるい

は Lanczos法を用いて O(N2h) であり，N の二乗に

比例する．

2.1.2 Lanczos法による算法

B をCholesky法でまず B = LLT と分解しておけ

ば，行列 H = L−1AL−T を任意のベクトルへ乗じる

演算は H を具体的に構成しなくても実施できる．こ

のことを利用して Lanczos法で H の三重対角化を計

算すると，Lanczos法の内部の反復 1回あたりの演算

量は A，B が帯幅 h の対称行列であるとき O(Nh)

で，N 回反復を行って完全な三重対角化を行うため

の演算量は O(N2h) となる．

しかし Lanczos法は数値誤差に弱く不安定性を持つ

ので，三重対角化を完全に実行するのには向かない．

他方で反復を N よりもはるかに少ない回数で打ち切っ

て得られる三重対角行列の固有値は，真の固有値分布

の両端の固有値に対しては比較的速く収束する性質を

持つ（これは冪乗法などと同様である）．この性質を

利用するためにスペクトル変形法5),11) が用いられる．

2.2 対称定値一般固有値問題の二分法による解法

対称定値一般固有値問題の区間 [α, β] 内の固有値の

個数は，Sylvesterの慣性律から C(μ) ≡ A− μB の

修正 Cholesky分解 LDLT の D の符号数の μ = α，

β での差から求まる．このことを利用して二分法で固

有値の存在範囲を探索する方法があり，主に少数個の

固有解を計算する用途に使われる13)．帯幅 h の行列

に対し，修正 Cholesky分解 1回の演算量は O(Nh2)

で，指定された区間に固有値が r 個含まれたとして，

固有値の分離 1 個あたり平均 t 回の二分法が必要で

あるとすれば，LDLT 分解を rt 回程度行い r 個の

固有値を分離する演算量は O(Nh2rt) で N に比例す

る．固有ベクトルを得るには，固有値の存在範囲を二

分法で十分に狭めた後に逆反復法を適用する．固有値

がよく分離して分布している場合には固有対 1個あた

りの逆反復法 1回の演算量は O(Nh2) である．

2.3 フィルタ対角化法（Chebyshev-Lanczos

法）

フィルタ対角化法1),2),7)–9),16),20),21) は，通常は標

準固有値問題に対して用いられているようである．

元の問題 Av = λv の固有値が分布する範囲を

[λmin, λmax]とする．求めたい固有値の区間 I = [α, β]

の付近でだけ相対的に大きな絶対値を持つ λ の関数

をとり，その関数を Chebyshev などの直交多項式列

で展開近似して多項式 P (λ) を構成する．行列 A の

多項式 P (A) を任意のベクトル x に作用させると，x

に含まれる固有ベクトル成分で固有値が区間 I の付

近にあるものは相対的に強まり，それ以外の成分は相

対的に減衰する選別作用を持つので，この P (A) を

「フィルタ作用素」として用いる．

区間 I に固有値が含まれる固有対の個数を r とす

ると，フィルタ適用後のベクトルは r 個の固有ベクト

ルの線形結合でよく近似できる．そのようなベクトル

を多数集めて特異値分解を用いて分析すると，r 個の

固有ベクトルで張られた空間の基底を近似する基底の

組が作れる．その基底を用いて Rayleigh-Ritz法（文

献 14)の §15.10 RR Approximations）により固有値

問題の固有対の近似を得る．求めたい固有値の区間 I

が A の固有値分布の全範囲に比べて相対的に狭い場

合には，多項式フィルタ P (A) の次数を高くとる必要

がある．

P (A) をベクトル x へ作用させる計算には直交多

項式の漸化関係式を用いることができる．A はその

固有値の分布が範囲 [−1, 1] に入るようにあらかじめ

規格化されているとし，P の Chebyshev多項式によ

る展開を
∑k

j=0
cjTj とする．y(j)≡Tj(A)x を定義す

ると，y(j) は Chebyshev 多項式の漸化式 T0(λ)=1，

T1(λ)=λ，Tn+1(λ)=2λTn(λ)−Tn−1(λ)から，y(0) =

x，y(1) = Ax，y(j+1) = 2Ay(j) − y(j−1) となり，

j = 0 から始めて j の昇順に y(j) が計算することで，

j の昇順に和をとって P (A)x =
∑k

j=0
cjy

(j) により

値が求められることが分かる．

展開係数 cj は高次側で微小になるので，逆向きに

j の降順に和をとれば丸め誤差の減少が期待できる．

それには「双対漸化式」19) の方法を利用する．いま
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z(k+1)=0，z(k)=ckx から始めて，降順に j=k − 1，

k − 2, . . ., 0 と漸化式 z(j)=2Az(j+1) − z(j+2) + cjx

を計算すると，P (A)x = z(0) により求められる．

N 次の疎行列 A の行あたりの非零要素数を平均 f

とするとき，A の k 次多項式 P (A) とベクトル x に

対して，漸化式を用いて P (A)x を求めるための演算

量は O(Nfk) となる．

3. フィルタ対角化法の原理

いま，区間 I 内に固有値を持つ固有ベクトル全体

が張る部分空間を SI とする．そのような固有ベクト

ル（固有対）の個数 r は SI の次元（自由度）に等し

い．いま Rayleigh-Ritz法を部分空間 SI に適用する

と，I 内に固有値を持つ固有対が全部得られるので，

問題は SI の具体的な構成に帰着する．

いま区間 I 内に固有値を持つ固有ベクトル成分は通

過させるが，それ以外の成分は遮断する理想的なフィ

ルタ特性を持つ線形作用素を F̂ とする．任意のベク
トルに F̂ を作用させたものは SI に入る（つまり作

用素 F̂ は SI への射影演算子である）．

一般的なベクトル x(i) をフィルタに通した結果の

出力ベクトル y(i)=F̂x(i) を十分多く集めると，それ

らによって SI は張られる．m個のフィルタ出力 y(i)，

i=1, 2, . . .,m の階数が r に達して SI を張るとき，そ

れらの適切な線形結合として，SI の r 個の基底 w(j)，

j=1, 2, . . ., r が得られる．この基底により表現された

SI に対し Rayleigh-Ritz法を適用すれば，必要な固

有対がすべて得られる．

実際には数値誤差の存在により，ベクトルの組の階

数や線形独立性の判定は曖昧となる．そこで行列 B

による計量をベクトルの空間に導入し，閾値による切

断を用いて算法を安定化する．

そのほか，実際に用いるフィルタの遮断特性は完全

ではないため，不要な固有ベクトルの成分が弱く混入

する．このことにより，y(i)，i=1, 2, . . .,m から B-

正規直交基底を特異値分解を用いて構成すると，得ら

れる基底の個数 r′ は本来の個数 r よりも多くなる．

理想的には構成した r′ 個の基底で張られた部分空

間 S ′ は部分空間 S を含んだ拡大された空間となる
が，現実の数値計算では誤差の影響で 2つの線形空間

は並行性がずれて少し傾いた関係になる．フィルタの

遮断特性が鋭利であるほど，不要な固有ベクトル成分

が出力に混入しないので，r′ が本来の r に比べて大

きくなる程度が抑えられるほか，その後に続く丸め誤

差や算法の閾値選択からくる影響を減らせて 2つの空

間の傾きの程度が減少することが期待できる．

無作為な初期ベクトル x(i) の個数 m を増すと，部

分空間 SI の近似 S ′ の品質が平均的に向上すると期

待できる．個数 m は固有対の個数 r 以上であること

が必要だが，r よりもある程度大きくする（たとえば

r の 1.5～2倍程度）．

4. レゾルベントを用いたフィルタ

4.1 フィルタ F の具体的構成法
いま μ 番目の固有対を (λμ,vμ) とし，固有ベクト

ル vμ は B-正規直交とする．

線形作用素 R(ρ)≡(A−ρB)−1B を定義すると，レゾ

ルベント (A−ρB)−1 のスペクトル表示 (A−ρB)−1 =∑
μ
vμ vT

μ /(λμ −ρ) を用いれば R(ρ)vμ = vμ/(λμ −
ρ) である．つまり vμ は作用素 R(ρ) の固有ベクトル

で，対応する固有値は 1/(λμ − ρ) となる．

さらに k 個の相異なる（複素数の）シフト量 ρi，

i=1, . . ., k と，対応する k 個の（複素数の）係数 ωi，

i=1, . . ., k を決めて線形作用素 F ≡
∑k

i=1
ωiR(ρi)

を作ると，Fvμ = G(λμ)vμ である．ただし，

G(λ)≡
∑k

i=1
ωi/(λ− ρi)．よって vμ は作用素 F の

固有ベクトルで，対応する固有値は G(λμ) となる．

G(λ)は λの有理関数で，多項式の商として G(λ) =

ψ(λ)/ϕ(λ) と表せば，分母の多項式 ϕ(λ) はまさ

に k 次で，ある規格化定数 ck を用いて ϕ(λ) ≡
ck

∏k

i=1
(λ − ρi) となる，分子の多項式 ψ(λ) の次

数は k より小さい．

4.2 F のフィルタ透過特性
線形作用素 F をフィルタとみるとき，G(λ) はフィ

ルタの透過率を表す関数で，元の一般固有値問題の固

有対を (λμ,vμ) とすると，フィルタ F による vμ 成

分の透過率が G(λμ) で与えられる．

あるいは，ベクトル x に F を作用させた結果のベ
クトルを y とすると，固有ベクトルの組 {vμ} による
x と y の展開を，x=

∑
μ
αμvμ，y=

∑
μ
βμvμ とす

ると，係数の間には関係 βμ = G(λμ)αμ が成立する．

有理関数 G(λ) はその構成から，分子の次数 k′ は

分母の次数 k よりもつねに小で，区間 I から離れた

遠方 λ→ ±∞ で G(λ) = O(λ−(k−k′)) と，漸近的に

(k − k′) 乗に反比例して減衰する．

区間 I から λ から遠方に行くとき，漸近的に透

過率 G(λ) が最も急に減衰するのは分子の多項式が

定数の場合である．そこで分子を定数 1に決めれば，

1/ϕ(z) =
∑k

i=1
ωi/(z− ρi) により，係数 ωi は ϕ の

ρi における微分値の逆数 ωi = 1/ϕ′(ρi) となる．そ

うして区間内 λ ∈ I での |ϕ(λ)| の最大値を M とお

くと，λ ∈ I のときには |G(λ)| ≥ 1/M，λ /∈ I の
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Degree 10 Degree 20

図 1 Chebyshev 多項式の零点分布の例（横軸は相対座標）
Fig. 1 Distribution of zeros of the Chebyshev polynomial (horizontal axis is in relative coordinate).

Degree 10 Degree 20

図 2 Chebyshev 多項式によるフィルタ特性 |G(λ)|（横軸は相対座標）
Fig. 2 Filter transmissivity |G(λ)| by the Chebyshev polynomial (horizontal axis is in relative coordinate).

ときには |t|�1 で G(λ) = O(t−k) である．ただし

t = {2λ− (α+ β)}/(β − α) は λ の区間 I に対する

相対座標であり，区間の中心で 0，両端では ±1 の値

をとる．固有値が区間 I から離れた固有ベクトル成

分は，漸近的に固有値 λ の相対座標 t の k 乗に反比

例して減衰する．

分子を定数に制限する場合に比べて，定数に制限し

ない場合は区間から遠方の λ での漸近的な透過率の

減衰の次数は減るが，区間からあまり遠くない領域で

の遮断性を改良できる可能性がある．演算精度一定の

計算では次数の差 (k−k′) がある程度大きいと，λ が
区間から十分離れた場所でのフィルタの透過率の値は

実質的に 0 と見なせる．よって（k が大きくとれる場

合は特に）G(λ) の分子を定数に限定せずに，ρi，ωi

をうまく選び，フィルタの遮断領域における透過率の

平均的な大きさを下げる最適化を施す方が，対角化用

途としてはより良いフィルタが得られるように思われ

る．しかし以下の議論と考察では簡単化のため，透過

率を表す有理関数の分子の多項式が定数 1である場合

に限定する．すなわち G(λ)≡1/ϕ(λ) とする．

区間外部に固有値を持つ固有ベクトル成分をフィル

タでなるべく遮断したい．そのためには |G(λ)| の値
は区間内では小さくなく，外ではなるべく小さくなる

ようにする．いいかえると |ϕ(λ)|の値は区間内では大
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Degree 10 Degree 20

図 3 円周等分多項式の零点分布の例（横軸は相対座標）
Fig. 3 Distribution of zeros of the cyclotomic polynomial (horizontal axis is in relative coordinate).

Degree 10 Degree 20

図 4 円周等分多項式によるフィルタ特性 G(λ)（横軸は相対座標）
Fig. 4 Filter transmissivity G(λ) by the cyclotomic polynomial (horizontal axis is in relative coordinate).

きくなく，外ではなるべく大きくなるようにする．分

母の多項式 ϕ(λ) として，「絶対値が区間内でだけなる

べく小さい」性質を持つものを採用すればよい．関数

の最良近似理論などでよく知られている Chebyshev

多項式は，まさにその性質を持つものである．

4.3 Chebyshev多項式

いま ϕ(λ) を k 次の Chebyshev 多項式を Tk(t)

にとる．ただし t は区間 I に対する λ の相対座標

(2λ−α− β)/(β−α) で，区間の中心では 0，両端で

は ±1 の値をとる．すると，λ∈I のとき |G(λ)|≥1，

λ/∈I のときつまり |t|�1 では |G(λ)|≈2−(k−1)|t|−k

である．

零点の相対座標は t�=cos θ�，�=1, 2, . . ., k である．

ただし θ�=(2�−1)π/(2k)（図 1）．同じ位置にフィル

タの透過特性 G(λ) = 1/Tk(t) は極を持つ（図 2）．透

過特性が示す区間外での遮断性は意図したとおり優れ

ているが，対称固有値問題に対する固有値フィルタと

して用いるときに，実軸上の極と固有値が一致あるい

は極端に近接して「共鳴の困難」を起こす危険性を持

つ点が良くない．

4.4 共鳴の困難とその回避

固有値と共鳴の関係にある（一致もしくは極端に近

接した）零点を多項式 ϕ(λ) が持つと，数値計算上の

困難が生じる．共鳴の関係が存在すると，フィルタの
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Degree 10 (γ=1) Degree 10 (γ=3)

Degree 20 (γ=1) Degree 20 (γ=3)

図 5 ずらし Chebyshev 多項式の複素平面上の零点（横軸は相対座標）
Fig. 5 Distribution of zeros of the value-shifted Chebyshev polynomial (horizontal axis is in relative coordinate).

出力ベクトルは共鳴する固有ベクトル成分を非常に強

く含むが，それ以外の固有ベクトル成分は丸め誤差に

覆われて情報が落ちる．そのため，出力ベクトルから

分析で得られる非共鳴の固有ベクトルは精度が悪くな

る．そこで |G(λ)| の値は区間外で小さいだけでなく，
区間内における最大最小の比（一種の条件数）の大き

さも抑える必要があることが分かる．

実対称定値一般固有値問題の固有値はすべて実数だ

から，実数の零点を持たない多項式を ϕ(λ) として選

べば共鳴の困難は容易に回避できる．

4.4.1 円周等分多項式型のフィルタ

次数 k を偶数とすると，多項式 ϕ(λ) = 1 + tk は

実数の零点を持たない．ただし t は λ の区間 I に

対する相対座標である．この多項式の零点は複素円周

上の等分点で，零点の相対座標を t� = x� + iy� とす

ると，実部 x� = cos θ�，虚部 y� = sin θ�．ただし，

θ� = (2� − 1)π/k，�=1, 2, . . ., k．虚部が正の零点は

�=1，2, . . ., k/2 に対応する（図 3）．G(λ) = 1/ϕ(λ)

の値は，区間中央では 1，区間両端では 1/2，区間外

では漸近的に |t| � 1 のとき G(λ) = O(t−k) となる

（図 4）．

4.4.2 値をずらした Chebyshev 多項式による

フィルタ

次数 k を偶数，γ は正数とする．標準区間 t∈[−1, 1]

上で k 次の Chebyshev多項式 Tk(t) の値をずらした

多項式を ϕ(λ) = (Tk(t)+1+2γ)/(2γ) とすると，こ

れは実数の零点を持たず，区間内での値の変動幅を小

さく抑えたものになる．

この多項式 ϕ(λ) のすべての零点は，区間 I の両端

を焦点とする複素平面上の楕円の周上にあり，零点の
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γ=1 γ=3

γ=10 γ=30

図 6 γ 依存性：10 次のずらし Chebyshev 多項式の G(λ)（横軸は相対座標）
Fig. 6 γ dependence: Transmissivity G(λ) of 10th degree value-shifted Chebyshev polynomial

(horizontal axis is in relative coordinate).

相対座標を t� = x�+iy�，�=1, 2, . . ., kとすると，実部

x� = cosh τ ·cos θ�，虚部 y� = sinh τ ·sin θ� と表せる．

ただし，τ=(1/k) cosh−1(1 + 2γ)，θ�=(2�− 1)π/k．

虚部が正の零点は �=1, 2, . . ., k/2 に対応する（図 5）．

区間 I 内の |ϕ(λ)| の最大最小の比（一種の条件数）
は 1+ γ−1 で，G(λ) の区間内の振幅の大きさは γ に

反比例するが，区間外での漏れの強度は γ に比例す

る．フィルタ対角化法の用途には区間内での最大最小

の比が適度に小さければ十分で，高度な平坦性は不必

要である．むしろそれよりも区間外の漏れの強度を小

さく抑えた方が良い．そこで γ の値は 1の程度にと

る．値をずらした Chebyshev 多項式に対応するフィ

ルタの透過特性 G(λ) を次数 k = 10 の場合に，γ の

値を 1，3，10，30についてプロットしたグラフを図 6

に示す．また，γ = 3 の場合に，次数 k を 4，10，20，

30についてプロットしたグラフを図 7 に示す．

フィルタの透過率のグラフ（図 9），および透過率

を対数プロットしたグラフ（図 10）をみると，多項

式 ϕ(λ) の次数 k が同じ場合に，γ = 1 の「値をずら

した Chebyshev多項式」を用いる場合の方が「複素

円周上の等分点を零点とする多項式」を用いる場合よ

りも固有値が区間の外部にあるフィルタでカットすべ

き成分の透過率はグラフ上で小さくなっていて，より

強く低減されることが分かる．透過率を対数プロット

したグラフ（図 10）をみると，γ = 1 の「値をずら

した Chebyshev 多項式」は「円周等分多項式型」の
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Degree 4 Degree 10

Degree 20 Degree 30

図 7 k 依存性：ずらし Chebyshev 多項式 (γ=3) の G(λ)（横軸は相対座標）
Fig. 7 k dependence: Transmissivity G(λ) of value-shifted Chebyshev polynomial with γ=3

(horizontal axis is in relative coordinate).

ほぼ半分の次数で区間外の固有値を持つ成分を低減す

る能力に関して同等になる傾向が分かる．

注意： LU -分解を用いた直接解法ではなく，反復解

法を用いて係数 (A − ρiB) の連立一次方程式を求め

る場合18)，反復解法の収束性は ρi の値と固有値分布

に依存する．それゆえ，反復法を用いる場合にはフィ

ルタの優劣を透過特性の比較だけで議論することは妥

当ではない．

5. フィルタ対角化法の具体的手順

SI を {vμ |λμ∈I} で張られた階数 r の部分空間と

する．フィルタ対角化法の理想上の手順は：

フィルタ対角化法の理想上の手順

1) {vμ |λμ /∈ I} の成分を除去するフィルタ
F を用意．

2) m個の無作為ベクトル x(i)，i=1, 2, . . . ,m

からフィルタを適用したベクトル y(i) =

F x(i) を計算する．個数 m を十分大きく

とれば，{y(i) | i=1, 2, . . . ,m} の階数は r

に達し，SI を張る．

3) {y(i) | i=1, 2, . . . ,m}から，SI を張る B-

正規直交な階数 r の SI の基底ベクトル

{w(j) | j=1, 2, . . . , r} を構成．
4) SI に対してRayleigh-Ritz法を適用して，

λ∈I を満たす元の問題の固有対 (λ,v) を

得る．
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Degree 10 Degree 20

図 8 ずらし Chebyshev 多項式 (γ=1) の G(λ)（横軸は相対座標）
Fig. 8 Transmissivity G(λ) of value-shifted Chebyshev polynomial with γ=1

(horizontal axis is in relative coordinate).

現実には演算が有限精度であることとフィルタ特性

の不完全性から，フィルタ出力が張る空間 S ′ の階数

r′ は r′≥r で，S ′ は近似的には SI ⊆ S ′ を満たすが，

ずれがある．

本論文中で構成法を記述したフィルタ（たとえば値

をずらした Chebyshev型の）を用いた実際の計算手

順は以下のようになる：

部分空間 S ′ の構成手順

1) 区間 I を与え，フィルタ F の次数 k と

γ（> 0）の値を選ぶ．

2) m を，固有値が区間 I 内にある固有対の

個数 r より大にとる．m 個のランダム初

期ベクトル x(i)，i=1, 2, . . . ,m を生成し，

それらを B-正規直交化する．

3) F x(i)，i=1, 2, . . .,m を計算し，それ

らを B-正規化したベクトルを y(i)，

i=1, 2, . . . ,m とする．

4) y(j)，j=1, 2, . . . ,mの B-SVDを計算し，

特異値が閾値以上である特異ベクトルを

残して，r′（≤m）個の B-正規直交な基底

w(j)，j=1, 2, . . ., r′ を得る．

以下は上記のステップ 4)の手順の見本である：

Y から B-正規直交基底 W を構成する手順

1) 行列 Y は j-番目の列が y(j)，j=1, 2, . . .,m

とする．

2) 対称な m 次行列 S̃=Y TBY を作る．

3) 直交行列 P̃ による S̃ の固有分解（対角

化）を S̃=P̃ D̃P̃T とする．

4) Z=Y P̃ の列ベクトルは B-直交である．

（ZT BZ=D̃）．

Z を Y に入れ直して，上記ステップ 1，2，

3を 1回ないし 2回反復する．

5) P̃ と Z の列と D̃ の対角要素を並べ替え

て，対角要素 dj の値を降順にする．

6) 閾値未満の dj に対応する Z の列を取

り除いた結果，Z に r′ 個の列が残ったと

する．

7) B-正規直交な基底W はw(j)=
√

1
dj

z(j)，

j=1, 2, . . ., r′ により得られる．

上記 3)の小規模な m 次行列 S̃ の固有分解におい

て，P̃ の直交精度をつねに保証するには Jacobi法を

用いる（文献 4)，15)）．

部分空間 S ′ は，r′ 個の B-正規直交な基底 w(j)，

j=1, 2, . . ., r′ で張られ，SI を近似的に内含する．S ′

内の固有対は Rayleigh-Ritz法を用いて以下の手順で

求める．
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k=10，円周等分型 k=10，ずらし Chebyshev 型
k=10, cyclotomic k=10, value-shifted Chebyshev

k=20，円周等分型 k=20，ずらし Chebyshev 型
k=20, cyclotomic k=20, value-shifted Chebyshev

図 9 フィルタの透過特性の比較：円周等分多項式型と値をずらした Chebyshev 型（γ = 1）
Fig. 9 Comparisons of filter transmissivity: cyclotomic polynomial v.s. value-shifted Chebyshev polynomial with γ=1.

部分空間 S ′ 内での近似固有対の解法手順

1) 行列W の第 j-列目をw(j)，j=1, 2, . . ., r′

とする．

2) Ŝ を次数 r′ の行列 Ŝ=WTAW とする．

3) Ŝ の固有分解（対角化）を Ŝ=P̂ D̂P̂T と

する．

4) U=WP̂とすると，UTAU=D̂，UTBU=Ê

（単位行列）．

5) D̂ の k-番目の対角成分 dk と，U の k-番

目の列ベクトル u(k) からなる対 (dk, u
(k))

は，元の固有値問題をw(j)，j=1, 2, . . ., r′

で張られた部分空間内に射影した問題の固

有対．

部分空間 S ′ に Rayleigh-Ritz法を適用し，得られ

た固有対 (dk, u
(k)) の固有値 dk が I の近傍にあれ

ば，元の問題 Av=λBv の近似固有対（の候補）にな

る．上記 3)において，P̂ の直交性の精度をつねに保

証するには，小規模な対称行列 Ŝ の固有分解法には

Jacobi法を用いる（文献 4)，15)）．

付記：上記の「部分空間 S ′ の構成手順」において，

ステップ 3)の中の B-正規化を省略し，ステップ 4)で

の切断の基準を変更し，「特異値の絶対値が閾値以上」

から「特異値の最大のものからの相対値が閾値以上」

とする方が結果が良くなる傾向のあることが本論文受

理後の実験の過程で分かった（これは特異値分解の適

用前に「ノルムが相対的に小さいフィルタ出力ベクト

ル」を正規化により拡大すれば丸め誤差の影響が増し，
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k=10，円周等分型 k=10，ずらし Chebyshev 型

k=10, cyclotomic k=10, value-shifted Chebyshev

k=20，円周等分型 k=20，ずらし Chebyshev 型

k=20, cyclotomic k=20, value-shifted Chebyshev

図 10 フィルタの透過特性の比較（対数プロット）：円周等分多項式型と値をずらした Chebyshev 型（γ = 1）
Fig. 10 Comparisons of logarithms of filter transmissivity:

cyclotomic polynomial v.s. value-shifted Chebyshev polynomial with γ=1.

結果の品質を下げるからであろう）．ただし，本論文

中の数値実験結果はどれもこの変更を施していない．

6. 演算量（浮動小数演算回数）

行列 A，B が帯対称 N 次で半帯幅 h，区間 I に

固有値を持つ固有対は r 個とする．

対称な（一般定値）固有値問題では，修正

Cholesky分解（LDLT 分解）を区間の両端

に対応して 2度行うと Sylvesterの慣性律に

基づいて区間内の固有値の個数 r が得られ，

普通はこれを二分法として用いている13)．修

正 Cholesky分解の手間は行列の非零パター

ンに大きく依存するが，対称行列 A，B が半

帯幅 hの帯行列の場合には演算量は O(Nh2)

なので，採用を検討する価値がある．非零パ

ターンが一般的な状況で，分解に要する記憶

量と演算量が多くて実施が困難な場合には個

数 r は推測で決めるか，あるいは m を変え

て求めた部分空間 S ′ の階数 r′ から r の上

限を推定する．

初期ベクトルの個数 m は最低でも r 以上にとる必

要がある．初期ベクトルに乱数を用いた場合の倍精度

計算による実験での経験からは，r が大のときには m

を r の 1.5～3倍程度にすると良さそうである．フィ
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表 1 帯問題での各段階の演算量
Table 1 Arithmetic counts for banded problem.

部分空間 S’ の構築 : O(Nh2k) + O(Nhmk)

+ O(Nm2)．
Rayleigh-Ritz 法の適用 : O(Nhr) + O(Nr2)．
逆反復過程 : O(Nh2r�)．

ルタの次数 k は 10～50程度である．各処理の演算量

を見積もると：

• 次数 N で半帯幅 h の（片側枢軸選択を含めた）

帯行列 (A− ρiB) の LU -分解を 1回行う演算量

は O(Nh2)．k 次のフィルタの構成にはシフト量

が異なる k/2 回の帯 LU -分解が必要なので，演

算量は全部で O(Nh2k)．

• 帯行列の LU -分解が構成された後では，右辺が

異なる m 個の連立一次方程式を解く演算量は

O(Nhm) なので，与えられた m 個のベクトル

に k 次のフィルタを作用させる演算量は全部で

O(Nhmk)．

• N 次のベクトル m 個からなる行列の直交化ある

いは特異値分解の演算量は O(Nm2)．

• 階数（次元）r の部分空間への行列 A の射影を

作る演算量は O(Nhr) +O(Nr2)．射影された r

次の固有値問題を解く演算量は O(r3) で通常は

無視できる．r 次の固有値問題を完全に解いた後

に，部分空間内の r 個の固有ベクトルを構成する

演算量は O(Nr2)．

• r 個の各固有対について逆反復を（途中の B-再

直交化なしで）平均 � 回行うと，演算量は全部で

O(Nh2r�)．

まとめると演算量のオーダは表 1 のようになる．（い

ずれも N について一次である．）

個数 m を増大させると，まず記憶容量の面で困難

となりうるし，B-正規直交化や B-特異値分解の演算

量が m の二乗に比例して支配的となる．よって，区

間 I 内に固有値がある固有対の個数 r が大きく，m

もそれに合わせて大きくしなければならないような場

合には，むしろ区間を細分して分割された各部分区間

ごとの固有対を求める方が良いであろう．そのため実

用的な m の値は数十～数百程度であろう．

半帯幅 h が大きいと，フィルタ作用の計算に用

いる LU -分解が支配的となり，演算量は O(Nkh2)．

もしも h が m に比べてあまり大きくなければ

O(Nkhm,Nm2) である．

7. 数 値 実 験

実対称行列 A，Bを幅の狭い帯行列にとって，数値実

験をいくつか実施した．N 次行列 A，B の半帯幅を h

（行列の (i, j) 要素が |i− j|≤h 以外はすべて零）とし
て，行列 A の帯内の非零要素を ai,j ≡ max(i, j)−1，

行列 B の帯内の非零要素を bi,j ≡ 1/(i+ j−1)+ δi,j

にとった（δi,j は Kronecker記号）．

フィルタの作用の実現には，片側枢軸選択つきの複

素帯行列の LU -分解10) を利用し，帯行列 (A− ρiB)

を係数とする線形方程式を解いた．使用した例題の固

有値には縮重や極端な近接がなかったため，高い次数

のフィルタを用いて得られた（すでに相当良質の）近

似固有対の改良には，普通の逆反復法12),13)を用いた．

計算で得られた近似固有対 (λ,v) の精度の見積りに

は，v がすでに B-正規化されているとき，固有値の誤

差の限界すなわち区間 [λ−Δ, λ+Δ] が真の固有値を

含むような距離Δの値が残差ベクトル r ≡ (A−λB)v

のノルムにより Δ ≡
√

rTB−1r で与えられることを

利用した（これは実対称な標準固有値問題でWilkin-

son限界として知られている残差の 2-ノルム ||r||2 を，
実対称定値一般固有値問題へ簡単に拡張したものであ

る）．そのほか逆反復法による改良による変動の大き

さが参考となる．

実験用プログラム：Fortran90 で約 1,800 行，計

算機システムは，CPU：AMD Opteron 1.4GHz

（1CPU），主記憶：8GBytes（PC-3200），OS：Fe-

dora Core 5 for x86 64，コンパイラ：intel Fortran

v9.1 EM64T，オプションフラグ “-axP -O3”を用いた．

7.1 実験の各グラフの説明

例題の固有値はよく分離していたので，フィルタ対

角化法で得た近似固有対は素朴な固有対ごとの逆反復

法で改良した．フィルタ対角化法で得られた近似固有

対は，すでに良い精度を持っていた．

各近似固有対について，固有値を横軸，残差のノル

ムの対数を縦軸にとり，以下の各段階ごとに，グラフ

中に折れ線でプロットした．ITER0はフィルタ対角化

法の計算結果であり，ITER1はフィルタ対角化法の後

に逆反復を 1回適用し近似解を改良した結果，ITER2

はフィルタ対角化法の後に逆反復を 2回適用し近似解

を改良した結果である．

主なグラフでは，フィルタ対角化法の中で使用して

いる Rayleigh-Ritz法で得た近似固有対のうち，固有

値が区間 I = [α, β] 内のものだけをプロットしてい

る．経過時間は [(フィルタ対角化法) + (逆反復 2回)]

の形で示している．

例題 1

行列次数 N=104，半帯幅 h=30，区間 I=[20, 60] で，

固有対の個数は r=55個の問題を，フィルタを k=100
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m=54 (r′=54) m=55 (r′=55) m=60 (r′=55)

m が不足 m が最小 m が十分

case m is insufficient case m is minimal case m is sufficient

[50.9 sec + 10.7 sec]

図 11 例題 1：初期ベクトルの個数 m と固有対の品質 N=104，h=30，I=[20, 60]（r=55 個の固有対）；k=100 次
Fig. 11 Example 1: Number of initial vectors m and quality of approximated eigenpairs

N=104, h=30, I=[20, 60] (r=55 true eigenpairs); degree k=100.

次ときわめて高次のものを用いて，ランダムな初期ベ

クトルの個数mが 54，55，60について計算した（フィ

ルタ対角化法は Rayleigh-Ritz法を用いるため，初期

ベクトルの個数 m は最低でも固有対の個数 r=55 以

上にとる必要がある）．

フィルタ後の部分空間 S ′ の階数 r′ は，m=54 の

場合には r′=54，m=55 と m=60 の場合には r′=55

となった．

Rayleigh-Ritz 法を部分空間 S ′ に適用して得られ

た近似固有対のうち，固有値が I 内にある近似固有

対の個数は，m=54 の場合には 54，m=55 と m=60

の場合には 55となった．

m のそれぞれの場合について，固有値が区間 I 内

にある近似固有対について，固有値を横軸に，Δ の値

を対数目盛で縦軸にとり，上側からそれぞれフィルタ

対角化法（ITER0），逆反復適用 1 回（ITER1），逆

反復適用 2回（ITER2）の結果をプロットした折線グ

ラフを示す（図 11）．

初期ベクトルの個数が不足している m=54 の場合

には，必要な固有対の個数は当然ながら正しく出ない．

フィルタ対角化法の結果はグラフでみても Δ の値が

1～10 の程度で，無意味な結果になっている．それで

も逆反復が結果を改良しようとする傾向がみえる．

初期ベクトルの個数 m を最低必要な個数 55 に一

致させた場合でも十分に良い結果が得られているのは

フィルタの次数 k が 100と相当に高いので遮断特性が

ほぼ理想的で余計な固有ベクトル成分が部分空間 S ′

に混入しなかったためであろう．初期ベクトルの個数

を増やした m=60 でも，フィルタの出力の張る部分

空間の階数 r′ は r=55 と一致している．

m の値が 55の場合と 60の場合はどちらも逆反復

は 1 回で十分に収束したため，ITER1 と ITER2 の

折線はほとんど重なっている．Δ の値は ITER0では

10−5 以下，ITER1では 10−11 以下となっていて，区

間が [20, 60] であることを考慮すると，フィルタ対角

化法で得られた固有値の相対精度は 6桁程度，逆反復

を加えて得られた固有値の相対精度は 12桁程度であ

ることが分かる．

例題 2

行列次数 N=105，半帯幅 h=10，区間 I=[−10, 10]

で，固有対の個数 r=41の問題をフィルタの次数 k=40

を用いてランダムな初期ベクトルの個数 m が 50 と

100の場合について計算した例である．

フィルタ後の部分空間 S ′ の階数 r′ は，両方の場合

に r′=43 となった．Rayleigh-Ritz法を部分空間 S ′

に適用して得られた固有対のうち，固有値が I 内に

ある近似固有対の個数は，いずれの場合も r=41 と一

致した．

「フィルタ対角化法」と「逆反復 2回」の計算時間は

m=50の場合にはそれぞれ 71.4秒と 26.9秒，m=100

の場合はそれぞれ 146.2秒と 27.6秒であった．

m のそれぞれの場合について，固有値が区間 I 内
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m=50 (r′=43) m=100 (r′=43)

[ 71.4 sec + 26.9 sec] [146.2 sec + 27.6 sec]

図 12 例題 2：初期ベクトルの個数 m と固有対の品質 N=105，h=10，I=[−10, 10]（r=41 個の固有対）；k=40 次
Fig. 12 Example 2: Number of initial vectors m and quality of approximated eigenpairs

N=105, h=10, I=[−10, 10] (r=41 true eigenpairs); degree k=40.

にある近似固有対について，近似固有値を横軸に，近

似固有対に対応する Δ の値を対数目盛で縦軸にとり，

上側からそれぞれフィルタ対角化法（ITER0），逆反

復適用 1回（ITER1），逆反復適用 2回（ITER2）の

結果をプロットした折線グラフを示す（図 12）．逆反

復は 1 回で十分に収束したため，左右のグラフは両

方とも ITER1と ITER2の折線がほとんど重なって

いる．

区間内の近似固有対について，m=50 の場合には

ITER0では Δ の値は 10−5 程度以下，ITER1では

Δ の値は 10−11 程度となっていて，区間が [−10, 10]

であることを考慮すると，フィルタ対角化法で得られ

た近似固有値の相対精度は 6 桁程度で，逆反復を加

えて得られた固有値の相対精度は 12桁程度あること，

m=100 の場合もほぼ同様であることがグラフから分

かる．

例題 3

行列次数 N=104，半帯幅 h=30，区間 I=[20, 60] で，

固有対の個数 r=55 の問題をフィルタの次数 k=20 を

用いて，ランダムな初期ベクトルの個数 m=100 の場

合について計算した．

「フィルタ対角化法」と「逆反復 2回」の計算時間

は，それぞれ 19.5秒と 12.8秒であった．

左側のグラフは Rayleigh-Ritz法をフィルタ後の階

数 r′=66 の部分空間 S ′ に適用して得られた近似固

有対すべてについて，右側のグラフは同じ近似固有対

のうちで固有値が区間 I 内のものだけを選び，それ

ぞれ近似固有値を横軸に，固有対の Δ の値を対数目

盛で縦軸にとり，上側からそれぞれフィルタ対角化法

（ITER0），逆反復適用 1回（ITER1）の結果をプロッ

トした（図 13）．

固有値が区間 I の外部にある近似解については誤差

上限 Δ の値が区間から離れると急激に増大する傾向，

固有値が区間 I のうちにある近似解については誤差上

限 Δ の値がほぼ一様となっている傾向がグラフから

分かる．区間内の近似固有対について，ITER0 では

Δ の値は 10−5 程度，ITER1 では Δ の値は 10−11

程度となっていて，区間が [20, 60] であることを考慮

すると，フィルタ対角化法で得られた固有値の相対精

度は 6桁程度，逆反復を加えて得られた固有値の相対

精度は 12桁程度であることが分かる．

例題 4

行列次数 N=104，半帯幅 h=30，区間 I=[100, 200]

で，固有対の個数 r=106の問題を，次数 k=20のフィ

ルタを用いて，ランダムな初期ベクトルの個数m=200

の場合について計算した．

「フィルタ対角化法」と「逆反復 2回」の計算時間

は，それぞれ 56.9秒と 26.4秒であった．

左側のグラフは Rayleigh-Ritz法をフィルタ後の階

数 r′=136 の部分空間 S ′ に適用して得られた近似固

有対すべてについて，右側のグラフは Rayleigh-Ritz

法で得た近似固有対のうちで固有値が区間 I 内のも

のだけを，それぞれ近似固有値を横軸に，近似固有対

に対応する Δ の値を対数目盛で縦軸にとり，上側か
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部分空間内の全近似固有対 固有値が I 内の近似固有対

All approximated eigenpairs in subspace Approximated eigenpairs whose eigenvalues are in I

[19.5 sec + 12.8 sec]

図 13 例題 3：N=104，h=30，I=[20, 60]（r=55 個の固有対）k=20 次，m=100，r′=66

Fig. 13 Example 3: N=104, h=30, I=[20, 60] (r=55 true eigenpairs) degree k=20, m=100, r′=66.

部分空間内の全近似固有対 固有値が I 内の近似固有対

All approximated eigenpairs in subspace Approximated eigenpairs whose eigenvalues are in I

[56.9 sec + 26.4 sec]

図 14 例題 4：N=104，h=30，I=[100, 200]（r=106 個の固有対）k=20 次，m=200，r′=136

Fig. 14 Example 4: N=104, h=30, I=[100, 200] (r=106 true eigenpairs) degree k=20, m=200, r′=136.

らそれぞれフィルタ対角化法の結果（ITER0），逆反

復適用 1回の結果（ITER1）をプロットした折線グラ

フである（図 14）．

固有値が区間 I の外にある近似解については誤差

上限 Δ の値が区間から離れるに従って急に増大する

傾向，固有値が区間 I のうちにある近似解については

誤差上限 Δ の値がほぼ一様となっている傾向がグラ

フから分かる．区間内の近似固有対について，ITER0

では Δ の値は 10−5～10−4 程度，ITER1では Δ の

値は 10−10 以下となっていて，区間が [100, 200] で

あることを考慮すると，フィルタ対角化法で得られた

固有値の相対精度は 5～6桁程度，逆反復を加えて得

られた固有値の相対精度は 12桁程度以上であること

が分かる．

例題 5

行列次数 N=106，半帯幅 h=50，区間 I=[−10, 10]
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残差の 2 ノルム Δ の値 逆反復による変動（≈ 誤差）
2-norm of residual Δ Eigenvalue changes by inverse iterations (≈error)

[4431.1 sec + 2838.1 sec]

図 15 例題 5：N=106，h=50，I=[−10, 10]（r=50 個の固有対）k=16 次，m=100，r′=65

Fig. 15 Example 5: N=106, h=50, I=[−10, 10] (r=50 true eigenpairs) degree k=16, m=100, r′=65.

で，固有対の個数 r=50 の問題を次数 k=16 のフィル

タを用いて，ランダムな初期ベクトルの個数 m=100

の場合について計算した．

フィルタ後の部分空間の階数は r′=65 であった．

「フィルタ対角化法」と「逆反復 2回」の計算時間は

それぞれ 4431.1秒と 2838.1秒であった．

Rayleigh-Ritz 法を部分空間 S ′ に適用して得られ

た固有対のうち，固有値が I 内にある近似固有対の

個数は r=50 に一致した．図 15 の左側のグラフは Δ

の値を固有値が区間 I 内にある近似固有対だけをと

りプロットしたものである．図 15 の右側のグラフは，

フィルタ対角化法適用で得られた近似固有値と逆反復

を 1回適用した近似固有値の差の大きさ（ITER0-1），

逆反復 1回適用後の近似固有値と逆反復 2回適用後の

近似固有値の差の大きさ（ITER1-2）をそれぞれ対数

でプロットしたものである．

近似対から決まる Δ の値は固有値の誤差の範囲の

上限を与えるが，その評価は近似固有ベクトルの品質

にも影響される．Δ による固有値の誤差評価は過大に

なる傾向がうかがえる．

例題 6

行列次数 N=104，半帯幅 h=100，区間 I=[−10, 10]

で，固有対の個数 r=45 の問題を，ランダムな初期ベ

クトルの個数 m=100 を用いてフィルタの次数 k が

10，20，30の場合について計算した．

フィルタ後の部分空間の階数 r′ は，フィルタ次数 k

が 10の場合は r′=50，k が 20と 30の場合は r′=46

であった．Rayleigh-Ritz 法を部分空間 S ′ に適用し

て得られた固有対のうち，固有値が I 内にある近似

固有対の個数は，いずれの場合も r=45 と一致した．

「フィルタ対角化法」と「逆反復 2回分」の計算時間

は k=10の場合にはそれぞれ 40.9秒と 91.2秒，k=20

の場合はそれぞれ 73.8秒と 83.8秒，k=30 の場合は

それぞれ 106.8秒と 83.9秒であった．

k のそれぞれの場合について，固有値が区間 I 内

にある近似固有対について，近似固有値を横軸に，近

似固有対に対応する Δ の値を対数目盛で縦軸にとり，

上側からそれぞれフィルタ対角化法（ITER0），逆反

復適用 1回（ITER1），逆反復適用 2回（ITER2）の

結果をプロットした折線グラフを示す（図 16）．

フィルタ対角化法により得られた各近似固有対の固

有値の誤差の上限を与える Δ の値はどれも一様で，

フィルタの次数を 10，20，30と増すと，10−4 以下，

10−8 程度以下，10−10 以下と減少した．逆反復は 1

回で十分に収束したため，左右のグラフはどちらも

ITER1と ITER2の折線はほとんど重なっている．

例題 7

行列次数 N=105，半帯幅 h=30，区間 I=[−10, 10]

で，固有対の個数 r=35 の問題を，ランダムな初期

ベクトルの個数 m=50 を用いてフィルタの次数 k が

10，20，30の場合について計算した．

フィルタ後の部分空間の階数 r′ は，フィルタが 10

次の場合は r′=50，20 次の場合は r′=48，30次の場

合は r′=42 となった．
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Degree 10 (r′=50) Degree 20 (r′=46) Degree 30 (r′=46)

[40.9 sec + 91.2 sec] [73.8 sec + 83.8 sec] [106.8 sec + 83.9 sec]

図 16 例題 6：N=104，h=100，I=[−10, 10]（r=45 個の固有対）フィルタの次数 k と近似固有対の品質（m=100）
Fig. 16 Example 6: N=104, h=100, I=[−10, 10] (r=45 true eigenpairs)

Filter degree k and quality of approximated eigenpairs (m=100).

Degree 10 (r′=50) Degree 20 (r′=48) Degree 30 (r′=42)

偽の解 1 個

One false solution included

[ 63.1 sec + 97.5 sec] [102.8 sec + 93.4 sec] [141.9 sec + 81.9 sec]

図 17 例題 7：N=105，h=30，I=[−10, 10]（r=35 個の固有対）フィルタの次数 k と近似固有対の品質（m=50）
Fig. 17 Example 7: N=105, h=30, I=[−10, 10] (r=35 true eigenpairs)

Filter degree k and quality of approximated eigenpairs (m=50).

「フィルタ対角化法」と「逆反復 2回分」の計算時間

は k=10の場合にはそれぞれ 63.1秒と 97.5秒，k=20

の場合はそれぞれ 102.8 秒と 93.4 秒，k=30 の場合

はそれぞれ 141.9秒と 81.9秒であった．

Rayleigh-Ritz 法を部分空間 S ′ に適用して得られ

た固有対のうち，固有値が I 内にある近似固有対の個

数は，フィルタの次数が 10の場合には偽の解が 1個

混入して 36となったが，次数が 20と 30では r=35

と一致した．

k のそれぞれの場合に，固有値が区間 I 内にある近

似固有対について近似固有値を横軸に，近似固有対に

対応する Δ の値を対数目盛で縦軸にとり，上側から
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Degree 30 (r′=89) Degree 40 (r′=89)

[1192.7 sec + 1690.0 sec] [1569.4 sec +1700.3 sec]

図 18 例題 8：N=105，h=100，I=[−10, 10]（r=88 個の固有対）フィルタの次数 k と近似固有対の品質（m=100）
Fig. 18 Example 8: N=105, h=100, I=[−10, 10] (r=88 true eigenpairs)

Filter degree k and quality of approximated eigenpairs (m=100).

それぞれフィルタ対角化法（ITER0），逆反復適用 1

回（ITER1），逆反復適用 2回（ITER2）の結果をプ

ロットした折線グラフを示す（図 17）．

フィルタの次数が最も低い k=10 のグラフ中で現れ

た，偽の解 1個に対する Δ の値は 10程度で大きく，

逆反復を適用しても Δ の値は減らない．

例題 8

行列次数 N=105，半帯幅 h=100，区間 I=[−10, 10]

で，固有対の個数 r=88 の問題を，ランダムな初期ベ

クトルの個数 m=100 を用いてフィルタの次数 k が

30と 40の場合について計算した．

フィルタ後の部分空間の階数は両方とも r′=89 と

なった．Rayleigh-Ritz法を部分空間 S ′ に適用して

得られた固有対のうち，固有値が I 内にある近似固

有対の個数は，フィルタ次数 k が 30と 40のいずれ

の場合も r=88 に一致した．

「フィルタ対角化法」と「逆反復 2回分」の計算時間

はフィルタの次数 k が 30の場合にはそれぞれ 1192.7

秒と 1690.0秒，次数が 40 の場合はそれぞれ 1569.4

秒と 1700.3秒であった．

次数 k のそれぞれの場合に，固有値が区間 I 内にあ

る近似固有対について，近似固有値を横軸に，近似固

有対に対応する Δ の値を対数目盛で縦軸にとり，上

側からそれぞれフィルタ対角化法（ITER0），逆反復

適用 1回（ITER1），逆反復適用 2回（ITER2）の結

果をプロットした折線グラフを示す（図 18）．逆反復

は 1回で十分に収束したため，左右のグラフはどちら

も ITER1と ITER2の折線はほとんど重なっている．

例題 9

行列次数 N=106，半帯幅 h=10，区間 I=[−10, 10]

で，固有対の個数 r=52 の問題を，ランダムな初期ベ

クトルの個数 m=100 を用いてフィルタの次数 k が

10と 20の場合について計算した．

フィルタ後の部分空間の階数は，フィルタの次数 k

が 10 の場合は r′=100，k が 20 の場合は r′=60 と

なった．

Rayleigh-Ritz 法を部分空間 S ′ に適用して得られ

た近似固有対のうち，固有値が I 内にある個数は，ど

ちらの次数 k の場合にも r=52 に一致した．

「フィルタ対角化法」と「逆反復 2回分」の計算時間

はフィルタの次数 k が 10の場合にはそれぞれ 1095.7

秒と 573.4秒，次数が 20の場合はそれぞれ 1437.7秒

と 375.9秒であった．

次数 k のそれぞれの場合に，固有値が区間 I 内に

ある近似固有対について，近似固有値を横軸に，近似

固有対に対応する Δ の値を対数目盛で縦軸にとり，

上側からそれぞれフィルタ対角化法（ITER0），逆反

復適用 1回（ITER1），逆反復適用 2回（ITER2）の

結果をプロットした折線グラフを示す（図 19）．右側

のグラフでは ITER1と ITER2の折線はほとんど重

なっている．

7.2 縮重している場合の実験例

今回の例題 1–9に用いた係数行列では固有値分布が

よく分離しており性質が良かった．対称固有値問題の
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Degree 10 (r′=100) Degree 20 (r′=60)

[1095.7 sec + 573.4 sec] [1437.7 sec + 375.9 sec]

図 19 例題 9：N=106，h=10，I=[−10, 10]（r=52 個の固有対）フィルタ次数 k と近似固有対の品質（m=100）
Fig. 19 Example 9: N=106, h=10, I=[−10, 10] (r=52 true eigenpairs)

Filter degree k and quality of approximated eigenpairs (m=100).

部分空間内の全近似固有対 固有値が I 内の近似固有対

all approximated eigenpairs in subspace approximated eigenpairs whose eigenvalues are in I

図 20 二重縮重の例題：N=105，h=10，I=[−10, 10]（r=78 個の固有対）次数 k=40，m=100，r′=84

Fig. 20 Example of doubly degeneracy: N=105, h=10, I=[−10, 10] (r=78 true eigenpairs)

Degree k=40, m=100, r′=84.

解法では先に固有値を求めてから固有ベクトルを求め

る場合，固有値の分布に縮重や極端な近接があると一

般に難しくなる．

フィルタ対角化法は，Rayleigh-Ritz法に基づいて

固有ベクトルの組を直交性を保って求める方法である

こと，フィルタの透過度が（数学的には）固有値にの

み依存するように構成されていることから，固有値が

縮重している問題も縮重がない場合とまったく同様に

扱える．

すべての固有値が二重に縮重するように行列を作っ

た．縮重していない場合のテスト問題の n = N/2 次

の係数の行列 An と Bn から，それらをそれぞれ対

角ブロックとして 2 回繰り返した行列 A，B を作る

A = An ⊕An，B = Bn ⊕Bn と，A，B を係数とす

る一般固有値問題の固有値は An，Bn を係数とする

問題の固有値を二重に重複して持つことが容易に分か
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る．もちろん，フィルタ対角化法の例題としてそのよ

うな特殊な構造を持っていることを特に利用しないで

解かせた．

行列次数 N=105，半帯幅 h=10，区間 I=[−10, 10]

で，固有対の個数 r=78 の問題を次数 k=40 次のず

らし Chebyshev型のフィルタ（γ = 1）を用いてラン

ダムな初期ベクトルの個数 m = 100 として計算した

例である．

フィルタ後の部分空間 S ′ の階数 r′ は 84となった．

Rayleigh-Ritz法を部分空間 S ′ に適用して得られた

固有対のうち，固有値が I 内にある近似固有対の個

数は r=78 と一致した．

m のそれぞれの場合について，固有値が区間 I 内

にある近似固有対について，近似固有値を横軸に，近

似固有対に対応する Δ の値を対数目盛で縦軸にとり，

上側からそれぞれフィルタ対角化法（ITER0），逆反

復適用 1回（ITER1），逆反復適用 2回（ITER2）の

結果をプロットした折線グラフを示す（図 20）．逆反

復は 1回で十分に収束したため，グラフ上では ITER1

と ITER2の折線がほとんど重なっている．

区間内の近似固有対について，ITER0では Δ の値

は 10−7 程度以下，ITER1 では Δ の値は 10−11 程

度となっていて，区間が [−10, 10] であることを考慮

すると，フィルタ対角化法で得られた近似固有値の相

対精度は 8桁程度で，逆反復を加えて得られた固有値

の相対精度は 12桁程度あることがグラフから分かる．

8. 付 記

( 1 ) レゾルベントの線形和 F =
∑k

i=1
ωi (A −

ρiB)−1B の形式の線形演算子は，「櫻井と杉

浦の projection 法17)」においてモーメントを

与える積分の中で出現している．彼らの論文で

は複素周回積分で求めたモーメントを経由して

周内部の一般的な有理形関数の極の位置を求め

る方法を適用することで，複素閉曲線内にある

固有値だけを取り出す定式化である．求積公式

を用いて曲線上の積分を置き換えて近似すれば，

レゾルベントの線形和の形式が出現する．

今回の論文の視点はモーメント法ではなくて，

フィルタ対角化法にある．定式化には曲線上の

積分を用いなくてもよい．レゾルベントのスペ

クトル表示を利用することで，離散的な分点 ρi

の組が与えられると，それに対応するレゾルベ

ントの線形和 F のスペクトル透過特性 G(λ)

が近似なしで解析的表示式（有理関数）で表さ

れることを示した．その結果を用いてフィルタ

の特性 G(λ) が望ましいものになるように分点

ρi の分布（と線形和の重み）をうまく選ぶので

ある．

( 2 ) フィルタとしてレゾルベント (A− ρiB)−1 を

利用する方法は，係数 (A − ρiB) の連立一次

方程式が何らかの手段により高速に解けること

が前提であり，そうでなければ実用上の価値が

ない．たとえば今回扱ったように A，B が幅の

狭い帯行列の場合には（片側枢軸選択つきの）

LU -分解10) を用いて高速に解ける．

帯行列ではない疎行列の場合にも，直接法で非

零要素の分布に適応してグラフ理論の手法など

を用いて発生する fill-inをなるべく抑えながら

LU -分解を行う技法が，構造解析や電子回路な

どの分野では長年研究され用いられてきた（文

献 12)の第 6章など）．発生する fill-inの量は

元の行列の非零分布の性質と用いる解法に依存

し，それにより計算時間や実行の完了が左右さ

れる．行列の性格に適した方法と高性能な実装

は一般には容易ではないが，必要ならば既存の

計算ルーチンライブラリ（商業用，非商業用）

を利用することが考えられる．行列の非零要素

の分布がきわめて一般的で，LU -分解の fill-in

が非常に多くなる場合，あるいは記憶容量の点

から fill-in発生が許容し難い場合には，反復法

を用いて解くことが考えられる（その場合でも，

疎行列の LU -分解中の fill-in の多くを省略し

ながら行う「不完全 LU -分解」は，反復解法の

収束性を改良する前処理として重要である）．

A，B が一般的な疎行列の場合，反復法による

複素対称な係数の連立一次方程式の解法につい

ては，すでに文献 18)などの実施例がある．疎

行列に対する連立一次方程式を解くための反復

法には，Krylov 部分空間法系（通常は不完全

LU 分解などの前処理をともなう）以外にも，

たとえば行列の由来によってはマルチグリッド

法を用いることなども考えられる．疎行列に対

する反復法の効率的な使用については今後の研

究課題としたい．

( 3 ) 多項式 ϕ(λ) が実係数で実数の零点を持たな

ければ，その零点は k/2 組の複素共役対であ

る．複素共役対称性を利用するとフィルタ作

用の計算は Fx =
∑k

i=1
ωi(A− ρiB)−1Bx =∑

Im ρi>0
2Re {ωi (A−ρiB)−1Bx}となり，複

素対称連立一次方程式を解く回数はフィルタの

次数 k の半分の k/2 回で済ませることがで
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きる．

9. ま と め

対称な行列 A，B（ただし B は正定値とする）を

係数とする一般固有値問題 Av = λBv の固有対を

(λμ,vμ)，μ=1, . . ., N とする．相異なる複素数のシフ

ト量 ρi，i=1, . . ., k によるレゾルベント (A−ρiB)−1

の線形結合で与えられる作用素 F は，vμ をその固有

ベクトルとして持ち，作用素 F に対する vμ の固有

値（透過特性）は λμ の有理関数 G(λμ) として具体

的な式により与えられる．G は一般には k 次の有理

関数でその分母は k 個のシフト量 ρi を零点とする多

項式，分子を 1と決めれば線形結合の係数は一意に決

まる．このことを用いて，k 個のシフト量の分布を適

切に選ぶことで，指定された区間 I に対応する帯域

透過特性を持つフィルタ作用素をレゾルベントの線形

和として構成する方法の例を具体的に示した．

このように構成したフィルタ F を利用したフィル
タ対角化法を実施した．区間 I 内に固有値を持つ固

有ベクトルが張る部分空間を SI とすると，F は SI

への近似的な射影子である．フィルタ対角化法の概略

は：

• 無作為ベクトルを十分多くとり，線形独立性を高
めるためにあらかじめ直交化した後にフィルタ F
に通した像ベクトルを集めて特異値分解を適用す

ることで，SI を近似する部分空間 S′ の基底ベク

トルの組を構成する．

• 通常の Rayleigh-Ritz法を部分空間 S′ に適用す

れば，固有値が区間 I に含まれるすべての固有対

の近似が得られる．

フィルタ対角化法で得られた近似固有対には，用い

るフィルタの遮断特性が完全ではないために余分な固

有ベクトル成分が混ざる影響，演算誤差の影響などが

入る．得られた固有対には他の対角化法での場合と同

様に，事後の改良を施すことが可能である．たとえば

固有値分布がよく分離している場合には，通常の単純

な逆反復法が適用できる．固有値分布が重複もしくは

近接している場合には，よく行われているように同時

逆反復法を用いて，逆反復ごとに得られた近似固有ベ

クトルを直交化し，Rayleigh-Ritz法を適用すること

になるであろう．

得られた近似固有対 (λ,v) の精度の簡便な見積り

として残差を r ≡ (A− λB)v とするとき，固有値の

真の値からの誤差の限界がノルム Δ ≡
√

rTB−1r に

より与えられることが利用できる．真の固有対が分か

らない一般的な状況下ではきわめて有効な判断材料を

与える（ただしこのノルムの計算には B−1 をベクト

ルに作用させるために，B を係数とする連立一次方程

式が精度良く高速に解けることが必要である）．

今回は行列 A，B が幅の狭い帯行列の場合に一応

限定し，上記のフィルタ対角化法のプログラムを作成

して，方法が実際にうまく機能することを数値実験で

確認した．得られた近似固有対に逆反復法による改良

を施し，残差のノルムにより改良にともなう近似固有

対の品質の変化を調べた．

10. 今後の課題

今後の課題としては以下のようなことが考えられる．

( 1 ) 実験対象を帯行列の問題から，より実用的一般

的な疎行列の問題へ広げるべきである．その場

合，フィルタの構成に現れる連立一次方程式を

効率的に解くためには疎行列用の直接解法ある

いは反復解法についての研究が必要となる（例：

文献 18)）．

( 2 ) 今回の例題に用いた係数行列は，固有値分布がよ

く分離していて性質が良いもの（例題 1–9）か，

あるいはすべての固有値が二重に縮重している

ものであった．今後は固有値分布に極端な近接

あるいは高度な縮重を含む困難な例題を作って

与えて，解法の特性の実証をさらに行うことを

検討するべきである．フィルタ対角化法による固

有対の計算では固有ベクトルを Rayleigh-Ritz

法に基づいて求めるため，固有値に近接や縮重

がある場合も原理上困難はないが，Rayleigh-

Ritz法で得られた固有対の改良を行う段階にお

いては，固有値の分布によっては単純な逆反復

法ではなく，同時逆反復法を用いる必要が生じ

る13)．

( 3 ) 今回のフィルタ対角化法は本質的に並列性の高

い計算部分が多く含まれているので，その並列

性を実際に引き出す計算を行い，並列化性能の

実験評価をすることが望ましい．

( 4 ) 今回用いたフィルタでは，共鳴による部分空間

の計算精度の劣化を防ぐためにシフト量 ρi と

して複素数を採用した．そのとき，解くべき連

立一次方程式の係数行列 A− ρiB は複素対称

になる．今回の実験では行列の片側枢軸交換つ

き LU 分解を用いたが，この係数行列は（複素

数シフトを導入したことから）つねに非特異な

ので，対称性を利用する複素数版の Cholesky

分解 LLT や改訂 Cholesky 分解 LDLT の方

法も検討する価値が在る．
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( 5 ) シフト量が実数のレゾルベントだけを用いる安

定な計算法が構成できないかについても，改め

て研究すべきであろう．
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