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1 あらまし
様々な制約のもとで, 指定したコストが最適になるよ
うに, 施設を配置する問題を施設配置問題という. 様々
な施設配置問題が研究されてきた [6, 7]. 本文は, 最近提
案された 2つの施設配置問題を扱う.
距離空間に点集合 P が与えられたとき, これらを, そ
れぞれが r点以上からなる部分集合 (クラスタ)に, 指定
したコストが最小になるように分割する問題を, 一般に,
r-gather問題と呼ぶ [1, 3, 8]. これらの問題は一般にNP
完全である [1, 3]. そこで限られたクラスの入力に対し
て, この問題を検討したい.
本文は, 直線上に点集合 P が与えられたとき, 2つの

r-gather問題を解くアルゴリズムを与える.

2 定義
距離空間の点集合 P の, それぞれが r 点以上からな
る部分集合 (クラスタ)への分割を r-gatherという. こ
のとき, クラスタの最大の半径を max クラスタコスト
と呼ぶ. ここで, クラスタの半径とは, クラスタ中のす
べての点をカバーする最小の円の半径とする. 点集合 P
と整数 rが与えられたとき, maxクラスタコストが最小
の r-gather を求める問題を r-gather clustering 問題と
呼ぶ. この問題を直線上の場合で解く O(n logn)時間ア
ルゴリズムが知られている [2]. また, 各クラスタについ
て, クラスタの半径とクラスタ中の点の個数を乗じたも
のを, 全てのクラスタについて合計したものを cellular
clusteringコストと呼ぶ [1]. 点集合 P と整数 r が与え
られたとき, cellular clusteringコストが最小の r-gather
を求める問題を, r-cellular clustering問題とよぶ [1]. こ
の問題は NP完全であり [定理 3.2, [1]], 3倍近似アルゴ
リズムが知られている [定理 3.5[1]]. 一方, P が直線上の
点集合であったとしても, これを解くアルゴリズムは知
られていない.

3 アルゴリズム
文献 [4]は, ある施設配置問題を, 最短路問題に帰着し
て解く方法を提案している. 本文は, P が直線上の点集
合であるとき, r-cellular clustering問題を, 最短路問題
に帰着して解く方法を提案する. P = {p1, p2, ..., pn}は
水平直線上の点集合とし, p1, p2, ..., pnは左から右への順
でソートされているとする.

補題 3.1 cellular clusteringコストが最小の r-gather中
の, s < t < u < vなる 4点 ps, pt, pu, pv と, 2つのクラ
スタ Cl と Cr について, ps, pu ∈ Cl, かつ, pt, pv ∈ Cr

となることはないとしてよい.

証明 3.1 そのような 4点の組の個数が最小であるよう
な, cellular clusteringコストが最小の r-gatherを考え
よう.
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このとき, ps, pt ∈ Cl, かつ, pu, pv ∈ Cr のように 2点
ptと puを入れ替えることにより, コストが同じで, 4点
の個数がより少ない r-gatherがあることになり, 矛盾で
ある. 2

補題 3.2 cellular clusteringコストが最小の r-gatherに
おけるの各クラスタは, 高々2r − 1個の点をもつとして
よい.

証明 3.2 2r個以上の点を持つクラスタはさらに分割す
ることにより, コストが同じか, または少ない r-gather
となることによる. 2

水平直線上の点集合を P = {p1, p2, ..., pn}とする. こ
のとき, グラフ G = (V,E)を次のように定義する. 図
1参照. まず, V = {v0, v1, ..., vn}とする. 直感的には,
i = 1, 2, ..., n − 1 なる各点 vi ∈ V は区間 [pi, pi+1] に
対応する. 特に v0 は区間 [−∞, p1] に対応し, vn は区
間 [pn,+∞]に対応する. また, i < j かつ i + r ≤ j ≤
i+2r− 1となる各 2点 vi, vj ∈ V を, 辺 (vi, vj)で結び,
これらの集合をEとする. |E| ≤ r|V |である. 辺 (vi, vj)

の長さは, (j − i)
|Pj−Pi+1|

2 とする. 次の補題が言える.

図 1: 補助グラフ Gの例

図 2: クラスタの集合とパスの対応

補題 3.3 Gの各辺のコストを O(1)時間で計算できる.

G中の v0 から vn へのパスを P の r-gatherに次のよ
うに対応させる (図 2参照). パス中に辺 (vi, vj)がある
とき, 点集合 {pi+1, pi+2, ..., pj}がひとつのクラスタに

Copyright     2017 Information Processing Society of Japan.
All Rights Reserved.1-245

4H-02

情報処理学会第79回全国大会



対応させる. すると, G中の v0から vnへの最短路が, P
の r-cellular clustering問題の解に対応する.
Gは有向グラフ, かつ, サイクルを持たないので, v0
から vn への最短路は Θ(|V | + |E|) 時間で計算できる
[p.655, [5]].

定理 3.1 直線上の点集合Pが与えられたとき, r-cellular
clustering問題を O(r|P |)時間で解くアルゴリズムがあ
る. このアルゴリズムは, この問題をとくはじめての多
項式時間アルゴリズムである.

4 r-gather sum問題
本章は, もうひとつの r-gather問題を定義し, これを
解くアルゴリズムを与える.
r-gatherの各クラスタについて, クラスタ中の各点か
らのコストの合計が最小の点をそのクラスタの施設点と
よぶ. クラスタ中の各点からクラスタの施設点へのコス
トを合計したものを, そのクラスタの sumコストとし,
これらをすべてのクラスタについて合計したものを, そ
の r-gatherの sumコストとよぶ.
sumコストが最小の r-gatherを求める問題を r-gather

sum 問題と呼ぶ. (より一般的な問題が文献 [8] で扱わ
れている). 3 章と同様に, グラフ G = (V,E) を定め
る. ただし, 各辺 (vi, vj) のコストは, クラスタ Pij =
{pi+1, pi+2, ..., pj}の sumコストとする. これは施設点
を, pi+1, pi+2, ..., pj の座標の中央値に置いたときの, ク
ラスタの各点から施設点へのコストの合計であることが
次の補題でいえる.

補題 4.1 施設点は pi+1, pi+2, ..., pj の座標の中央値とし
て良い.

証明 4.1 施設点が, 中央値でないとして矛盾を導く. 2
つの場合に分けて考えよう. j − i が奇数のとき, 中央
値の方に施設を移動すると, コストが減ることになり矛
盾である. j − iが偶数のとき, もし, 施設点が p i+j

2
と

p i+j
2 +1の間のどこにあっても sumコストは同じである.

このとき, sumコストが最小となる. 2

O(n)時間の前処理ののち, Gの各辺のコストは O(1)
時間で計算できることを説明しよう. 前処理として,
各 i について Ai =

∑
j=i,i+1,...,n |pn − pj | と Bi =∑

j=i,i+1,...,n |pj − p1|を計算しておく. これには O(n)

時間かかる.
辺 (vi, vj)のコストについて考えよう. 2つの場合に分
け考える.
まず, j − iが奇数の時を考えよう. この辺 (vi, vj)は
クラスタ {pi+1, pi+2, ..., pj}に対応する.このクラスタの
点の座標の中央値は, x = (i+ j+1)/2としたとき pxの
座標である. このとき, このクラスタの sumコストは

|px − pi+1|+ |px − pi+2|+ · · ·+ |px − px−1|
+|px − pj |+ |px − pj−1|+ · · ·+ |px − px+1|

= |pn − pi+1|+ |pn − pi+2|+ · · ·+ |pn − px−1|
−(x− i− 1)|pn − px|

+|p1 − pj |+ |p1 − pj−1|+ · · ·+ |p1 − px+1|
−(j − x)|px − p1|

= Ai+1 −Ax − (x− i− 1)|pn − px|

+Bj −Bx − (j − x)|px − p1|

よって, 最後の式は O(1)時間で計算できるので、辺
のコストは O(1)で計算できる.
j − 1が偶数の場合も, x = (i + j)/2としたとき, px

と px+1 の中点を中央値として扱うことにより, 同様に
O(1)時間で計算できる. また, Gの v0から vnへの最短
路は Θ(|V |+ |E|)時間で計算できる [p.655, [5]].

定理 4.1 直線上の点集合P が与えられたとき, r-gather
sum問題を O(r|P |)時間で解くアルゴリズムがある.

5 まとめ
r-cellular clustering問題と直線上の r-gather sum問

題を, それぞれ最短路問題に帰着して解くアルゴリズム
を設計した. これらのアルゴリズムは非常に簡単であり,
かつ, 高速である. 計算時間は O(r|P |)時間である.
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