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1 はじめに

非線形最適化問題を解く種々の反復解法は, その目的関数や制
約式の微分情報に依存していることが多い. しかし, 工学問題では
しばしば区分的微分可能 (Piecewise Smooth) なモデルを用いる
ことがあり, そういったモデルを表す目的関数は至るところで微
分不可能となっているため, 従来の手法ではその微分不可能点周
辺で軌道がジグザグになるなど収束が不規則になってしまう.
本研究では, Piecewise Smooth の中でも Lipschitz 連続なモデ
ルに対する微分情報を用いた最適化手法の提案とその収束の安定
性の評価を行う.

2 自動微分 [1]

2.1 基本演算

自動微分では, プログラム中で使用できる演算

• +,−,×, /
• sqrt, pow, log, exp, sin, . . .

を基本演算と呼ぶ. 以下では, この基本演算に, abs (絶対値関数),
min/max (最小・最大値関数) も含める. また, これら基本演算の
合成関数を基本演算の一つとすることもできる.

2.2 中間変数

自動微分では, 基本演算一つと一対一に対応する中間変数と呼
ばれる変数に, その演算の実行結果を格納する.
y = f(x) (f : Rn → Rm) の自動微分による解釈は以下のよう
になる.

ui−n = xi i = 1, . . . , n
ui = φi(uj)j≺i

yi = φi(uj)j≺i i = 1, . . . ,m

φ· は基本演算, u は中間変数となる. 中間変数には, その解釈順
に順序関係がある.

2.3 微分係数の導出

順序に従って各中間変数の微分系数を計算していく, すなわち,
自動微分は合成関数の微分則, 鎖律 (chain rule) に従って微分係
数を計算する.

∂ui−n

∂xj
= i == j ? 1 : 0 i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n

∂ui

∂xj
= Σk≺iφ

′
i(uk)

∂uk

∂xj
j = 1, . . . , n

∂yi

∂xj
= Σk≺iφ

′
i(uk)

∂uk

∂xj
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

2 階以上の高階微分係数についても自動微分で導出可能である
が, 本研究では利用しないため解説を省くことにする.
自動微分には Bottom-Up 型, Top-Down 型と呼ばれる算法が
あるが, 後述する理論はどちらの算法でも実現可能である.
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3 Abs-Normal Form [2, 3]

3.1 Piecewise Smooth

プログラム中で Piecewise Smooth を表現する要素として abs,
min/max, if 文などがあげられるが, これらには abs を用いた書
き換えが知られている [4, 2]. 以下に min/max の例を示す.

min(u,w) = (u+w−abs(u−w))/2, max(u,w) = (u+w+abs(u−w))/2

3.2 基本演算の区分線形化

各基本演算の増分の近似を以下のように考える.

∆vi = ∆vj ±∆vk

∆vi = vj∆vk + vk∆vj

∆vi = φ′
i(vj)j≺i∆(vj)j≺i

∆vi = |vj +∆vj | − vi

when

when

when

when

vi = vj ± vk

vi = vj v̇k

vi = φi(vj)j≺i ̸= |vj |
vi = |vj |

このとき, 関数 f の点 x での方向 ∆x への区分線形近似を

fPL,x(∆x) = f(x) + ∆f(x;∆x) (1)

と表すことができる.

3.3 signature/switch

絶対値関数を含む方程式 y = f(x) (f : Rn → R) を, 自動微分
によって以下のように解釈する.

wi−n = xi i = 1, . . . , n
zi = φi(wj)j≺i

σi = sign(zi) i = 1, . . . , s
wi = σizi = |zi|
y = φs(wj)j≺s

φ· は | · | 以外の基本演算, s は f の解釈中に評価した | · | の個
数, z,w が中間変数となる.

switching vector z ≡ z(x) ∈ Rs

signature vector σ ≡ σ(x) ≡ sign(z(x)) ∈ {−1, 0, 1}s

に着目し, Σ ≡ diag(σ) とおくと

z ≡ z(w) ≡ Φ(x,w) (Φ : Rn+s → Rs), (2)

y ≡ y(w) ≡ f̃(x,w) (f̃ : Rn+s → R) (3)

と定義される. このような方程式の再解釈を Abs-Normal Form
と呼ぶ.

3.4 方程式の区分線形化

式 (2), (3) より

∆z =
∂Φ

∂x
∆x+

∂Φ

∂w
∆w,

∆y =
∂f̃

∂x
∆x+

∂f̃

∂w
∆w

を得る. これを行列の形でまとめると以下のようになる.[
∆z

∆y

]
=

[
∂Φ
∂x

∂Φ
∂w

∂f̃
∂x

∂f̃
∂w

][
∆x

∆w

]
=

[
Z L

aT bT

][
∆x

∆w

]

Z ∈ Rs×n, L ∈ Rs×s, a ∈ Rn, b ∈ Rs
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中間変数が半順序関係を持つことにより, L は対角成分がゼロ
の下三角行列となる. 区分線形化を踏まえてこれを整理すると

∆z = (I − LΣ)−1Z∆x,

∆y = (aT + bTΣ(I − LΣ)−1Z)∆x

を得る. ∆f(x;∆x) ≡ ∆y とすれば式 (1) より, Piecewise
Smooth な f に対しても fPL,x が計算可能となる.

4 最急降下法の拡張 [5, 6]

4.1 Selection Function

ある signature vector σ を定めたときの fPL,x を fσ,x と表し,
これを Selection Function と呼ぶ. 以下に Selection Function の
例を示す.

図 1 f(x1, x2) = (x2
2− (x1)+)+ 図 2 fPL,(1,1)

図 3 σ による領域分割

提案手法ではこの Selection Function 上で σ の切り替わりに
注目しつつ, もとの関数 f での降下方向を近似しながら近似解を
探索する.

4.2 Taylor 展開による近似

目的関数 f 上で x から方向 ∆x だけ遷移したときの関数値の
近似を Taylor 展開の 2次の項までの展開で与える.

f(x+∆x) = f(x) +∇f(x)T∆x+
1

2
∆xT∇2f(x)∆x

いま, f は Piecewise Smooth であり, ∇f,∇2f が求まらない
場合がある. ここで, Abs-Normal Form による線形近似により

f(x+∆x) = fPL,x(∆x) +
1

2
∆xT∇2f(x)∆x (4)

のように, Taylor 展開を更に近似した式を得る. しかし, これに加
えて ∇2f の良い近似を考える必要がある.
また, この公式を用いた連続最適化で得られた近似解は, 基本的
には fPL,x 上での局所最適であるが, もとの目的関数 f が区分線
形の場合には f 上で局所最適であることが, 区分線形かつ凸であ
る場合には f 上で大域最適であることが知られている [5].

4.3 提案手法

アルゴリズム 1 の PSMIN により最小化を行う. 手続き中で呼
び出されている PLMIN, SHORTEST はそれぞれ, fPL,x 上での
最小化と f 上での降下方向の計算, 接バンドル G との最短距離方
向の計算を行う手続きである.
式 (4) の第 2 項を近似する方法として, 準ニュートン法で知ら

れる BFGS 公式を採用する.

Algorithm 1 Piecewise Smooth Minimization

1: procedure PSMIN(x)
2: B0 ← I
3: for k ← 1, 2, · · · do
4: ∆xk ← PLMIN(Bk,xk)
5: if ||∆xk|| = 0 then STOP;
6: xk+1 ← xk +∆xk

7: Bk+1 ← BBFGS
k+1

8: end for
9: return xk, f(xk)

10: end procedure
11: procedure PLMIN(B,x)
12: ∆x← 0
13: σ ← σ(x)
14: G← ∅
15: loop
16: δx← argmin

δx

{
fσ,x(δx) +

1
2δx

TB−1δx
∣∣Σz ≥ 0

}
17: ∆x← ∆x+ δx
18: g ← ∇fσ,x
19: G← G ∪ {g}
20: d← −SHORTEST(B−1δx, G)
21: if ||d|| = 0 then STOP;
22: if (g +B−1

k ∆x)Td > 0 then
23: repeat
24: d← SHORTEST(B−1δx, G)
25: σ ← σ(xk + d)
26: g ← ∇fσ,x
27: G← G ∪ {g}
28: until (g +B−1δx)Td ≤ −||d||2
29: G← ∅
30: B ← I
31: end if
32: σ ← σ(x+ d)
33: end loop
34: return ∆x
35: end procedure
36: procedure SHORTEST(x, G)

37: return argmin
d

{
||d||

∣∣∣ d=Σm
j=1βjgj−B−1

k δx,

gj∈G, βj≥0, Σm
j=1βj=1

}
38: end procedure

5 数値実験
検証実験については当日の資料参照.

6 今後の課題
区分的微分可能関数に対する 2 階微分のより良い近似を, 自動
微分の算法, その特徴の中から考察すること, また, 制約付き問題
や方程式系への応用を今後の課題とする.
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