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1 概要

円のVoronoi図の構成では，円周を一様に点列近似し
点のVoronoi図の構成法を利用する近似構成法が，よく
用いられるが，精度と計算量が両立しない．厳密な位

相情報の獲得のみ注力して，一様な近似をやめ，近似

点数を減らすことで高速化けした構成法を提案し，こ

の構成法の計算量の評価実験を行う．

2 はじめに

平面上に n個の点 g1, · · · , gn が与えられたとき,「ど
の点に最も近いか」を基準に平面を与えられた点の勢

力圏に分割した図を Voronoi図という.　与えられた点
を母点あるいは生成元,勢力圏を Voronoi領域,隣接す
る勢力圏の共通境界を Voronoi辺, Voronoi辺の端点を
Voronoi点という. 以下, 適宜, 領域, 辺, 頂点と略記す
る. Voronoi図は計算幾何学の中心課題のひとつである
とともに,その自然な定義から,幅広い応用を持つ．実
用上，生成元を線分や円に一般化した勢力圏図の需要

も高い. 生成元が円の勢力圏図を円 Voronoi図とよび,
元の図は点 Voronoi図とよぶ. ここでは,生成元どうし
が接したり，任意の 4生成元が同一円周 (直線を含む)
に接ししたりしないものと仮定する．

点 Voronoi図には,いくつもの構成アルゴリズムが提
案されプログラムに実装されている. 生成元を一般化す
ると，構成アルゴリズム設計は点 Voronoi図のときに
較べて難しくなる. そのため,たとえば円 Voronoi図で
は，生成元の円周を等間隔の多数の点列で近似し，点

Voronoi図をもって円Voronoi図の近似構成とするよう
なことが普通に行われる [3]. 円 Voronoi図でも同様で
ある. このような近似構成をとると,非常に計算時間が
かかる上,得られた図は厳密構成した Voronoi図と較べ
て,領域の隣接関係すら保証されない. 辺，領域などの
隣接，接続関係のように，離散値をとる情報を位相情

報，Voronoi点の座標のような連続値をとる情報を計量
情報とよぶことにする．一般に，図形に関する情報は

この 2情報に分けられる. 筆者らは,線分の Voronoi図
を点 Voronoi図で近似構成するときに,不要な点を極力
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とらずに位相情報の正確さを保証するアルゴリズムを

提案した [2]．位相情報が正しければ，Voronoi点の座
標など計量情報は高速な線形オーダで求められる．そ

の意味で,この近似構成は実質的には厳密構成であると
いえる.

3 局所 flipと提案したアルゴリズム

生成元の円を点列で近似する. 点 Voronoi図から,両
側の母点が同一生成元の円に属する Voronoi辺を消去
したものを擬似 Voronoi図とよぶ. 擬似 Voronoi図の辺
は折れ線になる. 無限に伸びるVoronoi辺は生成元の凸
包上隣接する生成元の間にある辺なので,擬似 Voronoi
図と真の Voronoi図で,無限に伸びる Voronoi辺が表す
領域の隣接関係は正しいと仮定できる.
点 Voronoi図,円 Voronoi図と擬似 Voronoi図に共通

した操作として, 生成元 g1, g2 の間に辺 eがあり, その
両端の頂点が g1, g2, g3および g2, g1, g4によって時計回

りに囲まれるとき, この局所的な構造を, 生成元 g3, g4

の間に辺 e′ があり,その両端の頂点が g2, g3, g4 および

g4, g3, g1 によって時計回りに囲まれるものに差し替え

ることを eから e′ への局所 flipということにする.

図 1: 局所 flip不可能
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生成元 g3, g4 と共有点をもつ円で, g1, g2 が円の外部に

あるようなものがとれるとき, eは e′に局所 flip可能と
いう. 言い換えると, 局所 flip可能とは, この 4生成元
g1, g2, g3, g4 のみで Voronoi図を構成すると存在する辺
が g1, g2 の間の辺 eではなく g3, g4 の間の辺 e′ である

ことを意味する. すべての辺において局所 flip可能で
ないとき,この Voronoi図は局所 flip不可能であるとよ
ぶ. 擬似 Voronoi図が flip不可能なことと隣接関係が正
しいVoronoi図であることは同値であること [1]を利用
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してアルゴリズムが成立する.
提案したアルゴリズムの概容は次のとおりである.

構造が厳密な円 Voronoi図の近似構成

1. 全円の中心 (および円周上の数点)を生成元とす
る点 Voronoi図を描く.
2. 擬似 Voronoi図の各辺において,局所 flipが不可
能と判断できないものがある限り,射影点 4点を生
成元に追加して点 Voronoi図を更新する.
3. 擬似 Voronoi図を出力して終了.

上記 2において,局所 flip不可能性の判断は,点Voronoi
図の双対のDelaunay三角形分割により行う,擬似Voronoi
図の Voronoi辺 eの両側の生成元の円を g1, g2 とする

とき,折れ線 e上は点 Voronoi図の Voronoi点 vの列が

あるが,それに対応する Delaunay三角形の列を考える.
折れ線 e上に中心をおく空円を三角形列の頂点である

母点と 2個以上と接するようにして e上を移動させた

とき,空円が eを囲む 4円のうち g1, g2以外と共有点を

持たないことがあるならば, eが局所 flip不可能と判定
できる. つまり, eが局所 flip不可能と判定できないと
きには, eを囲む 4円すべてと共有点をもつ空円が存在
する. 手続きとしては,まず三角形列の各三角形の外接
円で判定する. それで判断できる場合以外, すなわち,
外接円で (1) g1, g2以外と共有点を持たない (判定可能)
か,　 (2) 4円と共有点がある (判定不可能)場合以外で
は, 折れ線 e上で隣接する Voronoi点 v1, v2 で g1, g2 を

含む異なる 3円と共有点をもつものが存在する. 折れ
線 e上 v1, v2 の間で上記 (1), (2)のどちらを満たす空円
があるかを円の中心 vの 2分探索によって決定する.
空円が 4円と共有点があるすなわち,局所 flip不可能

と判定不可能な場合,生成元の円周上に点を追加して点
Voronoi図を更新するが,円の中心 vから 4円までの最
短距離を与える円周上の点を追加する. この点を vから

各円周への射影点とよぶ. 射影点は vから各円周に下ろ

した垂線の足になり,空円の内部の点になる. したがっ
て,この空円は点 Voronoi図の更新後は存在できない.

4 アルゴリズムの性能評価

提案したアルゴリズムは，領域の隣接関係という構

造情報の厳密性を保証できる場合には，生成元の円周

をより細かい点列で近似しない．そのため，一様な近似

より少ない点で擬似 Voronoi図が構成できるといえる．
一方，構造情報が厳密に得られるまで逐次的に点を追

加し, flipにより Voronoi図を更新していくため，最終
的な点数を mとして，計算量的には O(m2)かかる.
総点数 mが生成元の円の総数 nに対して，どのくら

いの値になるか考える．提案したアルゴリズムを，4円
が同一円周に接する場合に適用すると，射影点をいく

ら追加しても局所 flipが不可能と判断できないものが
残る．仮定により, このような入力 (退化入力)がない
と仮定されているが，退化に近い場合には，総点数 m

は,円の数 nにかかわらず,いくらでも大きくなり得る.
今，この仮定を外し，ある辺 eの周りの 4円が同一

円周 Cに接する場合を考える．このとき，追加される

射影点は，C の各円周の 4接点に収束する無限点列に
なる．点の追加により，更新された擬似 Voronoi図の
Voronoi点も円Cの中心に収束する点列になる．射影点

の追加のときに Voronoi点が円 C の中心から εだけ離

れていたとすると，前回追加された射影点は O(
√
ε)だ

け接点から離れており，今回の追加で O(ε)だけ接点か
ら離れたところに射影点が追加される．すなわち，射

影点は 2次収束する．退化入力に近い場合には，ほぼ 2
次収束に近い挙動を示しながら射影点が追加され，途

中でアルゴリズムが終了する．この場合，収束先に「あ

る程度」近づいたところで打ち切りになるとみなせる．

この「ある程度」が「どの程度退化入力に近いか」を

表すことになるが，2次収束であるので，早い段階で
打ち切られる．特に退化に近いとみなされないような

場合には，非常に少ない点数で，構造情報の厳密性が

保証される．これらを，数値実験で検証する．

図 2: 出力例 (無限に延びる辺は省略)
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