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1 はじめに

多目的組合せ問題では，複数の目的関数を同時に良
くするような解を要求される．そのため，パレート解
と呼ばれるある種の最適性を持つ解を探索することに
なる．一般にパレート解は複数存在し，それらを列挙
することは応用上有効である．
多目的組合せ問題の一つとして 0-1多目的ナップサッ

ク問題が知られている．n個のアイテムと価値の種類数
mおよび容量Cが与えられ，i番目のアイテムは非負整
数の重さ wiと非負整数の価値ベクトル vi = (v1

i , . . . , v
m
i )

を持つ．解はアイテムの部分集合 x ⊆ {1, . . . , n}で表さ
れ，
∑

i∈x wi ≤ Cを満たすならば実行可能解である．こ
のとき，実行可能解 xに対するベクトル関数
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を最適化する．具体的には，m種類の各価値総和をそ
れぞれ大きくしたい．実行可能解集合 X上の関係

∆ = {(x, x′) | v(x) ≤ v(x′) and v(x) , v(x′)} ⊆ X × X

は支配関係と呼ばれる．特に，x∆x′ であるとき，xは
x′に支配される (x′は xを支配する)と言う．実行可能
解 pが p∆xであるような x ∈ Xを持たないとき，pは
パレート解と呼ばれる．0-1多目的ナップサック問題に
対して，動的計画法によりパレート解 (厳密にはその
値)を列挙する手法を Bazganらが提案している [1]．
一方で，組合せ問題へのアプローチに有効なデータ構

造としてZero-suppressed Binary Decision Diagram (ZDD)
[2]が知られている．ZDDを用いた組合せ問題の実行
可能解の列挙索引化手法は多岐にわたる [3]．本稿では，
実行可能解を保持する ZDDを補助データ構造として用
いることで，Bazganらの手法を高速化し，かつ列挙さ
れたパレート解を索引化する手法を提案する．

2 従来手法

Bazgan らの手法は，動的計画法に基づきアイテム
を 1, . . . , nの順に取捨選択する探索と，支配関係を用
いた枝刈りにより構成される．アイテム iまで取捨選
択を終えた実行可能解の集合を Xi，解 xの重み総和を
w(x) =

∑
j∈x w j とする．このとき，二つの解 x, x′ ∈ Xi
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について，v(x) = v(x′)かつ w(x) = w(x′)であるとき，x
と x′は等価であると見做し，Xiからいずれか一方を削
除するというルールを設ける．
はじめに X0 = {ϕ}を生成する．アイテム iの取捨選

択における動作は以下の通りである．まず，アイテム
i − 1までの取捨選択を終えたすべての解 x ∈ Xi−1 に対
して，アイテム iを取る場合の解 x1 ← x∪ {i}と，アイ
テム iを捨てる場合の解 x0 ← xを生成する．その後，
w(xk) ≤ Cならば Xi ← Xi ∪ {xk}とする (k ∈ {0, 1})．

Xiの生成を終えたら，Xiからパレート解に到達し得
ない解を以下のルールで枝刈りする．

1. ∀x ∈ Xi−1 について，w(x) +
∑n

j=i w j ≤ C ならば，
Xi ← Xi \ {x0}とする．

2. 二つの解 x, x′ ∈ Xi について，x∆x′ かつ w(x) ≥
w(x′)ならば，Xi ← Xi \ {x}とする．

3. 解 x ∈ Xiから i+1番め以降のアイテムを取捨選択
して得られる実行可能解集合を X[x]とする．二
つの解 x, x′ ∈ Xiについて，∀a ∈ X[x], v(a) ≤ u(x)
なるm次元整数ベクトル u(x)と，gx ∈ X[x′]をそ
れぞれ一つずつ定める．このとき，u(x) ≤ v(gx)
ならば，Xi ← Xi \ {x}とする．

枝刈り 3において，u(x)は上界であり，Bazganらは各
価値 1, . . . ,mごとに独立して緩和問題を解くことで u(x)
を求めている．また，gxとして x′から得られる貪欲解
を用いており，これは残りのアイテムを順に容量の許
す限り取ることで得られる．これらの枝刈りによって，
各ステップでパレート解に到達し得る解を刈ることは
なく，Xnがパレート解の値のみを網羅する解集合にな
る (証明は文献 [1]を参照されたい)．
枝刈りの操作は計算時間の支配的な部分であり，Baz-

ganらは枝刈りを高速に適用するアルゴリズムも提案
している．また，アイテムの順序付けヒューリスティ
クスも与えており，アルゴリズム全体の高速化や良質
な貪欲解の生成ができている．

3 提案手法

提案手法では，ZDDを用いて Bazganらの動的計画
法を補助する．ZDDは組合せ集合を表現する場合分け
二分木を圧縮した構造を持つ非巡回有向グラフである．
根と呼ばれる入次数 0の節点が 1つと，終端と呼ばれ
る出次数 0の節点が 2つ (⊤,⊥)あり，内部節点はすべ
て出次数が 2である．内部節点にはアイテムのラベル
が張られており，2つの出枝はそれぞれアイテムを取
る/捨てるという選択を表している．根から終端⊤にた
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どり着く経路は，ZDDが保持する組合せの 1つを表す．
(図 1) 0-1多目的ナップサック問題に対して，実行可能
解集合を保持する ZDDは容易に生成できる [3]．
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図 1: 実行可能解を保持する ZDDの例 (実線は取る選
択，破線は捨てる選択に対応する．)

今，与えられたインスタンスの実行可能解集合を保
持する ZDD を Z とする．Bazgan らの手法において，
初期解 ϕに Zの根を対応付け，アイテムを取捨選択す
る際に対応する出枝をたどり，Z 上の節点を遷移する
ことを考える．ここで ZDDの形から，同じ節点に対応
付く解すべては，残りのアイテムから取捨選択する手
順がまったく同じになる．すると，以下の枝刈りを考
えることができる．

• 2つの解 x, x′ ∈ Xi について，x∆x′ かつ対応付く
節点が同じならば，Xi ← Xi \ {x}とする．

これは，ある手順で xから得られる解が，同様の手順
で x′ から得た解に必ず支配されるため可能である．
また，ある 1つの価値に着目した場合，Z上の各節点

からその先で得られる最大の価値総和は，Z の節点数
に比例する時間で求まる．具体的には，Z 上の各枝に
ついて，出本の節点に対応するアイテムの価値または
0を重み付け，⊤への最長経路問題を解けば良い．これ
には，ZDDが非巡回有向グラフであることから，動的
計画法を用いた解法が存在する．よって，予め各節点
について，各価値のその先での最大総和を計算してお
くことで，Bazganらの手法における枝刈り 3で，u(x)
として厳密な上界を高速に求めることができる．
以上から，提案手法によって枝刈りの質が高まり，ア

ルゴリズムの高速化が見込まれる．さらに，探索の遷
移を模倣した ZDDはパレート解集合を保持する ZDD
となる．解集合の ZDD構築については別途論ずること
とし，本稿では高速化の効果について評価を行う．

4 計算機実験

m = 3, 4の場合について，Bazganらの手法と提案手
法で実行時間を比較した (m = 2の場合については，計
算時間に大きな違いが見られなかった)．Bazganらの
手法は 0-1多目的ナップサック問題のパレート解をす
べて求めることについて，m ≥ 3の場合に対する初め
てのアルゴリズムであると文献 [1]に述べられている
が，m = 3の場合までしか実験が行われていない．よっ
て，本実験により m = 4の場合に対する初めての結果
が示される．

各インスタンスは，m個の価値がランダムに決まる
(1 ≤ v j

i ≤ 1000)タイプ 1，またはm個の価値に相関があ
る (900 ≤ v1

i +· · ·+vm
i ≤ 1100)タイプ 2に属す．アイテム

の重さは一様ランダム (1 ≤ wi ≤ 1000)であり，容量は
C =
∑n

i=1 wi/2とした．実験環境に 64-bit Ubuntu 16.04
LTS，Intel Core i7-3930K 3.2GHz CPU，64GB RAMを
用い，各インスタンスタイプで nを変化させ，それぞ
れ 10ケースの平均計算時間を測定した．nは小規模な
ものにとどめている．
結果を図 2と図 3に示す．いずれのインスタンスタ

イプでも，提案手法により 2から 3倍程度の高速化を
達成した．また，m = 3の場合よりも m = 4の場合の
方が，高速化にやや大きく貢献しており興味深い．
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図 2: タイプ 1の計算時間 (左：m = 3，右：m = 4)
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図 3: タイプ 2の計算時間 (左：m = 3，右：m = 4)

5 まとめ

本稿では，0-1多目的ナップサック問題に対して，ZDD
を補助データ構造として用いることで既存の動的計画
法を高速化する手法を提案した．小規模ながらも文献
[1]で扱われた問題よりも目的数の多い問題でも実験を
行い，提案手法の有効性を確認した．
今後は，本結果を得た要因を詳細に調べ，より一層

の高速化を目標とし，中規模の問題へもアプローチ可
能なアイデアを得たい．また，他の問題への拡張性に
ついても検討している．
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