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概 要

近年，一般Tikhonov正則化問題を高速に解くHybrid

法の研究が広く行われている．しかし，画像処理の分

野では Tikhonov正則化問題だけでなく，トータルバ

リエーションと呼ばれるL1ノルムを用いた手法が用い

られることが多い．本発表では，Hybrid法をトータル

バリエーションへと適用するための拡張を行い，実験

結果について述べる．

1 はじめに

次の形で与えられる大規模な非適切問題に対し，安

定な解を計算することを考える．

xLS = argmin
x∈Rn

||b−Ax||22 (1)

ただし，行列A ∈ Rm×n, m ≥ nは悪条件であり，デー

タベクトル bは，未知の誤差項 ϵと，理論解 xexactを

用いて，b = Axexact + ϵとする．式 (1)の解は未知の

誤差 ϵに支配される．一方，L1正則化法は，xexactに

対する安定的な近似解を次式より計算できる．

xλ = argmin
x∈Rn

{||b−Ax||22 + λ||Lx||1}, (2)

ただし，L ∈ Rp×nは正則化行列であり，λ > 0は正則

化パラメータである．そして，正則化法がより良い近

似解を与えるためには，適した正則化パラメータの決

定が必要となることが知られている．
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2 L1正則化に対するGKB-FP法の

適用

GKB-FP法は，GKB法とFP法に基づいた標準Tik-

honov正則化問題を高速に解く手法である [2]．GKB

法は２重対角化を行うアルゴリズムであり，行列 A

に対して初期値 b/||b||2 とし反復を行った場合，k <

nステップ後，以下の式を満たす正規直交列を持つ２

つの行列 Yk+1 = [y1, ...,yk+1] ∈ Rm×(k+1), Wk =

[w1, ...,wk] ∈ Rn×k と，下記の２重対角行列 Bk ∈
R(k+1)×k を生成する．

Bk =


α1

β2 α2

β3
. . .
. . . αk

βk+1

 ∈ R(k+1)×k,

β1Yk+1e1 = b = β1y1,

AWk = Yk+1Bk,

ATYk+1 = WkB
T
k + αk+1wk+1e

T
k+1.

ただし，ei ∈ Rk+1は i番目の単位ベクトルである．特

にWk の列は，Krylov部分空間 Kk(A
TA, AT b)の正

規直交基底を為す．今，Kk(A
TA, AT b)上での最小化

を考え，最小二乗解を x
(k)
λ とすると，式 (2)は次式に

変形することが出来る．

x
(k)
λ = Wky

(k)
λ , (3)

y
(k)
λ = argmin

y∈Rk

{||Bky − β1e1||22 + λ||LWky||1}.

式 (3)の解は Zouら [4]によって，次式で与えられる

事が示されている．

y
(k)
λ =

(
BT

k Bk

)−1
(
BT

k β1e1 −
λ

2
WT

k LTSgn(LWky
(k)
λ )

)
ただし，Sgn(·)は符号関数である．上記の関数は右辺に
y
(k)
λ を含む符号関数が表れるため，定常反復による解

法が必要となる．このため提案手法では，(BT
k Bk)
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Copyright     2017 Information Processing Society of Japan.
All Rights Reserved.1-107

5G-09

情報処理学会第79回全国大会



の計算の困難さを取り除くために，GKB法による各ス

テップにおいて Bk の QR分解の更新を行う．

次に正則化パラメータの決定のために FP法を用い

る [1]．標準 Tikhonov正則化問題において，正則化パ

ラメータは残差と正則化項の積で表される下記の関数

を最小化するように選ばれる [3]．

Ψ(λ) = ||rλ||22||xλ||2µ2 , µ > 0

ただし，rλ = b− Axλ である．Bazán [1]は適した µ

の下で最適な λ を定点反復で求められることを示し，

FP法を提案した．

L1正則化問題に FP法を適用する場合，下記の関数

の最小化を考える必要がある．

ΨL1(λ) = ||rλ||22||Lxλ||µ1 , µ > 0 (4)

FP法は式 (4)の最小点を求めるために下記の関数の定

点を求めることになる．

ϕµ(λ) =
||rλ||22

µ||Lxλ||1

Hybrid法において，ϕµ(λ)のk次元での近似関数ϕ
(k)
µ (λ) =

||r(k)λ ||22/µ||Lx
(k)
λ ||2 の定点からなる数列を計算するこ

とで，ϕµ(λ)の定点を求めることが出来る．本手法を

FP-TV法と呼び，Algorithm 1に記述する．

Algorithm 1 FP-TV法
Require: A, b, L, µ, k0 ≥ 1, tol, kmax

Ensure: Regularized solution x
(k)
λ∗

1. Apply k0 GKB steps to A with starting vector

b and form the matrix Bk0
.

2. Set k = k0. Apply reduction QR factorization

to Bk.

3. Compute the fixed point λ∗
k of ϕ

(k)
µ and set

λ0 = λ∗
k, λold = λ0, k ← k + 1.

4. Perform one more GKB step, update QR factor-

ization of Bk and compute the fixed point

λ∗
k of ϕ̂

(k)
µ taking λ0 as starting value.

Set λold = λ0, λ0 = λ∗
k.

5. If stopping criterion is satisfied do

λ∗ = λold

else do

k ← k + 1

Go to step 4.

end if

6. Compute the regularized solution x
(k)
λ∗ .

3 数値実験

本稿では，L1 正則化問題に対して Hybrid法を適用

するために，L2正則化問題に対するGKB-FP法を L1

正則化に対する拡張を行い，新手法である FP-TV法

の提案を行った．ここでは，提案手法の有用性を示す

ために数値実験の結果を述べる．

グレースケールイメージのぼやけ除去問題を考え，全

ての数値実験はMATLAB 2015bを用いて行った．さ

らに，拡散行列と正則化行列はそれぞれ次式で表され

る Gaussian PSF と２次の差分行列を用いた．

A = (2πσ2)−1T ⊗ T, L =

[
IN ⊗ L1

L1 ⊗ IN

]
,

L1 =


1 −1

1 −1
. . .

. . .

1 −1

 ∈ R(N−1)×N .

ただし，T は次式で表される z を生成ベクトルとする

N ×N の Teoplitz行列である．

z =
1

2σ2
[1, e−2, · · · , e−(band−1)2 , 0, · · · , 0] ∈ RN

ただし，σ と bandは拡散度合いを制御するパラメー

タであり，本実験においては σ = 2,band = 16とす

る．詳細な結果については当日報告を行う．
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