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再構成型超解像処理の理論限界に関する検討

田 中 正 行† 奥 富 正 敏†

複数の低解像度画像から，1つの高解像度画像を再構成する方法として超解像処理がある．超解像処
理では，高解像度画像の低解像度画像に対する倍率が重要なパラメータとなる．本論文では，倍率の設
計を容易にする超解像の条件数定理を示す．条件数定理は，低解像度画像数が無限であると仮定した
とき，任意の PSF（Point Spread Function）に関する超解像方程式の条件数の算出方法を導く定理
である．条件数定理により算出される条件数を比較することにより，高解像度画像の低解像度画像に
対する倍率および PSFを設計することができる．また，本研究では，ML（Maximum Likelihood）
法に関しての勾配制約も示す．勾配制約とは，PSF のパワースペクトルが ML 法の評価関数の微分
を制限するというものである．条件数定理と勾配制限は理論的に導かれる．具体的に Box型 PSFと
Gaussian 型 PSF の解析を示し，また，合成画像を利用した実験によりその有効性を確認する．

Theoretical Analysis about Limitations
on Reconstruction-based Super-resolution

Masayuki Tanaka† and Masatoshi Okutomi†

This study presents and proves a condition number theorem for super-resolution (SR). The
SR condition number theorem provides the condition number for an arbitrary space-invariant
point spread function (PSF) when using an infinite number of low resolution images. A gradi-
ent restriction is also derived for maximum likelihood (ML) method. The gradient restriction
is presented as an inequality which shows that the power spectrum of the PSF suppresses the
spatial frequency component of the gradient of ML cost function. A Box PSF and a Gaussian
PSF are analyzed with the SR condition number theorem. Effects of the gradient restriction
on super-resolution results are shown using synthetic images.

1. は じ め に

超解像処理とは，位置ずれのある複数の低解像度画

像から高解像度画像を推定する処理である．これまで

にも，数多くの方法が提案されている1)～6)．そのな

かでも，再構成型超解像処理と分類される方法が広く

利用されている．ML（Maximum Likelihood）法2)，

MAP（Maximum A Posteriori）法3)やPOCS（Pro-

jection Onto Convex Sets）法4) などが，再構成型超

解像処理として有名である．また，多くの研究はグレ

イスケール画像を対象としているが，MAP法を応用

して Bayer配列の低解像度画像からカラーデモザイキ

ング処理と超解像処理を同時に行う方法や5),6)，文字

に特化した超解像処理も提案されている10)．さらに，

再構成型超解像処理は計算コストが大きいことも知ら

れており，効率的な計算方法に関する報告もされてい
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る7),8)．また，我々は単板式カラーカメラを用いた手

持ち撮影のための超解像処理の開発も行っている9)．

再構成型超解像処理とは枠組みが異なるが，近似を用

いて繰返し計算を行わずに高解像度画像を推定する方

法や12)，空間解像度ばかりでなく時間解像度も改善す

る方法も研究されている11)．

このように広く利用されている再構成型超解像処理

には共通の枠組みが存在する．その共通の枠組みとし

て，高解像度画像の低解像度画像に対する倍率をまず

はじめに設定しなければならないことがあげられる．

低解像度画像枚数を増加させることによって，大きな

倍率を設定することが可能であると予想されるが，実

際には低解像度画像枚数を増加させても倍率の大きさ

には限界があることが経験的に知られている．この倍

率の限界は，再構成型超解像処理に関しての基本的な

性質である．また，低解像度画像枚数を無限に増加さ

せた場合に，この性質は顕著に現れることが予想され

る．倍率の限界は，再構成型超解像処理の基本的な性

質であるにもかかわらず，この分野の研究は非常に少
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ない．Eladらは13)，未知数の数と方程式の数の関係か

ら，倍率と観測画像枚数が満足しなければならない関

係式を示している．これは，単純に観測画像の総画素

数（方程式の数）は高解像度画像の画素数（未知数の

数）より多くなくてはならないことを示しているにす

ぎない．Bakerらは14)，Box型 PSF（Point Spread

Function）を仮定した場合，2以上の整数の倍率では，

超解像方程式の条件数が無限大となり，高解像度画像

を安定的に推定できないことを示した．また，Linら

は15)，Bakerらと同様に Box型 PSFを仮定し，摂動

定理を応用することにより，条件数の逆数に対応する

安定性の指標を定量的に評価している．このように従

来の解析は Box型 PSFに関する解析のみである．

一方，Capelは18)，カメラモデルの PSFは Gaus-

sian型 PSFで近似できることを実験的に示している．

Box型 PSFも，Gaussian型 PSFも，どちらもカメ

ラモデルの PSFの近似でしかない．このため，どの

近似を利用すべきかということが重要である．しかし

ながら，従来の理論解析は，Box型 PSFに関する解

析のみであるため，異なる PSF近似の安定性を定量

的に比較することはできない．

これに対して，我々は，任意の空間不変なPSFに関

しての理論解析を行っている16),17)．本論文では，任

意の空間不変な PSFに対して任意の倍率における超

解像方程式の条件数を算出する方法である条件数定理

を提案し，証明する．条件数は線形連立方程式の安定

性の指標として広く利用されている．条件数の小さい

PSF近似を用いることにより，高解像度画像を安定に

推定することができる．つまり，それぞれの PSF近

似の条件数を比較することにより，適切な PSF近似

を選択することができる．また，PSFの条件数は，超

解像処理に適した撮像系を設計する際の指針にも利用

可能である．なお，本論文では，観測誤差に対する超

解像処理の安定性を議論することにし，PSF 近似誤

差は高解像度画像に大きな影響を与えない範囲である

とする．

さらに，勾配法を利用したML法に関する勾配制限

を示す．勾配制限とは，ML 法の評価関数の勾配は，

PSF のパワースペクトルにより制限されることであ

る．具体的に Box 型 PSF と Gaussian 型 PSF を取

り上げ，それぞれの条件数とパワースペクトルを計算

し，解析を行う．また，合成画像を利用した実験によ

り，勾配制限および条件数定理の有効性を確認する．

2. 超解像の基本方程式

再構成型超解像処理の基本となる連続系の画像変換

方程式を式 (1)に示す．

gj(yj) =

∫
bj(yj ,x) h(x) dx (1)

ここで，添え字 j は j 番目の観測を，yj は観測画像

の座標を，x は高解像度画像の座標を，gj(yj) は j 番

目の連続の観測画像を，bj(yj ,x) は連続の PSF を，

h(x) は連続の高解像度画像を，それぞれ表す．

実際に超解像処理が扱う方程式は，式 (1)を離散化

した式 (2)であり，式 (2)を超解像方程式と呼ぶこと

にする．

g = Bh (2)

ここで，g は複数の低解像度画像のすべての画素値を

並べたベクトルを，h は高解像度画像のベクトル表現

を，B は高解像度画像から低解像度画像への変換を表

す行列を，それぞれ表す．

この超解像方程式は，低解像度画像数が無限にある

場合（すなわち，連続観測画像が得られる場合）にも

拡張できる．低解像度画像数が無限の場合の超解像方

程式を，超解像の基本方程式と呼ぶことにする．超解

像の基本方程式は，形式的には式 (2)と同様であるが，

g の次元と B の行の次元が無限大である．

3. 条件数定理と勾配制限

本論文における解析の仮定を明確にした後，超解像

の基本方程式に対する条件数の算出方法（条件数定理）

を導出する．次いで，ML法における勾配と PSFの

パワースペクトルとの関係を勾配制限として示す．

3.1 解析の仮定

本論文では以下の仮定に基づき，超解像処理の安定

性を理論的に解析する．

仮定 1 位置ずれは平行移動である．

仮定 2 カメラ PSFは空間不変である．

仮定 3 連続高解像度画像の画素値は同一画素内で一

定である．

仮定 4 低解像度画像は，位置の重なりがなく，無限

に取得できる．

カメラ PSFを特定のものに限定せず，単に空間不

変としている点が，これまでの研究14),15) と大きく異

なる点である．

仮定 3 は，連続高解像度画像を式 (3) の矩形関数

Π(x; a) と離散高解像度画像との畳込みとして表現で

きることを仮定している．

Π(x; a) =

{
1 (|x| ≤ a/2)

0 (|x| > a/2)
(3)

ただし，a は離散高解像度画像の画素間隔である．一
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方，一般的な信号処理では，矩形関数ではなく，Sinc

関数との畳込みが仮定されている．超解像処理におい

ては，矩形関数が広く利用されているが，その理由に

ついては次節で述べる．

一般性を失わず，高解像度画像の画素間隔を 1とし

て解析を行うことができる．また，本論文では高解像

度画像空間に対して定義される PSFを考える．一般

に，PSFは観測画像空間である低解像度画像空間に対

して定義されているため，高解像度画像の画素間隔を

1と考えると，PSFは高解像度画像の低解像度画像に

対する倍率 M をパラメータとして含むようになる．

この場合の具体的な PSFの例として，Box型 PSFを

式 (4)に，Gaussian型の PSFを式 (5)に，それぞれ

示す．

bbox(x, y) =
1

M2
Π(x; M)Π(y; M) (4)

bgau(x, y) =
1

2πMσ
exp

(
x2 + y2

2M2σ2

)
(5)

本節では，簡単のため，1次元の問題として解析を

行うが，2次元の問題へ簡単に拡張することが可能で

ある．

3.1.1 仮定 3の正当性

連続信号に対して帯域制限を仮定している信号処理

の分野では，矩形関数ではなく，Sinc関数が広く利用

されている．

一方，超解像処理の問題では，帯域制限された連続

画像を仮定していない．そこが，サンプリング定理を

満たすように帯域制限された原信号（連続画像）を逆

フィルタなどにより求める画像復元問題と異なる点で

ある．実際，空間上の不連続に対応するユニットステッ

プ関数の振幅スペクトルは，周波数の逆数で減衰する

ものの，その帯域は無限である．

このため，超解像処理においては，離散画像を利用

して連続画像を何らかの方法で表現する必要がある．

この表現方法として仮定 3が広く利用されている．連

続画像の表現方法はほかにも考えられるが，最終的に

画素は矩形として表現されることや，低解像度画像の

画素値推定に対応する空間領域での PSFとの畳込み

演算が簡略であることから，ほとんどの超解像処理で

は仮定 3が利用されている．

また，従来の超解像処理の理論的な解析もすべてこ

の仮定 3に基づいている14),15)．

3.2 超解像の基本方程式の再定義

前節の 4つの仮定を利用して，低解像度画像枚数を

無限に仮定した超解像の基本方程式を再定義する．

仮定 4において低解像度画像である観測画像を無限

枚取得可能であるとしている．高解像度画像空間へす

べての観測画像がレジストレーションされていれば，

これら無限枚の観測画像は高解像度画像空間に定義さ

れる 1つの連続の画像と考えることができる．この連

続の画像を連続観測画像と呼ぶことにし，g(y) で表

す．ここで，y は連続観測画像の画素位置を表す座標

である．

さらに，仮定 1，2を利用すれば，PSFは観測によ

らず共通であると考えることができる．したがって，

式 (1)の画像変換方程式から式 (6)を得る．

g(y) =

∫
b(y − x) h(x) dx (6)

ここで，b(x) はすべての観測に共通する連続の PSF

である．仮定 3を満足する連続高解像度画像は，式 (3)

の矩形関数を利用して，式 (7)のように定式化できる．

h(x) =

N−1∑
i=0

Π(x − i; 1) h[i] (7)

ここで，N は 1次元画像の大きさを，i は 1次元画像

の離散座標を，h[i] は離散高解像度画像の位置 i にお

ける画素値を，それぞれ表す．式 (6)，(7)より，式 (8)

に示される離散高解像度画像から連続観測画像への画

像変換方程式を得る．

g(y) =

N−1∑
i=0

{∫ i+1/2

i−1/2

b(y − x) dx × h[i]

}
(8)

さて，ある座標 y を式 (9)のように，y に最も近い

整数 � と残りの小数部分 δ に分けて考える．

y = � + δ (9)

このとき，小数部分 δ の変域は −1/2 から 1/2 とな

る．式 (9) の関係を利用して式 (8) を式 (10) の離散

畳込み演算の形式に簡単化することができる．

g(� + δ) =

N−1∑
i=0

{∫ i+1/2

i−1/2

b(� + δ − x) dx × h[i]

}

=

N−1∑
i=0

bδ [�-i]h[i] (10)

ここで，bδ [�] をオフセット δ の離散 PSF と呼び，

式 (11)で定義される．

bδ [�] =

∫ 1/2

−1/2

b(� + δ − x) dx (11)

次に，小数部分 δ を固定して考えると，g(� + δ) は

連続観測画像 g(y) を高解像度画像の画素中心から δ

だけずれた位置でサンプリングした離散画像と見なす

ことができる．この離散画像の画素数は高解像度画像
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図 1 高解像度画像，観測画像および PSF 画像の連続と離散の関係
Fig. 1 Models of continuous and discrete HRI, observed

image and PSF.

の画素数と等しいが，仮定 4 において観測される低

解像度画像が無限にあると仮定しているため，このよ

うな離散画像が得られると考えることができる．ここ

で，この離散画像をオフセット δ の離散観測画像と

呼び，gδ で表すことにする．また，同様に式 (11)の

bδ [�] を，オフセット δ の離散 PSFと呼び，bδ で表

すことにする．

高解像度画像，観測画像，および PSFに関して，そ

れぞれ連続と離散の関係を図 1 に図示する．式 (10)

は，オフセット δ の離散観測画像に対する超解像方程

式となる．その超解像方程式のベクトル表現が式 (12)

である．

gδ = Bδ h (12)

ここで，Bδ はオフセット δ の離散 PSF bδ との畳

込み演算を表す行列である．

連続観測画像は，オフセット δ の離散観測画像の線

形結合として表される．したがって，連続観測画像に

対する超解像方程式，すなわち超解像の基本方程式も

同様に，オフセット δ の離散観測画像に対する方程式

の線形結合として式 (13)のように表現することがで

きる．

g∞ = B∞ h (13)

ここで，

g∞ =




gδ0

gδ1

...

gδk

...




, B∞ =




Bδ0

Bδ1

...

Bδk

...




(14)

であり，すべての δk (k = 0, 1, 2, · · · )は異なる値であ
る．以上のように前節で述べた 4つの仮定から，式 (13)

に示す超解像の基本方程式が導出できた．

3.3 超解像の条件数定理

条件数に関する数学的な性質を概説した後に，超解

像の条件数定理を示し，証明する．

3.3.1 条件数の数学的性質

条件数は，線形連立方程式の係数行列に対して定義

され，連立方程式の解を求める際の安定性の指標とし

て知られている19)．条件数の小さい連立方程式は安定

であり，条件数の大きい連立方程式は不安定であると

いうことができる．特に条件数が無限大のときは，そ

の連立方程式は特異である．式 (2)で示されるような

連立方程式に対して，その条件数 cond(B) は式 (15)

のように定義される．

cond(B) = ||B||2 · ||B−1||2 (15)

ここで，|| · ||2 は 2次ノルムを表す．条件数に関して，

式 (16)，(17) の不等式が成立し，条件数は解の相対

誤差の上限を定める．

||∆h||2
||h||2 ≤ cond(B)

||∆g||2
||g||2 (16)

||∆h||2
||h + ∆h||2 ≤ cond(B)

||∆B||2
||B||2 (17)

ここで，∆hは推定された高解像度画像の誤差を，∆g

は観測画像の誤差を，∆B は PSFによって定まる係

数行列の誤差を，それぞれ表す．式 (17)の不等式は，

PSFの近似精度が多少悪くても条件数が小さければ，

結果として誤差の影響は小さく抑えられることを示し

ている．

ところで，行列のノルムを直接計算することは一般

に困難であるので，条件数を式 (15) の定義に従って

計算することは現実的ではない．そこで，本論文では，

次式に示す条件数の性質を利用する19)．

cond(B) =

√√√√max
i

λi(B
∗ B)

min
i

λi(B
∗ B)

(18)

ここで，∗ は行列の共役転置を，λi(B
∗ B)は行列B∗ B

の i 番目の固有値を，それぞれ表す．

3.3.2 条件数定理

補題を示した後，条件数定理を証明する．
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補題 1. 式 (13)の係数行列 B∞ に対して，式 (19)が

成り立つ．

λi(B
∗
∞ B∞) = lim

K→∞

K−1∑
k=0

|b̃δk [i]|2 (19)

ここで，b̃δk [i] は bδk の離散フーリエ変換 b̃δk の i 番

目の要素を表す．

証明. オフセット δ の離散観測画像に対する超解像方

程式の係数行列 Bδ は，式 (20)のように対角化される．

Bδ = F−1 diag
(
b̃δ

)
F (20)

ここで，F は離散フーリエ変換の行列表現に対応す

るユニタリ回転行列を，diag
(
b̃δ

)
は b̃δ の要素を対

角成分に持つ対角行列を，それぞれ表す．次に，行列

B∗
∞ B∞ の固有値を求めるため，対角化を行う．行列

B∞ の定義式と式 (20)の関係式より，行列 B∗
∞ B∞

は次のように対角化される．

B∗
∞ B∞ = lim

K→∞

K−1∑
k=0

B∗
δk

Bδk

= lim
K→∞

K−1∑
k=0

F−1 diag
(
b̃∗

δk

)
diag

(
b̃δk

)
F

= F−1 diag (λ) F (21)

ここで，ベクトル λ の i 番目の要素 λi は次のよう

に表される．

λi = lim
K→∞

K−1∑
k=0

|b̃δk [i]|2 (22)

行列 F はユニタリ行列であるので，式 (21)右辺の対

角成分は，行列 B∗
∞ B∞ の固有値となる．したがっ

て，式 (19)を得る．

定理 1.（超解像の条件数定理）

式 (13) の超解像の基本方程式に対する条件数

cond(B∞) は式 (23)のように表される．

cond(B∞) =
1√

min
i

β̃2[i]

(23)

ここで，

β̃2
[i] = lim

K→∞
1

K

K−1∑
k=0

|b̃δk [i]|2 (24)

=

∫ 1/2

−1/2

|b̃δ [i]|2 dδ (25)

である．本論文では，PSF の平均パワースペクトル

を β̃
2

= (β2
[0], β2

[1], · · · , β2
[N-1])T と定義する．な

お，T はベクトルの転置を表す．

証明. 規格化されたカメラPSFを考えた場合，式 (26)

の関係を仮定することができる☆．

max
i

|λi(Bδ)| = max
i

|b̃δ [i]| = b̃δ [0] = 1 (26)

式 (26) を利用することにより，行列 B∞ に対する

式 (18)の分子は式 (27)となる．

max
i

λi(B
∗
∞ B∞) = lim

K→∞

K−1∑
k=0

1 = lim
K→∞

K

(27)

式 (27)の右辺は無限大に発散してしまうが，条件数は

式 (18)に示されるように最小固有値と最大固有値の比

であるので，条件数は収束する．具体的には，式 (18)，

(19)，(27)より，次式を得る．

cond(B∞) =

√√√√√√
lim

K→∞
K

min
i

[
lim

K→∞

K−1∑
k=0

|b̃δk [i]|2
] (28)

式 (28)を簡単にすることにより，式 (23)を得る．な

お，δk の変域は −1/2 から 1/2 であり，δk が重なら

ず無限にあると考えた場合，式 (24)は式 (25)の積分

の形式に変形することができる．

超解像の条件数定理を利用して条件数を算出するた

めに必要なパラメータは次の 3つのパラメータである．

( 1 ) 連続 PSF b(x)

( 2 ) 高解像度画像の低解像度画像に対する倍率 M

( 3 ) 低解像度画像の大きさ

パラメータ ( 1 )，( 2 )が必要な理由は条件数定理よ

り明らかである．パラメータ ( 3 )に関しては，PSFの

平均パワースペクトルを計算するために必要である．

つまり，超解像の条件数定理は，任意のPSFに対し

て，任意の倍率での条件数を算出することを可能にす

る．得られた条件数は PSF近似に対する重要な指標

となる．したがって，条件数を比較し，条件数のより

小さな PSF近似を利用することにより，安定に高解

像度画像を推定することができる．また，同一の PSF

近似で倍率を変化させた場合も，条件数を比較するこ

☆ この仮定を使わなくても定式化可能であるが，この仮定は十分
合理的であり，式が簡単化されるためここではこの仮定を利用
する．
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とにより，安定に高解像度画像を推定することができ

る最適な倍率が設定でき，また倍率の限界を示すこと

も可能である．

3.4 勾 配 制 限

本節では，式 (13)の超解像の基本方程式をML法

で解く場合を考える．この場合に，PSFの平均パワー

スペクトル β̃
2
がML法の評価関数の勾配とどのよう

な関係があるかを明らかにする．超解像の基本方程式

に関するML法の評価関数は式 (29)のように定義さ

れる．

I = lim
K→∞

1

K

K−1∑
k=0

||gδk − Bδkh||22 (29)

ここで，評価関数が発散するのを防ぐために K によ

る規格化を行っている．評価関数の高解像度画像 h に

関する微分は式 (30)となる．

∂I

∂h
= −2 lim

K→∞
1

K

K−1∑
k=0

B∗
δk

Bδkeδk (30)

ここで，

eδk = B−1
δk

gδk − h (31)

である．行列 Bδk の逆行列が存在しないことも考え

られる．しかしながら，行列 Bδk は δk または倍率

M の関数と考えられ，極限値の意味で逆行列が存在

すると考えることにする．

式 (30) の両辺にフーリエ変換に相当する回転行列

F をかけることにより，評価関数の微分の空間周波数

成分を次式のように得ることができる．∣∣∣F ∂I

∂h

∣∣∣ = 2

∣∣∣diag
(
β̃

2
)

ẽδk

∣∣∣
≤ 2 diag

(
β̃

2
)

|ẽmax| (32)

ここで，|ẽmax|の i番目の要素は{|eδ0 [i]|, |eδ1 [i]|, · · · }
の最大値である．式 (32)の不等式は，PSFの平均パ

ワースペクトル β̃
2
によって，評価関数の微分の空間

周波数成分が抑え込まれるということを表している．

つまり，PSF の平均パワースペクトルのある空間周

波数成分が非常に小さければ，対応する評価関数の微

分の空間周波数成分も小さくなる．評価関数の微分の

空間周波数成分が小さいということは，高解像度画像

のその空間周波数成分はほとんど更新されないという

ことを示している．このような制限を，勾配制限と呼

ぶことにする．特に PSFの平均パワースペクトルが

0であれば，その空間周波数成分において高解像度画

像はまったく更新されない．PSFの平均パワースペク

トルが 0である空間周波数を特異な空間周波数と呼ぶ

ことにする．

4. Box型およびGaussian型 PSFの解析

前章では，一般的な PSFに関して理論的な解析を

行った．本章では，具体的に Box型および Gaussian

型 PSFを取り上げ，条件数および平均パワースペク

トルを示す．なお，前章の理論解析は一次元での解析

であったが，本章では二次元の場合の結果を示す．

4.1 条 件 数

Box型および Gaussian型 PSFそれぞれに関して，

倍率M を変化させながら条件数を算出した．図 2 に，

条件数の逆数を対数軸としたときの結果を示す．条件

数の逆数は，その値が大きいほど問題が安定している

ことを示し，特にゼロの場合はその問題が特異である

ことを表す．なお，低解像度画像サイズを 23× 23 と

し，式 (25) の積分計算には数値積分を利用した．さ

らに，Gaussian型 PSFの標準偏差 σ は倍率 M = 1

のときに，条件数が Box型 PSFの条件数と等しくな

るように σ = 0.3 とした．

Box型PSFの場合，2以上の整数倍率において条件

数の逆数がゼロとなっていることが特徴的である．こ

れは，Box型 PSFを仮定した場合，2以上の整数倍率

は特異な問題となっていることを示しており，Baker

らおよび Linらの従来研究と一致している14),15)．さ

らに，Box型 PSFの条件数の逆数の大まかな形状も

Linらの定量的な解析と一致する15)．

超解像の条件数定理により，Box型 PSFだけでな

く，任意のPSFの条件数が計算できるため，Gaussian

型 PSFに関しても同様に条件数の逆数が算出できて

いることが，本論文の大きな特徴である．式 (16)に

示すように，観測誤差の大きさが同じであれば，条件

数の小さい PSF近似を用いた超解像処理結果のほう

図 2 低解像度画像サイズが 23 × 23 のときの，Box 型 PSF と
Gaussian 型 PSF（σ = 0.3）の条件数の逆数

Fig. 2 Inverse condition numbers of Box type PSF and

Gaussian type PSF (σ = 0.3) for LRI size 23 × 23.
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が推定誤差が小さく，安定である．たとえば，倍率が

1 から 2.27 の範囲では，Gaussian型 PSF の条件数

の逆数が Box型 PSFを上回っているため，この範囲

の倍率に対しては Gaussian型 PSF を利用するほう

が安定であることが簡単に分かる．それ以外の倍率に

関しても，条件数の逆数を比較することにより，超解

像処理の安定性を判断することが可能である．

4.2 平均パワースペクトル

勾配制限は，PSFの平均パワースペクトルが小さけ

れば，ML法の評価関数の微分の空間周波数成分も小

さいということを示している．具体的に，Box型 PSF

および Gaussian 型 PSF に関して，倍率 M = 2.0，

2.5，3.0 の場合の平均パワースペクトルを計算した．

その結果を図 3 に示す．

図 3より，倍率によらずGaussian型PSFの平均パ

ワースペクトルは，空間周波数に対して単調に減少し

ているのが確認される．その一方で，Box型PSFの平

均パワースペクトルは特定の空間周波数において，非

常に小さな値となっている．特に倍率がM = 2.0，3.0

では，黒で示されている空間周波数の平均パワースペ

クトルは 0であり，特異な空間周波数となっている．特

異な空間周波数はM = 2.0の場合，0.5 [HRI pixel−1]

M = 2.0,

min = 0

M = 2.5, min =

1.32 × 10−4
M = 3.0,

min = 0

(a) Box PSF

M = 2.0, min =

5.76 × 10−4
M = 2.5, min =

1.02 × 10−5
M = 3.0, min =

7.95 × 10−6

(b) Gaussian PSF (σ = 0.3)

(c) Scale

図 3 PSF の平均パワースペクトル（低解像度画像サイズ：
23 × 23）．各図で，左上が原点，右下が最大空間周波数
(0.5, 0.5) [HRI pixel−1] である．また，それぞれの図のス
ケールも規格化されている

Fig. 3 Average power spectrum of PSF (LRI size: 23×23),

the top left is the origin of spatial frequency (0, 0),

the bottom right is the maximum spatial frequency

(0.5, 0.5) in HRI pixel units, the scale is normalized

for each image.

であり，M = 3.0 の場合，0.333 [HRI pixel−1]であ

る．勾配制限により，高解像度画像を更新する際に，

この特異な空間周波数成分は，まったく更新されない

ことが予想される．

5. 合成画像による実験

超解像の条件数定理と勾配制限の有効性を確認す

るために，合成画像を用いて実験を行った．図 4 に

示す画像を真の高解像度画像として用意した．この

画像に対して，Box型 PSFおよび Gaussian型 PSF

（σ = 0.3）を仮定し，それぞれ 256 枚の低解像度画

像を作成した．このとき，低解像度画像の大きさを

23 × 23，平行移動の間隔は低解像度画像の画素間隔

の 1/16 刻みとしている．位置合わせは正確であると

仮定している．

勾配制限の効果が顕著に現れるように図 5 に示す

3 種類の初期画像を用意した．これらの初期画像は，

図 3 (a)のBox型PSFの平均パワースペクトルが最小

値となる空間周波数成分のみを，それぞれ有している．

Box型 PSFを仮定し合成された低解像度画像に対

しては Box型 PSFを，Gaussian型 PSF（σ = 0.3）

を仮定し合成された低解像度画像に対してはGaussian

型 PSF（σ = 0.3）を，それぞれ用いてML法による

超解像処理を行った．このとき，繰返し数は 200回と

して，倍率は M = 2.0，2.5 および 3.0 の 3 種類に

対して処理を行った．超解像処理結果を図 6 に示す．

また，それぞれの条件数の逆数も図の副題に示してあ

る．表 1 に，それぞれの超解像処理結果と真値画像と

図 4 真値とした画像
Fig. 4 Ground truth.

(a) (b) (c)

図 5 初期画像の一部分．(a)，(b)および (c)はそれぞれ，(0.5, 0.5)，
(0.4, 0.4)，および (0.333, 0.333) の空間周波数のみを有する

Fig. 5 Part of the initial image for super-resolution by the

ML method. Those shown in (a), (b) and (c) have

only the spatial frequency component at (0.5, 0.5),

(0.4, 0.4), and (0.333, 0.333) in HRI pixel units, re-

spectively.
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(a) Box PSF

(M = 2.0),

ICN = 0

(b) Box PSF

(M = 2.5),

ICN=1.15×10−2

(c) Box PSF

(M = 3.0),

ICN = 0

(d) Gaussian PSF

(M = 2.0),

ICN=2.40×10−2

(e) Gaussian PSF

(M = 2.5),

ICN=3.20×10−3

(f) Gaussian PSF

(M = 3.0),

ICN=2.82×10−3

図 6 超解像処理結果．1 行目の結果は図 5 (a) を初期値として計算した結果を，2 行目および
3 行目は，それぞれ図 5 (b) および図 5 (c) を初期値として計算した結果を示す．なお，
ICN（Inverse Condition Number）は条件数の逆数である

Fig. 6 Super resolution results. ICN represents the inverse condition number. The

first, second and third rows are calculated from initial images shown in

Fig. 5 (a), 5 (b) and 5 (c), respectively. The magnification factors of the first

and fourth columns are 2.0, those of the second and fifth columns are 2.5,

and those of the third and sixth columns are 3.0.

表 1 超解像処理結果の RMSE

Table 1 RMSE of Super resolution results.

Initial Box PSF Gaussian PSF

image M = 2.0 M = 2.5 M = 3.0 M = 2.0 M = 2.5 M = 3.0

Fig. 5 (a) 70.5 18.3 6.7 29.4 53.2 70.1

Fig. 5 (b) 8.4 18.3 7.6 29.4 36.3 40.8

Fig. 5 (c) 8.3 18.3 47.0 29.4 36.3 30.0

の RMSEをまとめる．なお，真値画像の大きさを超

解像処理結果にあわせてから RMSEを求めた．

まず，Box型 PSF（M = 2.5）とGaussian型PSF

（M = 2.0）の条件数の逆数に注目すると，それぞれ

1.15× 10−2，2.40× 10−2 である．これらの条件数の

逆数は，比較的大きな値を示している．対応する超解

像処理結果も，他の条件と比較した場合，初期画像に

よらずノイズが小さく良好な結果を示している．超解

像の条件数定理から導かれる条件数の逆数からも，ま

た実験結果からも，Box型 PSF（M = 2.5）とGaus-

sian 型 PSF（M = 2.0）の 2 つの PSF 条件が他の

PSF 条件よりも安定であるという一致した結果が得

られた．

これまでの研究においても14),15)，Box型PSFの場

合，倍率が 2以上の整数では特異な問題となるため，

解が安定に得られないということが示されている．ま

た，本論文の条件数定理から計算される条件数も，倍

率が 2以上の整数では無限大となり特異な問題である

ことが同様に示されている．しかしながら，M = 2.0

と M = 3.0 の Box 型 PSF に対する超解像結果は，

図 6 に示すとおり，いくつかの初期画像に対しては，

ノイズがなく良好な結果となっている．このような初

期画像に対する依存性は，これまでの研究では説明す

ることができない．一方，本論文の勾配制限の関係を

利用することにより，この初期画像依存性を簡単に説

明することが可能である．

例として，Box 型 PSF（M = 3.0）の場合を考え

る．ノイズの多い結果を与えている図 5 (c)の初期画
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像は，(0.333, 0.333) の空間周波数成分のみを持つ画

像である．また，図 3 (a) に示すように Box 型 PSF

（M = 3.0）の平均パワースペクトルは，(0.333, 0.333)

において 0であり，この空間周波数は特異な空間周波

数であることが確認できる．したがって，初期画像が

持つ特異な空間周波数成分はML法では更新されるこ

となく，超解像処理結果に現れてしまう．これが超解

像処理結果のノイズである．その一方で，図 5 (a)お

よび (b)の初期画像が有している空間周波数成分に関

する Box型 PSF（M = 3.0）の平均パワースペクト

ルは 0 ではない．したがって，初期画像は更新され，

超解像処理の結果にも初期画像の成分は現れず，良好

な結果を示す．

次に，Gaussian型 PSFに注目する．Gaussian型

PSFの平均パワースペクトルは空間周波数に対して単

調に減少する．本論文では，高解像度画像の画素間隔

を 1と仮定しているので，空間周波数の最大値は 0.5

である．したがって，Gaussian型 PSFの平均パワー

スペクトルは空間周波数が (0.5, 0.5) において最小と

なる．以上のことから，空間周波数 (0.5, 0.5) の成分

のみを有する図 5 (a)の初期画像に対する超解像処理

結果が最も悪いことが予想される．図 6 の結果も，こ

の予想と一致している．特に，図 5 (a)の初期画像に

対する超解像処理結果を，倍率を変化させながら比較

すると，倍率を大きくするに従って，ノイズが大きく

なっていることが確認される．この結果も，Gaussian

型 PSFの条件数の逆数が倍率に対して単調減少する

という理論解析の結果と一致している．

Box型PSF（M = 3.0）とGaussian型PSF（M =

3.0）を比較した場合，Gaussian型 PSF（M = 3.0）

の条件数の逆数は，Box型 PSF（M = 3.0）に比較し

て大きく，安定していることを示している．ところが，

図 5 (a)および (b) に対する超解像処理結果は，Box

型 PSF（M = 3.0）のほうが良好である．これは，条

件数が平均パワースペクトルの最小値のみを評価して

いるためである．つまり，平均パワースペクトルの最

小値は，Box型 PSF（M = 3.0）のほうが小さいも

のの，図 5 (a)および (b)に対応する周波数の平均パ

ワースペクトルは Box型 PSF（M = 3.0）のほうが

大きいためである．このような結果は条件数のみでは

説明できず，平均パワースペクトルによる勾配制限の

有効性を示すものである．

6. む す び

本論文では，超解像の条件数定理を導出し，証明を

行った．条件数定理は，任意の PSFに対して，任意

の倍率における条件数を算出する方法を示したもので

ある．さらに，ML法において，評価関数を最適化す

る勾配法に対する勾配制限も示した．勾配制限により，

PSF の平均パワースペクトルによって評価関数の勾

配が制限されることを示した．超解像の条件数定理と

勾配制限を合成画像を利用した実験により確認した．

従来の研究では，説明できない現象についても，条件

数定理と勾配制限により明確に説明可能であることを

示した．

PSF の近似誤差に起因する推定誤差を含めた定量

的な誤差解析が今後の課題である．
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