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三次元グリッド空間における自律分散ロボット群の
緩集合問題について

長尾 英剛1,a) 金 鎔煥1,b) 片山 喜章1,c) 和田 幸一2,d)

概要：共通座標系をもたない三次元グリッド空間内での自律分散ロボットの緩集合問題を扱う．緩集合問
題とは全ロボットをあらかじめ与えられた範囲内に停止させる問題である．本研究ではロボットは三次元

グリッド空間の格子点にのみ存在可能であり，座標系に関しては原点および Z軸の向きと方向，また XY
軸に関してはキラリティのみが合意されているものとし，自身が存在する格子点を中心として XY平面上
の周囲 8点および上下 2点に移動可能とする．また，自身よりマンハッタン距離 2の格子点に存在するロ
ボットを観測可能とし，半同期 (SSYNC) で動作する．以上のモデルでロボットの台数が未知の場合に原
点を中心とした最小包含正八面体内にロボットを集合させる，緩集合問題を解くアルゴリズムを提案する.
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On a Weak-Gathering Problem with Autonomous Mobile Robots in 3D
Grid Space

Hidetake Nagao1,a) Yonghwan Kim1,b) Yoshiaki Katayama1,c) Koichi Wada2,d)

Abstract: In this paper, we propose an algorihtm to solve a weak-gathering problem in 3D grid space. A
weak-gathering problem is a problem to locate all robot within some certain area. Each robot can locate
at a grid point, and agrees on an origin, direction and orientation of Z-axis while each robot knows only
chirality for XY-axes. The robot does not know total number of robots, and they can move to one of
10 points, that is, 8 points around itself on X-Y plane and 2 points of their directly above and below.
Their visibility is 2 of Manhattan distance (L1-norm) and we assume SSYNC scheduler. The proposed
algorithm can locate all robot within a certain distance from the origin from any initial configuration.
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1. はじめに

自律分散ロボットシステムとは，各ロボットが自律的か

つ協調的に動作することにより全体として目的を達成する

システムである ([1], [2])．このシステムは，各ロボットを
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端末，ロボット同士の情報のやり取りを通信と捉えること

で分散システムとしてモデル化が可能であり，一般的な分

散システムにおける理論的研究と同様，自律分散ロボット

システムにおけるロボットのモデル（能力）と問題の可解

性について解明することは，研究の目的のひとつである．

自律分散ロボットシステムにおいて，各ロボットは他

のロボットの位置を観測 (Look)し，観測結果を入力とし
てアルゴリズムにしたがって移動先を計算 (Compute)し，
その移動先に移動 (Move)するという単純なサイクルを繰
り返し，システム全体として問題を解く．各ロボットが実

行するサイクルの同期性についていくつかモデルが提案さ
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れており，全てのロボットが全てのサイクルを同期実行す

る完全同期 (FSYNC)，一部のロボットが動作しないこと
を許す半同期 (SSYNC)，同期性に一切の仮定をおかない
非同期 (ASYNC)がある．また，ロボット自身が持つ能力
に関しても様々なモデルが存在する．例えばロボットの持

つメモリに関しては，過去の実行履歴を保存できない無記

憶 (oblivious)モデルが一般的に扱われる．また，ロボット
同士の通信に関しては，ロボット同士が互いの位置を観測

することが唯一の情報交換手段であり，直接的な意味での

通信装置を装備しないモデルが一般に扱われてきた．一方

で，各ロボットにその状態を示すライトを装備したモデル

が提案されている ([3])．ライトを装備したロボットでは，
自分の状態が記憶でき，またロボット間で互いの状態をや

り取りできることとなり，したがって装備しない場合に比

べて問題の可解性においてその能力は高くなる ([4])．他に
も，ロボットを体積のない点として扱うか，あるいは体積

を持つロボット（ファットロボット)として扱うか ([5])，
連続平面か離散平面（グリッド平面）か ([6], [7], [8])など，
様々なモデルが提案されており，モデルの違いが問題の可

解性に敏感に作用する点が研究者の興味を引いている．

自律分散ロボットシステムで扱われる問題には，形状

形成問題 (formation)，隊列問題 (flocking)や探索問題 (ex-
ploring) などがある．特に形状形成問題は，当該研究分
野の初期から深く研究されている．その中でも集合問題

(gathering)は最もよく研究されている問題の一つであり，
モデルと問題の可解性について現在も多くの研究者が取り

組んでいる ([4], [5], [6], [7], [8])．文献 [9]では，集合問題
の変形である near-gathering が提案されており，これは集
合問題が有限時間内に同一点に全てのロボットを集合させ

る問題であるのに対し，near-gathering問題は有限時間内
に全てのロボットを十分に近づける問題である．集合問題

より容易だが収束 (convergence)問題よりは難しい ([9])．
本研究では，3D-グリッド空間において，緩集合 (weak-

gathering)問題を定義しそれを解くアルゴリズムを提案す
る．緩集合問題とは，ある点から定められた距離以内に全

てのロボットを有限時間内に移動させ静止させる問題であ

る．つまり，3D連続空間においては，ある点を中心とした
球体内に全てのロボットを配置する問題であり，一方，3D
グリッド空間においては，ある点を中心とした正八面体に

全てのロボットを配置する問題である．本研究では，各ロ

ボットが座標系に関して原点と Z軸の向きと方向に合意を
持ち，XY軸についてはキラリティ (chirality)のみ知って
おり，ロボットの総数を知らず，格子点には同時に 1台し
か存在できないモデル上で，原点を中心とする最小包含正

八面体（全てのロボットを同時に配置可能な最小の正八面

体）にロボットを配置するアルゴリズムを提案する．

2. モデルと諸定義

2.1 ロボットモデル

三次元直交座標系 F は，単位長さ，原点 O，x と y

と z で識別され互いに直行する 3 つの座標軸とその方
向 (direction），正負で識別される座標軸の向き (orienta-
tions）で定義される．格子 Gを Fの全ての整数座標とす
る．u = (u.x, u.y, u.z) および v = (v.x, v.y, v.z) を G 上
の点としたとき，u と v の距離 dist(u, v) を dist(u, v) =
|u.x − v.x| + |u.y − v.y| + |u.z − v.z|とする (L1 − norm,
マンハッタン距離)．
ロボットは G上の点に存在し，G上の点間を離散的に
移動する計算能力を持ったデバイスである．ロボットは区

別不可能で同じアルゴリズムを実行する．また記憶領域を

持たないため，直前の観測によって得られた情報しか持

たない．また，ロボットは共通の座標系を持たないと仮定

し，自身の持つ座標系において単位距離，座標軸を知り，

ロボットはその座標系において自分の座標を認識すること

ができる．仮定としてロボットらは座標系に関して合意は

ないが，共通の原点を持ち原点について合意しており，Z
軸の向きと方向および XY軸に関してキラリティを持つも
のとする．

v = (v.x, v.y, v.z) を G 上の点としたとき，v からマ

ンハッタン距離 2 以内に存在する点の集合を N(v) =
{(u.x, u.y, u.z)|dist(u, v) ≤ 2} とする．また，v を中心

として XY 平面上の周囲 8 点および上下 2 点の集合
を M(v) = {(u.x, u.y, u.z)|(u.z = v.z ∧ |u.x − v.x| ≤
1∧|u.y−v.y| ≤ 1)∨u.z = v.z ±1∧u.x = v.x∧u.y = v.y)}
とする．本研究では，v 上のロボットの視野範囲を N(v)
に含まれる点，一回で移動できる点をM(v)に含まれる点
とするモデルを扱う．ただし，ロボット同士の衝突は許さ

れない，つまり 2台のロボットが同一直線上をすれ違う移
動と複数のロボットが同時に同一の点へ移動してしまうよ

うなことは許されない．

以下，多くの研究で一般に用いられている標準的なロ

ボットの実行モデルについて説明する．各ロボットの動作

は次に説明する 4つの状態，Wait,Look,Compute,Moveの
うち後者の 3つの状態を 1サイクルで実行する．Waitは
任意の状態間に挿入可能な状態である．

( 1 ) Wait:ロボットは待機状態．ロボットは無制限に待機
することはできない．開始時点ではすべてのロボット

がWait状態である．

( 2 ) Look:ロボットは他のロボットの位置座標を得る．
Lookの結果，ロボットは視野範囲内のロボットの位置
の集合 L={r|r ∈ N(v)}を得る．

( 3 ) Compute:ロボットはアルゴリズムに従って行き先を
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計算する．ロボットは無記憶であるため，アルゴリズ

ムの入力は直前の Lookで得た Lのみである．

( 4 ) Move:Compute状態において計算した行き先に向かっ
て移動する．

各ロボットがサイクルを実行する際の同期の程度によっ

て次の 3つのモデルが定義される (図 1)．

図 1: ロボットの実行モデル FSYNC,SSYNC,ASYNC の実行例．

• 完全同期 (fully-synchronous, FSYNC):すべての
ロボットが完全に同期した時計を用いてアルゴリズム

を実行できると仮定する．すなわち，すべてのロボッ

トは同じ時刻にアルゴリズムを開始し，その後，同じ

時刻に，Look，Compute，Moveをそれぞれ実行する．
• 半同期 (semi-synchronous, SSYNC):FSYNCにお
いて，サイクルを実行しないロボットの存在を許すモ

デルである．ただし，すべてのロボットは無限回サイ

クルを実行すると仮定する．

• 非同期 (asynchronous, ASYNC):ロボットの実行
に関する仮定を一切置かないモデルである．各ロボッ

トのサイクルの開始時刻や Look，Compute，Moveに
かかる時間の上限も与えられない．そのため，ロボッ

トが移動中に他のロボットに観測されることもある．

これらの 3つの同期モデルに関して，SSYNCは FSYNC
の実行を含み，ASYNC は SSYNC，FSYNCの実行を含
む．つまり ASYNCで，ある問題を解くアルゴリズムが存
在する場合，そのアルゴリズムは SSYNC，FSYNCのロ
ボットに対しても，その問題を正しく解くアルゴリズムで

ある．SSYNCと FSYNCのモデル関係も同様である．
動作サイクルの各状態は，仮定するロボットの能力に

よって細かい定義が異なる．本論文では，ロボットの視野

範囲に制限があり，ロボットが共通の座標系知らないと仮

定している．G上の点 v上のロボットは Lookの結果，ロ
ボットがそれぞれ持つ座標系における N(v)のうちロボッ
トが存在する点の集合 L ⊆ Lを得る．Computeで計算さ
れる行き先はM(v)のうち現在の座標を除く一点，もしく
は移動しないかのいずれかであり，Moveにおける行き先
への移動は一瞬であると仮定し移動中のロボットが他のロ

ボットに観測されることはないとする．

2.2 諸定義

u = (u.x, u.y, u.z), v = (v.x, v.y, v.z)を F上の 2点とし
たとき，(u.xv.y − u.yv.x) < 0を満たすとき原点を中心に
v は uの右回りに位置するといい，uは v の左回りに位置

するという．また，(u.xv.y − u.yv.x) = 0を満たすとき，
u, vおよび原点 Oは同一直線上に位置するという．

ある v ∈ Gに対して，vの周囲の点のいくつかについて
以下の通り名前をつける (図 2)．

• tv : (dist(O, tv) = dist(O, v)+1)∧(v.xtv.y−v.ytv.x ≥
0) ∧ (tv.z = v.z)

• trv : (dist(O, trv) = dist(O, v) + 2) ∧ (trv.z = v.z) ∧
(|trv.x − v.x| ≤ 1 ∧ |trv.y − v.y| ≤ 1) //複数候補があ
る場合原点を中心に右回りの点

• rv : (dist(O, rv) = dist(O, v) + 1) ∧ (v.xrv.y −
v.yrv.x) < 0) ∧ (rv.z = v.z)

• brv : (dist(O, brv) = dist(O, v)) ∧ (v.xbrv.y −
v.ybrv.x) < 0) ∧ (brv.z = v.z) ∧ (|brv.x − v.x| ≤
1 ∧ |brv.y − v.y| ≤ 1)

• bv : (dist(O, bv) = dist(O, v) − 1) ∧ (v.xbv.y −
v.ybv.x) ≤ 0) ∧ (bv.z = v.z)

• lv : (dist(O, lv) = dist(O, v)−1)∧(v.xlv.y−v.ylv.x) >

0) ∧ (lv.z = v.z)
• uv : (v.x, x.y, v.z + 1)
• ulv : (dist(O, ulv) = dist(O, v)) ∧ (v.xulv.y −

v.yulv.x) > 0) ∧ (ulv.z = v.z + 1) ∧ (|ulv.x − v.x| ≤
1 ∧ |ulv.y − v.y| ≤ 1)

• utv : (dist(O, utv) = dist(O, v) + 2) ∧ (v.xutv.y −
v.yutv.x) ≥ 0) ∧ (utv.z = v.z + 1) ∧ (|utv.x − v.x| ≤
1 ∧ |utv.y − v.y| ≤ 1)

• dv : (v.x, x.y, v.z − 1)
• dlv : (dist(O, dlv) = dist(O, v)) ∧ (v.xdlv.y −

v.ydlv.x) > 0) ∧ (dlv.z = v.z − 1) ∧ (|dlv.x − v.x| ≤
1 ∧ |dlv.y − v.y| ≤ 1)

• dtv : (dist(O, dtv) = dist(O, v) + 2) ∧ (v.xdtv.y −
v.ydtv.x) ≥ 0) ∧ (dtv.z = v.z + 1) ∧ (|dtv.x − v.x| ≤
1 ∧ |dtv.y − v.y| ≤ 1)

• uuv : (v.x, x.y, v.z + 2)
• ddv : (v.x, x.y, v.z − 2)

図 2: 点 v の周囲の点

本論文では，あらかじめ決められた一点（原点 O)を中
心とした，全てのロボットを包含可能な最小の正八面体内
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にロボットを移動させ静止させる緩集合問題を扱う．

ロボットの集合をR = {r|r ∈ Z3}とし|R| をロボットの総
数と呼ぶ．原点までのマンハッタン距離が l 以下のロボッ
トの集合を Rl = {r|r ∈ R ∧ dist(r, O) ≦ l}と表す．原点
までのマンハッタン距離が l 以下点の集合は正八面体を形

作る．本論文では，原点 Oを中心とした，全てのロボッ
トを包含可能な最小の正八面体内を最小包含正八面体と呼

ぶ．本論文では以下条件を満たすとき，ロボットは緩集合

を達成したとする．

(1)∀r ∈ R， dist(r, O) ≤ Lmax

(2) ロボットは停止している
ただし，Lmax は自然数で，あらかじめ与えられている

とする．三次元グリッド空間中に存在するロボットの台数

|R|は次の条件を満たすとする．逆に，|R|が与えられると
自然に Lmax が決定される．
4
3 (Lmax)3 − 2(Lmax)2 + 2

3 Lmax < |R| ≤ 4
3 (Lmax)3 +

2(Lmax)2 + 2
3 Lmax

また以下を定義する．

定義 2.1. （エントリー集合 E）最小包含正八面体内の点

の内，Z軸との距離が 1である点の集合をエントリー集合
Eと呼ぶ．エントリー集合 E は以下のように定義される．

E = {∀v|(v ∈ G)∧ (dist(O, v) ≤ Lmax)∧ (|v.x|+ |v.y| =
1)}

2.3 アルゴリズムの記述

本論文では，アルゴリズムの実行を以下の形式（ガード

付きアクション）で表す．

< label >::< guard >→< action >

各アクションはラベル付けされており，各アクションの

ガード < guard >は Lookの結果からなる論理式で表され
る．ロボットはガードが真の場合のみ命令文 < action >

を実行する．

3. 提案アルゴリズム

緩集合問題を解くための単純な戦略に，全ロボットを原

点方向へ移動させる方法がある．この戦略の下で，最小包

含正八面体に含まれる点の 1 つにのみロボットが存在せ
ず，1台のロボットのみが最小包含正八面体外に存在する
状況を考える．

この状況から緩集合を達成するためには 2つの方法が考
えられる (図 3)．
方法 1 最小包含正八面体内のロボットを動かし，最小包

含正八面体のロボットの存在しない点を最小包含正八

面体外のロボットの隣へ動かす．

方法 2 最小包含正八面体外のロボットが，最小包含正八

面体のロボットの存在しない点へ移動する．

方法 1をとった場合，もし最小包含正八面体外にロボッ
トが存在しなければ，ロボットの存在しない点を動かすた

図 3: 左：方法 1，右：方法 2

めに最小包含正八面体内のロボットが移動するが，ロボッ

トの存在しない点に入ってくるロボットが存在しないため，

最小包含正八面体内のロボットが停止せず解状況にならな

い．方法 2をとった場合，最小包含正八面体外のロボット
は最小包含正八面体内のロボットの存在しない点を探さな

くてはならない．しかしロボットは視野も制限されている

ため，最小包含正八面体内のロボットの存在しない点の位

置が分からず，また直前に観測された情報しか持たないた

め，既に観測した場所を行き来するなどして，最小包含正

八面体外のロボットは最小包含正八面体内のロボットの

存在しない点を見つけることが出来ない可能性がある．そ

こで本論文は，最小包含正八面体外に存在するロボットを

Z=0平面へ移動させ，Z=0平面のロボットは，Z=0平面
上のエントリー集合 Eに含まれる点を目指して移動させ
る (図 4)．Eに含まれる点に存在するロボットは Z軸の正
の方向か負の方向へ移動し，各 XY平面上で最小包含正八
面体内に展開していく (図 5)．この戦略をとることで，ロ
ボットの移動する方向が Z=0平面を基準として 1方向 (Z
軸の正の方向か負の方向)になるため，ロボットが既に観
測した場所を行き来するということは起こらなくなる．

図 4: Z=0 平面でのロボットの移
動先 (Lmax=4 の例)

図 5: Z=k( ̸=0)平面でロボットは
正八面体内に展開 (Lmax=4の例)

ここまでで提案アルゴリズムの基本戦略を説明した．ロ

ボットの動作について説明する．提案アルゴリズム次の 5
の動作で構成される (図 6)．
Up Z軸正の向きに距離 1移動する動作
Down Z軸負の向きに距離 1移動する動作
Push X軸または Y軸方向へ原点から距離 1離れる動作
Pull X軸または Y軸方向へ原点から距離 1近づく動作
Spin XY平面上で，原点からの距離が変化しない動作
提案アルゴリズムは，最小包含正八面体外 (Z ̸= 0)，Z=0
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図 6: 左から Up，Down，Pull，Push，Spin（ロボットが第一象限
に存在する場合の例）

平面，最小包含正八面体内の Z=k(̸= 0)平面の 3つのアル
ゴリズムで構成されている．

最小包含正八面体外のアルゴリズム (アルゴリズム 1)は最
小包含正八面体外に存在するロボットを Z=0平面上へ移
動させるアルゴリズムである．ロボットは Z=0平面上ま
で Up，または Downを実行する．その際最小包含正八面
体内を通過しないようにするため，Pushにより最小包含
正八面体内を通過しない位置に移動してから Up，または
Downを実行する．
Z=0平面のアルゴリズム (アルゴリズム 2)は，ロボットを
Eに含まれる点へ移動させるアルゴリズムである．ロボッ
トは Pullを優先して実行し，Pullの実行先に他のロボッ
トが存在すれば Pushを実行する．Pushは解状況でないに
も関わらず全てのロボットが停止してしまうことを防ぐた

めの動作である．Z=0平面上かつ最小包含正八面体内の点
では，解状況になったときにロボットが移動することを防

ぐため Pushを禁止している．Eに含まれる点に存在する
ロボットは Up，または Downを実行し，最小包含正八面
体内の Z=k(̸= 0)平面へ移動する．
最小包含正八面体内の Z=k(̸= 0)平面のアルゴリズム (ア
ルゴリズム 3)は正八面体内にロボットを展開させるアルゴ
リズムである．Eに含まれる点に存在するロボットは Up，
または Downを実行し，Up，または Downが実行できな
ければ，そのとき自身が存在する XY平面上に展開する．
基本的にロボットは Pushを優先して実行し，Pushが実行
できなければ Spinを実行し，Spinも実行できなければ停
止する．ただしこの条件だけでは全てのロボットが最小包

含立方体内に存在していても，Spinを実行して停止しない
ロボットが存在してしまうので，Pushが実行できないか
つ，自身の存在する点に Pushしようとするロボットが存
在する場合のみ，ロボットは Spinを実行する (図 7)．

図 7: 左：自身の存在する点に Push するロボットが存在しないので
Spin を実行しない．右：自身の存在する点に Push するロボットが
存在するので Spin を実行する

次にロボット同士の衝突の回避方法を述べる．ロボット

は移動先にロボットがいないことを確認してから移動する

ので，ロボットが他のロボットに追突するような衝突は起

こらない．起こるとしたら複数のロボットが同じ点に移動

する場合のみである．複数のロボットが同じ点に移動する

パターンは以下の 6通りのみである．
(a) 最小包含立方体外の，Pushを実行するロボットと，

Upまたは Downを実行するロボット
(b) Z=0平面へ Upを実行するロボットと，Downを実
行するロボット

(c) Z=0平面上の Pullまたは Pushを実行するロボット
と，Z=0平面へ Upまたは Downを実行するロボット

(d) Z=0平面上の Pullを実行するロボットと，Pushと
実行するロボット

(e) Z=0平面上の，軸上以外から軸上へ Pullするロボッ
トと，軸上から軸上へ Pullするロボット

(f) 最小包含正八面体内の Z=k(̸= 0)平面の，Pushを実
行するロボットと，Spinを実行するロボット

(a)の場合，Pushを優先し，Upまたは Downは実行し
ない．(b)の場合 Upを優先し，Downは実行しない．(c)
の場合 Z=0平面上の Pullまたは Pushを優先し，Z=0平
面への Upまたは Downは実行しない．(d)の場合 Pullを
優先し，Pushは実行しない．(e)の場合軸上から軸上への
Pullを優先し，軸上以外から軸上への Pullは実行しない．
(b)の場合 Pushを優先し，Spinは実行しない．このよう
な戦略でロボット同士の衝突を防ぐことが出来る (図 8)．

図 8: 衝突のパターンと回避方法

以上の戦略を用いたアルゴリズムがアルゴリズム 1，ア
ルゴリズム 2，アルゴリズム 3である．

4. 正当性の証明

本節ではアルゴリズムの正当性の証明を行う.各ロボッ
トが提案アルゴリズムに従って自律的に移動したとき，ロ

ボット同士の衝突は起きず，有限時間内に全てのロボット

が弱集合の条件を満たして，停止することを示す.*1

*1 本証明では，Z 軸上の点に存在するロボット関しては考慮しな
い．原点から距離 Lmax 以内に存在する Z 軸上のロボットは停
止したままであり，それ以外のロボットは最小包含正八面体の外
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アルゴリズム 1 最小包含正八面体外に存在するロボット r

のアルゴリズム
v を G 上の点とする．

Predicates:
occupy(v) ≡ v ∈ L

actions:
1:Push :: ¬occpy(rv)∧(|v.x|+|v.y| ≤ Lmax) ∧ dist(O,v) >
Lmax → 行き先を rv へ
2:Up:: ¬occupy(uv) ∧ (|v.x|+|v.y| > Lmax) ∧(v.z <
0) ∧((|ul.v|+|ul.y| ̸= Lmax) ∨¬occpy(ulv)) ∧(uv.z ̸= 0∨
((dist(O,ulv) ̸= Lmax ∨¬ occpy(ulv)) ∧¬occpy(utv))) → 行
き先を uv へ
3:Down :: ¬occupy(dv) ∧ (|v.x| + |v.y| > Lmax) ∧ (v.z >

0) ∧ ((|dl.v| + |dl.y| ̸= Lmax) ∨ ¬occpy(dlv)) ∧ (dv.z ̸=
0 ∨ (¬occupy(ddv) ∧ (dist(O, ulv ̸= Lmax ∨ ¬occpy(dlv)) ∧
¬occpy(dtv))) → 行き先を dv へ

アルゴリズム 2 Z=0平面に存在するロボット rのアルゴ
リズム

v を G 上の点とする．

Predicates:
occupy(v) ≡ v ∈ L

entrance(v)≡ v∈ E

actions:
1:Up :: ¬occpy(uv) ∧ entrance(v) ∧ dist(O, v) < Lmax → 行き
先を uv へ
2:Down :: ¬occpy(dv) ∧ entrance(v) ∧ dist(O, v) < Lmax →
行き先を dv へ
3:Pull :: ¬occupy(bv)∧¬((v.x ̸= 0∧v.y ̸= 0)∧(bv.x = 0∨bv.y =
0) ∧ ¬occupy(brv)) → 行き先を bv へ
4:Push :: ¬occpy(rv) ∧ ¬occpy(trv) ∧ (dist(O, v) > Lmax) →
行き先を rv へ

アルゴリズム 3 最小包含正八面体内の Z=k(̸=0)平面に存
在するロボット rのアルゴリズム

v を G 上の点とする．

Predicates:
occupy(v) ≡ v ∈ L

entrance(v)≡ v∈ E

actions:
1:Up :: ¬occpy(uv) ∧ entrance(v) ∧ v.z > 0 ∧ dist(O, v) <

Lmax → 行き先を uv へ
2:Down :: ¬occpy(dv) ∧ entrance(v) ∧ v.z < 0 ∧ dist(O, v) <

Lmax → 行き先を dv へ
3:Push :: ¬occupy(rv) ∧ dist(O, v) < Lmax → 行き先を rv へ
4:Spin :: ¬entrance(v) ∧ ¬occpy(brv) ∧ (((v.x ̸= 0 ∧ v.y ̸= 0) ∧
occupy(lv) ∧ (¬occupy(bv) ∨ (brv.x = 0 ∨ brv.y = 0))) ∨ ((v.x =
0 ∨ v.y = 0) ∧ ¬occpy(bv))) ∧ (dist(O, v) ≤ Lmax) → 行き先を
brv へ

定義 4.1. （集合平面 Pl）最小包含正八面体内の点の内，

側のロボットとして扱われる．

Z=l平面上の点で構成された有限平面を集合平面 Pl と呼

び，以下のように定義される．

Pl = {∀v|(v ∈ G) ∧ (dist(O, v) ≤ Lmax) ∧ (v.z = l)}
なお，|Pl|は，Pl上の全ての点 v(∈ G)の数である（Z軸
上の点を除く）．

l ̸= 0の場合の各集合平面 Pl におけるロボットの動作に

関して，以下の補題を示す．

補題 4.1. ある集合平面 Pi(i < |Lmax|, i ̸= 0)において，
Pi の全ての点がロボットで埋まらない限り，必ず Pi ∩ E

に属する 4点の中でどれかは有限時間以内にロボットが存
在しなくなる．（ただし，Z軸上の点は考慮しない）
証明 . 背理法で証明を行う．ある Pi において，Pi ∩ E に

属する点は全て埋まっていて，他に空いている点が存在し

たまま Pi 上の全てのロボットが移動しなくなった状況を

仮定する．この時，Pi においてロボットが存在しない点

のうちに，最も Z軸に近い点を uとする（複数存在する場

合，そのうちどれかを uとする）．

(1) u.x ̸= 0かつ u.y ̸= 0の場合 : uはロボットが存在しな

い点の中で最も Z軸に近い点であり，Z軸との距離が 2以
上離れているため（仮定から Pi ∩ E の点は全て埋まって

いるため），アルゴリズム 3により，必ず uに Pushできる
ロボットが存在することになる．これはロボットが移動し

ないことと矛盾している．

(2) u.x = 0又は u.y = 0の場合 ： brv = uを満たすある

点 vを考える．vに存在するロボットは，¬occupy(brv)で
あり，仮定から occupy(lv)になるため (lv は uより Z軸に
近い点である)，v に存在するロボットは必ず uに Spin可
能であるため，これはロボットが移動しないことと矛盾し

ている．vが軸上の点の場合は，vのロボットが Spinしな
いが，u = brv と v が共に軸上の点になる場合は，両方共

E の属する場合になるため，仮定と矛盾する．なお，v に

ロボットが存在しない場合や，v のロボットが Pushする
場合も考えられるが，両方 (1)により仮定と矛盾する．
アルゴリズム１により，最小包含正八面体の外のロボッ

トは Z=0平面に向かって移動を行い，Z=0平面にて P0の

中に移動しようとする．次の補題は最小包含正八面体の外

部に存在するロボットの数と，P0 との関係を示す．

補題 4.2. 全てのロボットにおいて，アルゴリズム 2及び
3の Up/Downが実行されなくなると，Z=0平面に存在す
る全てのロボットの数は |P0|以下である．
証明 . 補題の対偶である「Z=0平面に存在するロボット
が，P0より多いのならば，必ず Up又は Downを実行する
ロボットが存在する」を考える．本証明では，対偶が真で

あることを証明することで，補題が正しいことを証明する．

背理法で証明を行う．Z=0平面に，P0より多くのロボッ

トが存在するにもかかわらず，Up，Downを行うロボット
が存在しない状況を仮定する．Z=0平面においてもロボッ
トが Up，Downを行わないので，Z=0平面上のロボット
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の数が減少することはなので，アルゴリズム１により，P0

上にロボットが存在しない点は全て有限時間以内にロボッ

トが存在することとなる *2．

Z=0平面には |P0|より多くのロボットが存在するので，
P0の全て点がロボットで埋まった後 (Up，Downがないの
で |P0|は減少しない)，原点からの距離が Lmaxより大きい

Z=0平面上の点にロボットが存在することとなる．即ち，
最小包含正八面体内の点でロボットが存在しない点が存在

する (Lmax の定義より)．最小包含正八面体内の，ロボッ
トが存在しない点が存在する集合平面を Pi とする．補題

4.1より，Pi のロボットが存在しない点の内少なくとも 1
点はエントリー集合Eの点となる．このときのロボットの

存在しない E 点を eとすると，Pi−1(i<0の場合は，Pi+1)
上に，eと X，Y座標の値が等しい点にロボットが存在す
る場合は，そのロボットは ¬occpy(uv)または ¬occpy(dv)
を満たし，Upまたは Downを行う．
ロボットがUp，Downを行わないという仮定より，Pi−1(又
は Pi+1) 上の e と X，Y 座標の値が等しい点にはロボッ
トは存在しないことが言える．同様に Pi−2，Pi−3，· · ·，
P0(i<0の場合は，Pi+2，Pi+3，· · · )上の eと X，Y座標の
値が等しい点にはロボットが全て存在しないこととなる．

これは P0 上の点全てにロボットが存在することと矛盾

している．よって「Z=0平面に存在するロボットが，P0よ

り多いのならば，必ず Up又は Downを実行するロボット
が存在する」ことが示され，その対偶である本補題が正し

いことが証明される．

補題 4.2により，Z=0平面に |P0|より多くのロボット
が存在すれば，必ず Up,Down 動作によって Z=0 平面の
ロボットの数は減少し，Up,Downが実行されなくなると，
Z=0平面には |P0|以下のロボットがしか存在しないこと
が分かる．以上の補題から次の補題が成立する．

補題 4.3. 最小包含正八面体の外に存在するロボットで，z
座標が 0ではないロボットは，いずれ Z=0平面上に移動
可能となる．

証明 . 最小包含正八面体の外に存在するロボットで，
次を満たすロボットの集合を Q とする：Q = {∀q|(q ∈
G) ∧ occupy(q) ∧ (|q.x| + |q.y| > Lmax) ∧ (q.z ̸= 0)}．Qの

全てのロボットは，アルゴリズム 1により，Z=0平面に向
かって移動を行う．

補題 4.2により，P0 に含まれない Z=0平面上のロボッ
トは有限時間以内に必ず P0に移動できるようになるため，

アルゴリズム１により Z=-1平面に存在するQのロボット

は必ずUpが実行され，Z=0平面に移動することができる．
さらに，それにより，Z=-2平面に存在する Qのロボット

も必ず Z=-1平面に移動できるようになり，帰納的にQの

ロボットの中で z座標が 0より小さいロボットは全て有限

*2 アルゴリズム１の動作から自明であるため，証明は省略する．

時間以内に Z=0平面に移動可能となる．z座標が 0より大
きいロボットに関しても同様に言える．

Qのロボットは全て有限時間以内に Z=0平面に移動でき
ると，最小包含正八面体の外部に存在しながらQに属してい

ないロボット q′(|q′.x|+ |q′.y| ≤ Lmax ∧dist(0, q′) > Lmax)
も全て有限時間以内に Push動作を行うことができるので，
最小包含正八面体の外に存在するロボットは，いずれ z座
標が 0ではないロボットは，いずれ Z=0平面上に移動可
能となる．

補題 4.2及び 4.3から，最小包含正八面体の外に存在す
るロボットは必ず Z=0平面に移動し，有限時間以内に集
合平面 P0 に移動できることを示した．以上から，次の定

理が言える．

定理 4.1. 全てのロボットは有限時間以内に原点からの距
離 Lmax 以内に移動する．

ここからは，最小包含正八面体内に移動したロボットが

全て停止することを示す．

補題 4.4. 全てのロボットにおいて，Up,Down動作はいず
れ実行されなくなる．

証明 . アルゴリズム 2と 3において，Up又は Downを実
行するのは E に存在するロボットのみである．

• P0 の場合 : E に存在するロボットは，Up又は Down
のどちらかを実行することができる．どちらかを実行

することにより，P0ではない集合平面に移動すること

になり，一度実行されると P0 には戻ることはできな

い．P0 のロボットは有限個であるため，P0 における

Up及び Downは無限回実行されることは発生しない．
• Pi(> 0)の場合 : E のロボットは Upまたは Pushが
実行可能となる．Pushの場合，二度と Up又は Down
を実行できなくなるので，Upが実行した場合を考え
る．しかしこの場合，連続でUpを実行することは高々
Lmax − 2回であるため，無限に実行することはない．

• Pj(< 0)の場合 : Pi(> 0)の場合と同様に，Eのロボッ

トが実行できる Downの回数は有限回であるため，無
限に実行されることはない．

補題 4.4から，ロボットの数が有限であれば，Up,Down
の動作も有限回実行されることが言える．次の補題では，全

てのロボットが最小包含正八面体の中に存在し，Up，Down
が実行されなくなった場合，各集合平面 Plにおいて，全て

のロボットが停止することを l = 0の場合と l = k(k ̸= 0)
の場合に分けて示す．

補題 4.5. 全てのロボットが Up，Downを行わなければ，
Z=0平面のロボットはいつか停止する．
証明 . 全てのロボットが Up，Downを行わないので，補
題 4.2より，Z=0平面には原点からの距離が Lmax 以内の

Z=0平面上の点の数以下のロボットしか存在しないこと．
(a)Z=0平面に存在するロボットが全て原点から距離 Lmax

以内の点に存在する場合

7ⓒ 2017 Information Processing Society of Japan

Vol.2017-AL-163 No.14
2017/5/13



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

全てのロボットは dist(O,v) > Lmax を満たさないので

Pushは実行しない．全てのロボットが Up，Downを行わ
ないのでロボットが実行できるのは Pullのみである．Pull
は有限回しか起こらないので，ロボットが動き続けること

はない．

(b)Z=0平面に存在するロボットのうち少なくとも 1台が
原点から距離 Lmax より離れた点に存在する場合

Z=0平面には原点からの距離が Lmax 以内の Z=0平面上
の点の数以下のロボットしか存在しないので，原点からの

距離が Lmax 以内の Z=0平面上の点でロボットの存在し
ない点が存在する．また，原点からの距離が Lmax 以内の

Z=0平面上の点に存在するロボットは ¬occupy(bv)を満た
せば Pushを実行するため，原点からの距離が Lmax以内の

Z=0平面上の点でロボットの存在しない点の内，少なくと
も 1点は原点からの距離が Lmax の点になる．原点から距

離 Lmax より離れた点に存在する全てのロボットは原点か

らの距離が Lmax のロボットの存在しない点へ移動する．

Z=0平面に存在するロボットが全て原点から距離 Lmax以

内の点に存在するので (a)と同様に証明できる．
(a)，(b)より全てのロボットが Up，Downを行わなけれ
ば，Z=0平面のロボットはいつか停止する．
補題 4.6. 全てのロボットが Up，Downを行わなければ，
Z = k(̸= 0)平面上のロボットはいつか停止する．
証明 . Pushは原点からマンハッタン距離 1遠ざかる動作
である.ため，Pushを繰り返すとその内 dist(O,v) > Lmax

を満たさなくなる．よって Pushは有限回しか起こらない．
停止しないとしたら Spinが無限に起こる場合である.無限
に Spinするロボットが存在すると仮定して，その矛盾を
示すことで証明する．Z軸から距離 iの点 vに存在するロ
ボット Rが無限に Spinを行うと仮定する．Rが軸上以外
で Spinを行った場合，Spinの条件である occupy(lv)を満
たしているということなので，Z軸からの距離 i-1の点であ
る lv にロボット R’が存在する．R’が Rが Spinを行った
サイクルで移動しなければ，次のサイクルで ¬occupy(rv)
を満たし vへ Pushする．つまり R’が Rが Spinを行った
サイクルで移動しなければ，Rが軸上以外で Spinを行う
度に Z軸から距離 iの点に存在するロボットの数が増えて
いき，いつかは Z軸から距離 iの点全てにロボットが存在
することになり，Spinの条件の ¬occupy(brv)を満たさな
くなる．よって Rが無限に Spinを行う場合，R’は Rと同
じサイクルで Spinを行う．つまり Z軸から距離 iの点に
存在するロボットが無限に Spinを行うのは，Z軸から距離
i-1の点に存在するロボットが無限に Spinを行うときであ
る．同様に，Z軸から距離 i-1の点に存在するロボットが
無限に Spinを行うのは，Z軸から距離 i-2の点に存在する
ロボットが無限に Spinを行うときである．これを繰り返
し，ロボットが無限回 Spinを行うのは，Z軸から距離 1の
点に存在するロボットが無限に Spinを行う場合であると

いうことが言える．しかし Z軸から距離 1の点に存在する
ロボットは ¬entrance(v)を満たさないため Spinしない．
従って Spinが無限に起こることは無い．よって全てのロ
ボットが Up，Downを行わなければ，Z = k(̸= 0)平面上
のロボットはいつか停止する．

補題 4.5及び 4.6より次のことが言える．
定理 4.2. 全てのロボットが Up，Downを実行しなくなる
と，全てのロボットはいつか停止する．

定理 4.1から，Up及び Downが実行されなくなると全
てのロボットは Pl 上に存在することとなり，さらに定理

4.2から有限時間以内に全てのロボットが停止することを
示した．これらの定理により，提案アルゴリズムは三次元

グリッド空間において，緩集合問題を解くアルゴリズムで

あることが示せた．

5. おわりに

3D-グリッド空間において緩集合 (weak-gathering)問題
を定義し，各ロボットが座標系に関して原点と Z軸の向
きと方向に合意を持ち，XY軸についてはキラリティのみ
知っており，ロボットの総数を知らず，格子点には同時に

1台しか存在できないモデル上で，この緩集合問題を解く
アルゴリズムを提案した．
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