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ハイパーグラフ上の相関クラスタリング
に対する近似アルゴリズム

福永 拓郎1,a)

概要：相関クラスタリングとは，オブジェクト間の相関関係を辺重み付きグラフによって表現し，グラフ
の頂点集合を分割する最適化問題を解くことによってオブジェクトのクラスタリングを行う手法のことで

ある．本研究では，３つ以上のオブジェクト間の相関関係を扱うために，ハイパーグラフ上での相関クラ

スタリングを考える．これに伴って現れるハイパーグラフの分割問題に対して，線形計画法を利用した二

つの近似アルゴリズムを提案する．一つ目のアルゴリズムは任意の重み付きハイパーグラフを扱うことが

でき，近似比 O(r logn)を達成する．ただし，r は負の重みを持つ辺の最大サイズ，nは頂点の数である．

二つ目のアルゴリズムは，各辺の重みの絶対値が一定であり，各辺のサイズがちょうど k であるような k

部完全ハイパーグラフに対してのみ適用可能で，近似比 O(k)を達成する．二つ目のアルゴリズムが対象

とするようなハイパーグラフは，共クラスタリングの文脈で現れる．

Approximation algorithm for hypergraph correlation clustering

Fukunaga Takuro1,a)

Abstract: Correlation clustering is an approach for clustering a set of objects from given pairwise informa-
tion. In this paper, we extend the correlation clustering to deal with higher-order relationships represented by
hypergraphs. We give two approximation algorithms based on a linear programming relaxation of the prob-
lem. One achieves an O(r logn)-approximation, where n is the number of nodes and r is the maximum size
of hyperedges with negative weights. This algorithm can be applied to hyperedges with arbitrary weights.
The other achieves an O(k)-approximation for complete k-uniform k-partite hypergraphs with weights of
uniform absolute values. This type of hypergraphs arise from coclustering setting of correlation clustering.

1. はじめに

相関クラスタリングとは，オブジェクト間の相関関係か

らクラスタリングを行うための手法の一種である．この問

題では，与えられた相関関係を無向グラフによって表現す

る．グラフの頂点はクラスタリングの対象となるオブジェ

クトに対応し，各辺は重みを持つ．正の重みを持つ辺は，

その両端の頂点に対応するオブジェクトが同じクラスタに

属することを示唆し，負の重みを持つ辺はその両端点に対

応するオブジェクトが異なるクラスタに属することを意味

する．ただし，ノイズの存在や観察の誤りなどのために，
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辺の重みによって表現された二頂点間の関係は矛盾した情

報を含むことを許す．相関クラスタリングでは，このよう

に与えられた相関関係になるべく矛盾のないクラスタリン

グを，グラフの頂点集合分割問題を解くことによって求め

る．この問題は Bansal, Blum, Chawla [5]によって提案さ

れた．ほとんどのケースで NP困難であることから様々な

近似アルゴリズムがこれまで提案されており，機械学習や

計算生物学で現れる応用に適用されるなどの成果も上がっ

ている [6], [16], [21], [32]．

本研究の目的は，3つ以上のオブジェクト間の相関関係

に関する情報も扱えるよう，相関クラスタリングの枠組み

を拡張することである．3つ以上のオブジェクト間の関係

からのクラスタリングは，2つのオブジェクト間の関係だけ

では正確なクラスタリングを行うため必要な情報を得られ
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ない場合に重要となる．例えば，ある空間に配置された点

の集合を直線に分割するのはコンピュータビジョンにおい

て重要なタスクであるが，複数の点が同一の直線に属して

いるかを判断するためには少なくとも 3つ以上の点の位置

関係を比較する必要があり，2つのデータ間の関係は全く役

に立たない．この問題の従来手法では，全ての 3点間の位

置関係からクラスタリングを構築している [10], [28], [29]．

2つのオブジェクト間の相関関係がグラフで表現できる

のに対して，3つ以上のオブジェクト間の関係はグラフを

拡張したデータ構造であるハイパーグラフによって表現で

きる．グラフでは各辺は 2つの頂点を結ぶのに対して，ハ

イパーグラフでは辺が 3つ以上の頂点を結ぶことも許す．

グラフに基づくクラスタリングアルゴリズムをハイパーグ

ラフに拡張する試みはすでに多く存在する（詳しくは 2章

で述べる）．相関クラスタリングに関しても，画像分割へ

の応用のために，Kimら [26]によってハイパーグラフ上

での相関クラスタリングがすでに研究されている．彼らは

ハイパーグラフ上の相関クラスタリングに対するアルゴリ

ズムを提案し，これを利用することで画像分割の精度が向

上することを実験を通して示した．ただし，彼らの提案ア

ルゴリズムは近似精度に関する保証は与えられていない．

本研究の目的の一つは，ハイパーグラフ上での相関クラス

タリングに対して近似精度保証を持つアルゴリズムを提案

することである．

本研究では一般のハイパーグラフ上での相関クラスタリ

ングに加えて，双クラスタリング設定を拡張したときに

現れるハイパーグラフにも着目する．双クラスタリングで

は，例えば文章と単語，個人とグループ，映画と視聴者と

いったように，二種類のオブジェクトを分類するタスクの

ことである．ここで，分類のために利用可能な情報は異な

る種類のオブジェクト間の関係であるとする．例えば，複

数の文章と，それらの文書での単語の出現頻度から，文章

と単語のクラスタリグを行うようなタスクが双クラスタリ

ングに含まれる．また，遺伝子の発現データのクラスタリ

ングにも有効であることが知られている．相関クラスタリ

ングでは，双クラスタリングの設定はグラフが二部グラフ

である場合に対応し，多くの先行研究がある [2], [3], [13].

3種類以上のオブジェクトのクラスタリングを 2種類の

オブジェクトのクラスタリングと区別するために，本稿で

は前者を共クラスタリング，後者を双クラスタリングと呼

ぶことにする．共クラスタリングは多くの応用を持つ．例

えば，オンラインショッピングの購買データから顧客，商

品，ウェブサイト上で商品を検索した際のキーワードの 3

種類のオブジェクトを分類することを考える．もし顧客 i

がキーワード j で検索した後に商品 kを購入した場合，i,

j, kは同じようなカテゴリーに属するだろうと考えられる．

このような 3者の関係を用いることで，より正確な分類を

行うことができるのではないかと期待できる．

共クラスタリングは特に，特殊なハイパーグラフ上での

クラスタリングに対応する．オブジェクトが k個のクラス

V1, . . . , Vk に別れており，各 j = 1, . . . , kについて ij ∈ Vj

であるような組み合せ (i1, . . . , ik)の相関関係からオブジェ

クト集合
∪k

i=1 Vi の分割を求める共クラスタリングを k階

共クラスタリングと呼ぶことにしよう．この場合，対応す

るハイパーグラフのそれぞれの辺は各 j = 1, . . . , k につい

て Vj の頂点をちょうど一つ含んでいる．そのようなハイ

パーグラフのことを本稿では k-ハイパーグラフと呼ぶ．

1.1 貢献

本研究では，ハイパーグラフ上での相関クラスタリング

に対するピボッティングアルゴリズムに対して，近似精度

保証を与える．ピボッティングアルゴリズムとは，以下の

手順を繰り返してクラスタリングを計算するアルゴリズム

のことである．

(i) ピボット頂点 vを選ぶ．

(ii) v を含むクラスタを，ある距離空間の下で v に近い頂

点の集合と定義する．

(iii) グラフ（またはハイパーグラフ）から vを含むクラス

タに分類された頂点を取り除く．

グラフ上での相関クラスタリングに対して知られている近

似アルゴリズムのほとんどはこの種類のアルゴリズムであ

る．ステップ (i)でのピボット頂点 v の選択や，ステップ

(ii)での v を含むクラスタの正確な定義についてはアルゴ

リズムごとに様々な設定が考えられている．

本研究では，問題の線形計画緩和を利用したピボッティ

ングアルゴリズムを考える．我々の利用する線形計画緩和

では，与えられたハイパーグラフの頂点上の距離空間を決

める変数を含む．線形計画緩和を解くことにより，正の重

みを持つ辺に含まれている 2頂点はより近くに，負の重み

を持つ辺に含まれる 2頂点はより遠くに配置されるよう，

距離空間が最適化される．このように得られた距離空間に

基づき，ピボッティングアルゴリズムのステップ (i)と (ii)

が実行される．

我々は二つの近似精度保証を与える．一つ目は，一般の

ハイパーグラフに適用できる近似精度保証である．nを頂

点の数，rを負の重みを持つ辺の最大サイズとすると，ア

ルゴリズムが O(r log n)近似解を必ず出力することを保証

する．つまり，アルゴリズムが出力する解の目的間数値は，

必ず最適値の O(r log n)倍以下となる．二つ目の保証は，

与えれらたハイパーグラフが完全 k-ハイパーグラフで，辺

の重みの絶対値が一定であるような場合にのみ適用でき，

近似比は O(k)である．この近似比は k が定数であれば定

数であり，二部グラフ上での相関クラスタリングに対して

知られている定数近似アルゴリズム [2], [3], [13] を一般化

しているとみなすことができる．これらの二つの保証を達

成するピボッティングアルゴリズムはほとんど同じように
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定義されるが，ステップ (i)と (ii)の細部においてやや異

なる定義となっている．

ハイパーグラフ上での相関クラスタリングに対しては，

Kimら [26]も線形計画緩和を用いたピボッティングアルゴ

リズムを提案している．彼らの用いた線形計画緩和は我々

のものと似ているが少し異なっている．また，彼らはアル

ゴリズムの近似精度保証は与えていない．実際，彼らのア

ルゴリズムはいくらでも悪い精度の解を出力することがあ

りうることは容易に確かめることができる．彼らのアルゴ

リズムと比べて我々の提案アルゴリズムは，より洗練され

た丸め手法を用いている．

1.2 構成

本稿の構成は以下の通りである．2章では関連研究につ

いて紹介する．3章ではハイパーグラフ上での相関クラス

タリングを導入する．4章では O(r log n)近似アルゴリズ

ムを与え，5章では重みの絶対値が一定の場合の完全 k-ハ

イパーグラフに対するO(k)近似アルゴリズムを与える．6

章では結論を与える．

2. 関連研究

2.1 相関クラスタリング

相関クラスタリングは Bansal, Blum, Chawla [5]によっ

て提案された．これまでの研究では主に 2種類の目的関数

について研究されている．一つは合意最大化で，この設定

ではクラスタリングの結果と一致する枝の重みの合計を最

大化するのが目的である．もう一つは違反最小化の設定で，

この設定ではクラスタリングの結果とは一致しない枝の重

みの合計を最小化する．Charikar, Guruswami, Wirth [11]

は，合意最大化の設定に対して 0.7664近似アルゴリズムを

与えた．相違最小化に対しては，Charikarらと Demaine

ら [18]によって O(log n)近似アルゴリズムが与えられた．

Demaineらはまた，相違最小化の設定がマルチカット問題

と同値であることを示すことにより, 相違最小化の下での

相関クラスタリングに対して定数近似を達成することがユ

ニークゲーム困難であることを証明した [12].

合意最小化の設定についてはいくつかの特殊ケースにつ

いても研究が行われている．例えば，Amit [3], Ailonら [2],

Chawlaら [13]はグラフが完全二部グラフで，全ての辺重

みの絶対値が一定である場合を考えている．彼らはいずれ

もこの場合について定数近似アルゴリズムを与えており，

その中でも最良の近似比は Chawlaらによって与えられた

3である．Chawlaらはまた，グラフが完全グラフである

場合も考え，全ての辺重みの絶対値が一定であれば 2.06近

似，辺重みが三角不等式を満たせば 1.5近似を達成するア

ルゴリズムを与えた．

これらの先行研究は全てグラフ上での相関クラスタリン

グに関するものである．相関クラスタリングの問題設定は

様々な形で拡張されている [4], [9], [31], [36]．しかし，そ

の中でハイパーグラフ上の相関クラスタリングを扱ってい

る先行研究は，我々の知る限り Kimら [26]によるものの

みである．

ハイパーグラフのクラスタリングを扱うもっとも単純な

方法は，ハイパーグラフをグラフに変形してグラフに対す

るクラスタリング手法を適用することである．もっとも

一般的な変形方法としては，ハイパーグラフの各辺をグ

ラフのスターやクリークに置き換えるものがある．これ

らはそれぞれ，スター拡大やクリーク拡大と呼ばれてい

る [1], [44]．グラフの正規化カットを求めるアルゴリズム

はグラフ上でのクラスタリングに頻繁に用いられるが，こ

の手法をハイパーグラフに拡張する試みはいくつか知られ

ている [8], [27], [37], [41]．Buloと Pelillo [10]はハイパー

グラフのクラスタリングゲームを提案し，そのゲームの解

からクラスタリングを計算するアプローチを提案した．こ

のアプローチの後続研究としては Liu, Latecki, Yan [29]や

Leordeanu, Sminchisescu [28]によるものが知られている．

2.2 共クラスタリング

行列によって表現されたデータの双クラスタリングは

1970 年代から研究されている [22]．これまで多くのアル

ゴリズムが提案されているが，ここではその中でも代表的

なものをいくつか参照するに留める [20], [33], [38], [39]．

これらのアルゴリズムは多くの教師なし学習のタスクに

適用され成功を収めている [14], [17], [43]．特に，遺伝子

の発現データのクラスタリング [15], [24], [30] や文章の分

類 [7], [19], [25] に対する応用は活発に研究が行われてい

る．双クラスタリングと比較すると，より高い階数を持つ

関係データの共クラスタリングはこれまであまり研究が

なされてこなかった．Zhaoと Zaki [40] はグラフを用いた

共クラスタリングアルゴリズムを提案している．Hatano,

Fukunaga, Kawarabayashi [23] はハイパーグラフのマルチ

カットのサンプリングに基づいた共クラスタリングアルゴ

リズムを提案している．その他の先行研究 [34], [35], [42]

は，テンソル分解などの代数的な手法に基づいている．

3. 準備

3.1 問題設定

V を頂点集合とする．本稿では，nで V の大きさ |V |を
表す．頂点集合 V 上のハイパーグラフでは，辺は V の部

分集合として定義される．Eを辺集合とし，G = (V,E)で

頂点集合 V，辺集合Eからなるハイパーグラフを表す．辺

eの大きさを eのランクと呼び，ハイパーグラフ Gのラン

クをGに含まれる辺のランクの最大値と定義する．ランク

2のハイパーグラフは通常のグラフとなる．V の部分集合

U と Eの部分集合H に対し，H に含まれる辺のうち U と

V \ U の両方の頂点を含むものからなる集合を δ(U ;H)で
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表し，V \U と交わらないH の辺の集合のことをH[U ]で

表す．また，G[U ]を U によって誘導される Gの部分ハイ

パーグラフ，つまり頂点集合 U，辺集合 E[U ]からなるハ

イパーグラフとする．

ハイパーグラフ上の相関クラスタリングでは，ハイパー

グラフ G = (V,E)が与えられる．1章では相関クラスタ

リングの導入の際，グラフの各辺が正負両方の値をとりう

る重みを持つとしたが，以降は Gの各辺は正の重みとラ

ベルを持つとする．辺のラベルは正か負のどちらかのラベ

ルをとる．E+ と E− でそれぞれ，正のラベル，負のラベ

ルを持つ辺の集合を表すとする．E の各辺は E+ か E− の

どちらかに所属する．各辺の重みは正の実数として定義さ

れる．辺 eの重みを w(e)と記す．また，E−に含まれる辺

の最大ランクを rで記す．G = (V,E)のクラスタリング C
は V の分割として定義される．つまり，C は V の互いに

素で非空な部分集合からなり，V の各頂点は C に含まれる
部分集合のいずれかちょうど一つに含まれる．相関クラス

タリングでは，与えられたハイパーグラフのクラスタリン

グのうち，最適な目的関数値を達成するものを求める問題

である．

2章で触れたように，相関クラスタリングの目的関数と

しては合意最大化と違反最小化がこれまで考えられてき

た．本稿では，違反最小化を扱う．得られたクラスタリン

グの目的関数値は，ハイパーグラフの各辺の重みやラベル

によって表現される頂点間の相関関係の情報とどれだけ異

なっているかによって決まる．正のラベルを持つ辺は，そ

の辺に含まれる頂点は同じクラスタに所属することを意味

し，負のラベルを持つ辺はその辺に含まれる頂点は全てお

なじクラスタに所属する訳ではないことを意味する．辺の

重みは，その情報の信頼度を表現する．グラフ上での相関

クラスタリングでは，次のいずれかの条件を満たす時，ク

ラスタリング C は辺 eに違反すると呼ばれる．

• 辺 eは正のラベルを持ち，その両端点はクラスタリン

グ C において異なるクラスタに分類される．
• 辺 eは負のラベルを持ち，その両端点はクラスタリン

グ C において同じクラスタに分類される．
目的関数値は，そのクラスタリングが違反した辺の重みの

合計として定義される．

ハイパーグラフ上の相関クラスタリングでは，任意の

l ≥ 1について，正のラベルを持つ辺に含まれる頂点が l+1

以上のクラスタに分類されているときや，負のラベルを持

つ辺の頂点が高々 l以下のクラスタに分類されている時に，

クラスタリングがその辺に違反すると定義できる．我々

は，l = 1の場合の定義を採用する．つまり，正のラベル

を持つ辺が一つ以上のクラスタと交わる時か，負のラベル

を持つ辺に含まれる全ての頂点がが一つのクラスタに含ま

れる時，クラスタリングがその辺に違反すると定義する．

1章で触れたように，オブジェクトが k個のクラスに分

かれている場合の共クラスタリングは，k-ハイパーグラフ

に対応する．本稿では，k-ハイパーグラフでの頂点集合の

分割を {V1, . . . , Vk}で表す．与えられたハイパーグラフが
完全 k-ハイパーグラフで，全ての辺の重みが一定の場合を

議論する．つまり，辺集合は V1, . . . , Vk それぞれからちょ

うど 1頂点ずつを含む辺からなり，全ての辺の重みは 1で

あるとしてよい．

3.2 線形計画法に基づくピボッティングアルゴリズム

本節では，ハイパーグラフ上の相関クラスタリングに対

する提案アルゴリズムを導入する．提案アルゴリズムは，

問題を整数計画問題としての定式化を緩和して得られる線

形計画問題に基づいている．まず最初に，整数計画問題と

しての定式化を与える．この定式化では，0か 1の値をと

る以下の変数を用いる．

• 各頂点対 u, v ∈ V について定義される変数 xuv．頂点

uと vが同じクラスタに分類されるとき xuv = 0とな

り，異なるクラスタに分類される時 xuv = 1となる．

• 各辺 e ∈ E について定義される変数 xe．eに含まれる

全ての頂点が同じクラスタに分類される時 xe = 0と

なり，2つ以上のクラスタに分類される時 xe = 1と

なる．

正のラベルをもつ辺 e ∈ E+ が一つのクラスタに含まれ

ることは，eに含まれる任意の 2頂点は同じクラスタに分

類されることを意味する．これは以下のような条件によっ

て表現できる．

xuv ≤ xe, ∀e ∈ E+,∀{u, v} ⊆ e. (1)

負のラベルを持つ辺 e = {v1, . . . , vr} ∈ E− が一つ以上

のクラスターと交わっているとき，頂点 v1の所属するクラ

スタと v2, . . . , vr のいずれかの頂点のクラスタは異なって

いるはずである．このことより，以下の条件が成り立つ．

xe ≤
r−1∑
i=1

xvivi+1
, ∀e = {v1, . . . , vr} ∈ E−. (2)

ここで，e に含まれる頂点の順序は任意の順序をとると

する．

2頂点 u, vが同じクラスタに分類され，vと z も同じク

ラスタに分類される時には，これらの 3つの頂点 u, v, z

は全て同じクラスタに所属するはずである．このことは，

xuv = xvz = 0である場合には xuz = 0が成立することを

意味する．よって，これらの変数は以下の三角不等式を満

たす．

xuz ≤ xuv + xvz, ∀u, v, z ∈ V. (3)

我々の整数計画問題では，これらの制約のもとで目的関数

の最適化を行う．違反最小化目的関数は∑
e∈E+

w(e)xe +
∑
e∈E−

w(e)(1− xe)
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と定義できる．

提案アルゴリズムでは，この整数計画問題での各変数の

値域を [0, 1]上に緩和することによって得られる線形計画

問題を用いる．つまり，線形計画問題は以下のようになる．

最小化
∑
e∈E+

w(e)xe +
∑
e∈E−

w(e)(1− xe)

制約 (1), (2), (3),

xuv ∈ [0, 1], ∀u, v ∈ V,

xe ∈ [0, 1], ∀e ∈ E.

(4)

また，問題 (4)には現れないが，利便性のため全ての v ∈ V

に対して変数 xvv = 0を定義する．

ピボッティングアルゴリズムでは，まず最初に線形計画

緩和問題 (4) の最適解 xを計算する．次に，1.1章で述べた

3つのステップを反復することで，xからクラスタリングを

構築する．U を，ある反復の始まりでどのクラスタにも所

属しない頂点の集合とする．この反復では，U からピボッ

ト頂点 vを選ぶ．その後，vを含むクラスタを，与えられる

半径 ξ ∈ [0, 1]を元に Bx,v,U (ξ) := {u ∈ U : xuv < ξ}と定
義する．我々の提案アルゴリズムでは，Bx,v,U (ξ)と交わっ

ている辺のうち違反したものの重みの合計と Bx,v,U (ξ)と

交わっている全ての辺の重みの合計の比を最小化するよう

にピボット頂点や半径を設定する．詳細は，4章と 5章に

記述する．アルゴリズムの全体像はアルゴリズム 1に記す．

アルゴリズム 1 線形計画緩和に基づくピボッティングア

ルゴリズム
入力: ハイパーグラフ G = (V,E)，E の分割 {E+, E−}，各 e ∈ E

の非負重み w(e)

出力: クラスタリング C
1: C ←− ∅, U ←− V

2: (4) の最適解 x を計算
3: while U ̸= ∅ do
4: ピボット頂点 v ∈ U と半径 ξ ∈ [0, 1]を計算 (詳細は 4章と 5

章)

5: C ←− C ∪ {Bx,v,U (ξ)}, U ←− U \Bx,v,U (ξ)

6: Bx,v,U (ξ) と交わる辺を E から除去
7: end while

8: C を出力

4. O(r logn)近似アルゴリズム

本章では，任意の辺重みをもつ一般のハイパーグラフ上

での相関クラスタリングを考える．まず，いくつかの記号

を導入する．問題 (4)の最適解とその目的関数値を xと L

で表す．辺 eと頂点 vについて，minu∈e xvuとmaxu∈e xvu

を達成する頂点をそれぞれ n(e, v)と f(e, v)で表す．半径

ξ ∈ [0, 1]に対し，Fv,x,E(ξ)と Cv,x,E(ξ)を次のように定義

する．

Fv,x,E(ξ) :=
L

n
+

∑
e∈E+[Bx,v,U (ξ)]

w(e)xe

+
∑

e′∈δ(Bx,v,U (ξ);E+)

w(e′)xe′
ξ − xvn(e′,v)

xvf(e′,v) − xvn(e′,v)
,

Cv,x,E(ξ) :=
∑

e∈δ(Bx,v,V (ξ);E+)

w(e).

ただし，δ(Bx,v,U (ξ);E+) = ∅である場合 Cv,x,E(ξ)は+∞
と定義することとする．もし辺 e′ が e ∈ δ(Bx,v,U (ξ);E+)

を満たすならば，n(e′, v) ≤ ξ ≤ f(e′, v) が成立するの

で，Fv,x,E(ξ) の第 3 項は高々
∑

e′∈δ(Bv,x,U (ξ);E) w(e
′)xe′

である．以下では，文脈から明らかな時には Bx,v,U (ξ)，

Fv,x,E(ξ)，Cv,x,E(ξ) の添え字を省略する．

提案アルゴリズムの詳細について説明する．このアル

ゴリズムでは，ピボット頂点 v は U に含まれる任意の

頂点として定義される．ピボット頂点 v を含むクラス

タ B(ξ)を定義する半径 ξ は [0, 1/(2r)]上で C(ξ)/F (ξ)を

最小化するよう設定する．そのような ξ を求める問題は

一種の連続最適化問題であるが，以下の理由から O(n)

通りの値の中から最もよいものを選べば十分である．U

に含まれる頂点を u1, . . . , u|U | とし，一般性を失うこと

なく xvu1 ≤ xvu2 · · · ≤ xvu|U| が成り立つとする．また，

i ∈ {1, . . . , |U | − 1}とする．任意の ξ′, ξ′′ ∈ (xvui
, xvui+1

]

に対して B(ξ′) = B(ξ′′) が成立することから，ξ′ ≤ ξ′′

であれば F (ξ′) ≤ F (ξ′′) と C(ξ′) = C(ξ′′) が成り立つ．

これらの二つの関係は C(ξ′)/F (ξ′) ≥ C(ξ′′)/F (ξ′′) を

意味している．よって，C(ξ)/F (ξ) を最小化する ξ は，

{0, 1/(2r)} ∪ {xvu : u ∈ U, xvu ≤ 1/(2r)} に含まれること
がわかる．この実数値集合のサイズは O(|U |) = O(n)で

ある．

我々のアルゴリズムの近似比は C(ξ)/F (ξ)に依存する．

正確には，もし任意の反復で C(ξ)/F (ξ) ≤ αが成立する

ならば，アルゴリズムの近似比は 2max{r, α}となる．以
下の補題 1は，常に C(ξ)/F (ξ) ≤ 2r log(n + 1)を満たす

半径 ξ ∈ [0, 1/(2r)]が存在することを示している．

補題 1. 任意の頂点 v ∈ U に対し，Cv,x,E(ξ) ≤ 2r log(n+

1)Fv,x,E(ξ) を満たす半径 ξ ∈ [0, 1/(2r)]が存在する．

Proof. ξ ∈ (0, 1/(2r))とする．ある頂点 u ∈ V について

ξ = xvuでなければ F (ξ)は微分可能である．(0, 1/(2r))上

で F (ξ)が微分可能でないときの ξ の値を a1, . . . , al とし，

一般性を失うことなく 0 < a1 < a2 < · · · < al < 1/(2r)と

する．また，a0 と al+1 をそれぞれ 0，1/(2r)と定義する．

i ∈ {0, . . . , l} とする．制約 (1) から xe ≥ xn(e,v)f(e,v)

が，制約 (3)から xn(e,v)f(e,v) ≥ xvf(e,v) − xvn(e,v) が成り

立つことから，xe ≥ xvf(e,v) − xvn(e,v) が成立する．よっ

て，任意の ξ ∈ (ai, ai+1)について

d

dξ
F (ξ) =

∑
e∈E+∩δB(ξ)

w(e)
xe

xvf(e,v) − xvn(e,v)
≥ C(ξ)
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となる．

ϵ を正の実数とし，任意の ξ ∈ [0, 1/(2r)] に対して

C(ξ) > ϵF (ξ) が成り立つと仮定しよう．この場合，

ϵ < r log(n + 1) となることを証明する． d
dξF (ξ) > C(ξ)

と C(ξ) > ϵF (ξ) から，全ての ξ ∈ (ai, ai+1) について
d
dξF (ξ) > ϵF (ξ) となる．よって，∫ F (ai+1)

F (ai)

1

F (ξ)
dF (ξ) >

∫ ai+1

ai

ϵdξ = ϵ(ai+1 − ai).

が成り立つ．この不等式の左辺は∫ F (ai+1)

F (ai)

1

F (ξ)
dF (ξ) = logF (ai+1)− logF (ai).

である．これより，

logF (ai+1)− logF (ai) > ϵ(ai+1 − ai).

が導かれる．この不等式を全ての i = 0, . . . , l について足

し合わせることで，

logF

(
1

2r

)
− logF (0) >

ϵ

2r

が得られる．F (0) = L/nと F (1/(2r)) ≤ (1 + 1/n)Lが成

り立つことから，ϵ < 2r log(n+ 1)が得られる．

定理 1. ハイパーグラフ上の相関クラスタリングに対する

4r log n近似アルゴリズムが存在する．

スペースの都合上，本稿では定理 1の証明は省略する．

5. 一定重みの共クラスタリングに対するO(k)

近似アルゴリズム

本章では共クラスタリグで一定の重みを持つ場合を

考える．つまり，入力ハイパーグラフの頂点集合は互

いに素な V1, . . . , Vk の集合和となっており，辺集合は

V1 ×V2 × · · ·×Vk と定義され，各辺は重み 1を持つ．問題

の目的は，|{e ∈ E+ : e ∈ δ(C)}|+ |{e ∈ E− : e ∈ E(C)}|を
最小化する

∪k
i=1 Vi の分割 C を求めることである．本章を

通して，k ≥ 3を仮定する（k = 2の場合は Chawlaら [13]

による 3近似アルゴリズムが知られている）．

この場合に対する我々の提案アルゴリズムでは，U∩V1 ̸= ∅
である限りピボット頂点 vは U ∩V1から選ばれ，半径 ξは

1/
√

2(k − 1)(2k − 1)に固定される．U ∩ V1 = ∅の時には
ハイパーグラフには辺が残っていないので，U に残された

頂点の分類は問題の目的関数値には影響を与えない．よっ

て，この場合にはアルゴリズムは反復を終了し，残りの頂

点の任意の分割を解に加えたのち出力する．

ピボット頂点の選択についてより正確に説明するため

に，いくつか記号を導入する．以下では，記述の簡便さの

ため半径 ξ を 1/θと書き，θを固定されたパラメータとす

る．後に，θ =
√

2(k − 1)(2k − 1)とすることで所望の近

似比を達成できることを示す．

1を事象 Φが真の時 1(Φ) = 1，偽の時 1(Φ) = 0となる

ような関数とする．各反復で，頂点 v ∈ U と残された辺 e

について，二つのコスト Lv(e) と Av(e) を以下のように定

義する．

Lv(e) =

xe · 1(B(v, 1/α) ∩ e ̸= ∅) if e ∈ E+,

(1− xe) · 1(B(v, 1/α) ∩ e ̸= ∅) if e ∈ E−,

Av(e)=

1(B(v, 1/α) ∩ e ̸=∅ ̸=e \B(v, 1/α)) if e ∈ E+,

1(e ⊆ B(v, 1/α)) if e ∈ E−.

もし頂点 v がこの反復でピボット頂点として選ば

れると，線形計画緩和問題の最適値は少なくとも∑
e∈E+∪E−

Lv(e) だけ減少し，保持している解の目的関

数値は
∑

e∈E+∪E−
Av(e) だけ増加する．アルゴリズムで

は，各反復で
∑

e∈E+∪E−
Av(e)/

∑
e∈E+∪E−

Lv(e)を最小

化するような頂点 v ∈ V1 ∩ U をピボット頂点として選択

する．

各反復のピボット頂点 v がある α ≥ 1 について∑
e∈E+∪E−

Av(e)/
∑

e∈E+∪E−
Lv(e) ≤ α を満たすなら

ば，アルゴリズムの近似比は高々 α である．以下では，

θ =
√

2(k − 1)(2k − 1)ならば，

α = 2
√

2(k − 1)(2k − 1) + 4k − 3. (5)

についてこの条件が成り立つことを示す．このためには，

(5) を満たす αについて∑
v∈V1∩U

∑
e∈E+∪E−

Av(e) ≤ α
∑

v∈V1∩U

∑
e∈E+∪E−

Lv(e) (6)

を示せば十分である．

以下では，簡単のため U = V の仮定の下で (6)を証明

する．U ⊂ V の場合は，以下の議論を U によって誘導さ

れる部分ハイパーグラフに適用すれば (6)が証明できる．

まず，次の補題で
∑

v∈V1

∑
e∈E−

Av(e)の上界を与える．

補 題 2.
∑

v∈V1

∑
e∈E−

Av(e) ≤
θ

θ−2k+2

∑
v∈V1

∑
e∈E−

Lv(e).

次に
∑

v∈V1

∑
e∈E+

Av(e)の上界を与える．このために，

0 ≤ β ≤ 1/θを満たす実数 β を導入する．θ ≥ 2k − 2 ≥ k

より 1/θ ≤ (1 − 1/θ)/(k − 1) が導かれるので，β は

1 − 1/θ − (k − 1)β ≥ 0 を満たす．以下の補題ではま

ず
∑

v∈V1

∑
e∈E+:x(e)≥β Av(e) を抑える．

補 題 3.
∑

v∈V1

∑
e∈E+:x(e)≥β Av(e) ≤

1
β

∑
v∈V1

∑
e∈E+

Lv(e).

次に，
∑

v∈V1

∑
e∈E+:x(e)<β Av(e) の上界を考える．

補 題 4.
∑

v∈V1

∑
e∈E+:x(e)<β Av(e) ≤

θ
1−θβ

∑
v∈V1

∑
e∈E+∪E−

Lv(e).

補題 2，3，4の証明はスペースの都合上本稿では省略す

る．これらの補題から以下が得られる．
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v∈V1

∑
e∈E+∪E−

Av(e)

≤
(
max

{
θ

θ − 2k + 2
,
1

β

}
+

θ

1− θβ

) ∑
v∈V1

∑
e∈E+∪E−

Lv(e).

よって，αが高々

max

{
θ

θ − 2k + 2
,
1

β

}
+

θ

1− θβ
(7)

であれば (6)が成り立つことが分かる．制約 θ ≥ 2k−2，0 ≤
β ≤ 1/θの下での (7)の最小値は θ =

√
2(k − 1)(2k − 1)，

β = 1 −
√
2(k − 1)/(2k − 1) によって達成され，(5)の右

辺と等しい．

定理 2. 辺重みが一定ならば，完全 k-ハイパーグラフ

上での相関クラスタリングに対して近似比 4k − 3 +

2
√
2(k − 1)(2k − 1)を達成するアルゴリズムが存在する．

6. 結論

本研究ではハイパーグラフ上での相関クラスタリングを

考え，線形計画緩和に基づくピボッティングアルゴリズム

について二つの近似精度保証を与えた。一つは任意の辺重

みを持つ一般のハイパーグラフに対して O(r log n)近似を

保証し，もう一つは共クラスタリングの設定において現れ

るハイパーグラフが一定の辺重みを持つ場合に対してO(k)

近似を保証する．これらの二つの結果を比較すると，任意

の辺重みを扱うことができる前者の結果の方が有用ではな

いかと考えられる．前者の設定では，辺重みのスケールを

調整することにより得られるクラスタの数を調整するこ

とができるからである．また，後者の設定ではデータの欠

損などを直接扱うことができないという欠点もある．ただ

し，後者は先行研究 [2], [3], [13]で議論された二部グラフ

上での相関クラスタリングをより一般化した設定を扱って

いるという点では興味深い．
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