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京コンピュータにおける2.5次元アルゴリズムを用いた
分散並列行列積の実装と評価

椋木大地1,a) 今村俊幸1

概要：分散並列環境における行列積計算の通信削減手法として，2.5次元アルゴリズムが提案されている．
本稿では 2.5次元アルゴリズムを使用した倍精度の分散並列行列積（2.5D-PDGEMM）を実装し，京コン
ピュータにおいてその性能を分析した．2.5D-PDGEMMを利用するには行列データを 3次元形状に分散す
る必要があるが，我々は 2.5D-PDGEMMを従来型の 2次元アルゴリズムを採用する PDGEMMの代用と
することを想定し，行列が 2次元で分散されている状態に対して 2.5次元アルゴリズムを実行する実装し
た．京コンピュータの 16384ノード（131072コア）を使用した性能評価では，ScaLAPACKの PDGEMM
ルーチンを含む従来の 2次元アルゴリズムによる実装と比べ，行列の再分散コストを考慮しても，我々の
実装した 2.5D-PDGEMMが高速となるケースがあり，2.5次元アルゴリズムが PDGEMMの強スケーリン
グ性を改善するために有効であることが確認された．

1. はじめに

スーパーコンピュータの性能向上に向けて分散並列計算

機におけるプロセス数（ノード数）は増加傾向にある．こ

れは 1ノードあたりの性能向上に限界があり，性能向上を

並列数に依存せざるを得ないことが背景にある．このよう

な状況においては，ある一定規模の問題の計算について，

並列数を増加させた場合の性能向上（いわゆる強スケーリ

ングにおけるスケーラビリティ）が重要となる．強スケー

リング性能を考える上で問題となるのは，1ノードあたり

の計算量が小さくなりすぎることによって，相対的に通信

コスト，特に通信レイテンシのコストが性能のボトルネッ

クとなることである．

このような問題は，O(n2) のデータアクセスに対して

O(n3)の演算を行い，演算インテンシブな処理とみなされ

る行列積においても生じうる．分散並列環境における行列

積（ScaLAPACK[1]における PDGEMMルーチン等）の場

合，1ノードあたりの問題サイズが十分であれば，実行時

間の大半を演算コストが占めることになるため，性能は計

算機の演算性能に律速する．しかしある問題サイズの計算

に対してノード数を増やしていくと，やがて実行時間に占

める通信コストの割合が増加していくようになる．

このような問題は次世代エクサスケール世代の計算機で

はさらに顕著となることが懸念されており，各種の通信削
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減・通信回避（Communication Avoiding, CA）手法が研究

されている．行列積については，Solomonikと Demmelが

2011年に提案した 2.5次元アルゴリズム [2]が知られてお

り，幾つかの研究において理論的なコストや性能モデル，

性能が報告されている [2] [3] [4] [5]．

我々は 2.5次元アルゴリズムを使用した並列行列積（2.5D-

PDGEMM）を実装し，理化学研究所・計算科学研究機構

に設置されているスーパーコンピュータ「京」を用いてそ

の性能を分析した．2.5次元アルゴリズムは行列データが

3次元形状に分散されている必要がある．本研究では，2.5

次元アルゴリズムを従来型の 2次元アルゴリズムを採用す

る PDGEMMの代用とすることを想定し，行列データが 2

次元プロセスグリッド上に 2次元分散されている状態から

行列を再分散して，2.5次元アルゴリズムを実行する実装

とした．最大 16384ノード（131072コア）を用いた性能評

価の結果，問題サイズに対してノード数が十分に多いケー

スにおいては，再分散のコストを考慮しても ScaLAPACK

の PDGEMMを含む従来の 2次元アルゴリズムを用いた実

装を上回る性能を実現できることが確認された．本稿では

プロファイラによる実行時間の内訳を示しながら，2.5次

元実装の有効性と課題を議論する．

2. 2.5次元行列積

2.5次元行列積の詳細および理論的なコストについては

Solomonikと Demmelの論文 [2]に詳しく述べられている

ため，ここではその概念の簡単な説明にとどめる．
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Step 3: 2.5D-PDGEMM 
 (1) Perform 1/PZ of 2D-SUMMA 
                        on each X-Y grid 
             (on commrow & commcol)  

Step 1: 3  
 (1) MPI_Comm_split (comm2dsub ← MPI_COMM_WORLD) 
 (2) MPI_Comm_split (comm3dz ← MPI_COMM_WORLD) 
 (3) MPI_Comm_split (commrow ← comm2dsub) 
 (4) MPI_Comm_split (commcol ← comm2dsub) 

 Step 2: A,B  
              2 →2.5  
 (1) MPI_Allgather 
       (Mat.A & Mat.B on comm3dz) 
 (2) Reorder (Mat.A & Mat.B) 

comm3dz

comm2dsub
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commrow

P3DYP3DX

P2DX P2DY

nb2Dnb2D

nn

nb3Dnb3D
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Step 4: C  
              2.5 →2  
 (1) MPI_Allreduce (Mat.C on comm3dz) 
 (2) Reorder (Mat.C) 
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1 MPI Comm rank (MPI COMM WORLD, &myprank2d);
2 coords3d[3] = {myprank2d % PX2D, myprank2d / PY2D, 0};
3 if (PZ3D > 1) {
4 coords3d[2] = (coords3d[1] / (PY2D/sqrt(PZ3D))) ∗ sqrt(PZ3D) + (coords3d[0] / (PX2D/sqrt(PZ3D)));
5 MPI Comm split (MPI COMM WORLD, coords3d[2], myprank2d, &comm2dsub);
6 MPI Comm rank (comm2dsub, &myprank2dsub);
7 MPI Comm split (MPI COMM WORLD, myprank2dsub, myprank2d, &comm3dz);
8 MPI Comm rank (comm3dz, &myprank3dz);
9 } else {

10 MPI Comm rank (MPI COMM WORLD, &myprank2dsub);
11 }
12 myrow = myprank2dsub / PX3D; mycol = myprank2dsub % PY3D;
13 MPI Comm split ((PZ3D > 1) ? comm2dsub : MPI COMM WORLD, myrow, myprank2dsub, &comm row);
14 MPI Comm split ((PZ3D > 1) ? comm2dsub : MPI COMM WORLD, mycol, myprank2dsub, &comm col);
15 nb2d = n / PY2D; size2d = nb2d ∗ nb2d; nb3d = n / PX3D; size3d = nb3d ∗ nb3d;
16 csqrt = sqrt (PZ3D);
17 // 2D −> 2.5D: duplicate and reorder
18 if (PZ3D > 1) {
19 MPI Allgather (matA, size2d, MPI DOUBLE, matAw3d, size2d, MPI DOUBLE, comm3dz);
20 MPI Allgather (matB, size2d, MPI DOUBLE, matBw3d, size2d, MPI DOUBLE, comm3dz);
21 for (step = 0; step < PZ3D; step++) {
22 mat copy (nb2d, matAw3d, 0, nb2d ∗ step, nb2d, matA3d, nb2d ∗ (step / csqrt), nb2d ∗ (step % csqrt), nb3d, 0.);
23 mat copy (nb2d, matBw3d, 0, nb2d ∗ step, nb2d, matB3d, nb2d ∗ (step / csqrt), nb2d ∗ (step % csqrt), nb3d, 0.);
24 }
25 }
26 // 2.5D−SUMMA
27 nstep = sqrt (P / (PZ3D ∗ PZ3D ∗ PZ3D));
28 for (step = nstep ∗ coords3d[2]; step < nstep + nstep ∗ coords3d[2]; step++) {
29 if (step == mycol) dlacpy (N, &size3d, 1, matA3d, &size3d, matAw3d, &size3d);
30 MPI Bcast (matAw3d, size3d, MPI DOUBLE, step, comm row);
31 if (step == myrow) dlacpy (N, &size3d, 1, matB3d, &size3d, matBw3d, &size3d);
32 MPI Bcast (matBw3d, size3d, MPI DOUBLE, step, comm col);
33 ibeta = (step == nstep ∗ coords3d[2]) ? ((PZ3D == 1 && coords3d[2] == 0) ? beta : 0.) : 1.;
34 dgemm (N, N, &nb3d, &nb3d, &nb3d, alpha, matAw3d, &nb3d, matBw3d, &nb3d, &ibeta, matC3d, &nb3d);
35 }
36 // 2.5D −> 2D: reduce
37 if (PZ3D > 1) {
38 MPI Allreduce (MPI IN PLACE, matC3d, size3d, MPI DOUBLE, MPI SUM, comm3dz);
39 mat copy (nb2d, matC3d, nb2d ∗ (myprank3dz / csqrt), nb2d ∗ (myprank3dz % csqrt), nb3d, matC, 0, 0, ldc, beta);
40 }

図 3: C 言語による実装（アルゴリズムの理解に影響しない部分は適宜省略している）

向サブコミュニケータ commrowおよび列方向 commcolを

作成する．また comm2dsubから Z方向の通信を行うため

のサブコミュニケータ comm3dzを生成する．サブコミュ

ニケータの生成はMPI Comm split関数で行われる．

3.2 行列 A,Bの 2次元→ 2.5次元の再分散
本実装では行列が 2次元プロセスグリッド上に 2次元分

散されている状態から利用することを想定する．2次元か

ら 2.5次元への再分散が必要となるのは行列 Aと Bであ

る．2.5次元アルゴリズムでは 1プロセスが計算を担当する

小行列の大きさは PZ 倍に拡大する．このために comm3dz

上で MPI Allgatherにより各プロセスが所持していた小行

列を全プロセスが所有するように再分散する．このとき

MPI Allgatherを動作させるために行列データを並び替え

て一時領域にコピーするための mat copy関数を実装した．

この関数はコピー元とコピー先の行列について，先頭アド

レスから指定要素数分オフセットしてアクセスする．なお

この関数は OpenMPでスレッド並列化している．

3.3 行列積計算部分

2.5次元アルゴリズムは Z方向にスタックされた各 2次

元プロセスグリッド（comm2dsubコミュニケータ）にお

いて，既存の 2 次元アルゴリズムの一部（1/PZ）がそれ

ぞれ実行される．図 3の 28行目から 35行目が 2.5次元の

SUMMAによる計算部分であるが，28行目の forループに

おいて開始位置・終了位置が Z次元の位置によって異な

る．なお dlacpyは LAPACK[9]が提供するシングルプロセ

ス上で行列コピーを行う関数である．dgemmは BLAS[10]

が提供するシングルプロセス上で行列積（C = αAB + βC）

を計算する関数である．

3.4 行列 Cの総和と 2.5次元→ 2次元の再分散
最後に行列 Cについての各 comm2dsub上における一時

計算結果を comm3dzで総和し再分散する．このステップ
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表 2: 評価環境（1 ノードあたり）および実行条件

システム 京コンピュータ

プロセッサ SPARC64 VIIIfx

8 コア, 2.0 GHz, 128 GFlops（倍精度）

メモリ 16GB, 64GB/s

ネットワーク Tofu インターコネクト

6 次元メッシュトーラス（各方向 5GB/s）

言語環境 K-1.2.0-21（2017 年 1 月 10 日リリース）

コンパイラ mpifccpx

コンパイル設定 -Xg -Kfast,parallel,openmp

-O3 -MD -SCALAPACK -SSL2BLAMP

MPI 設定 1 プロセス/ノード

OpenMP 設定 8 スレッド/プロセス（1 スレッド/コア）

PJM 設定 #PJM –rsc-list ”node=PX2DxPY2D”

（PX2D,PY2D は x,y 方向のプロセス数）

は comm3dzにおける MPI Allreduceで実現できる．また

行列 A,Bの 2.5次元への再分散時と同様に行列の並び替え

を行うため mat copy関数を実行する．本実装ではこの時

に C = βC を計算する．

4. 性能評価

4.1 評価環境

京コンピュータにおいて性能を評価した．表 2に評価環
境および実行条件の詳細を示す．参考として ScaLAPACK

の PDGEMMの性能も測定した．ただしブロックサイズを

nb = n/sqrt(P)とし，我々の実装と同様にブロック分割と

している．我々の実装において PZ は 1, 4, 16の 3種類の

ケースを測定した．例えば 16384ノードの場合，確保される

ノードは実行時の nodeオプションにより”node=128× 128”

であるが，PZ = 4では 64×64×4，PZ = 16では 32×32×16

に相当する擬似的な 3 次元プロセスグリッドが形成され

る．PZ = 1では 128 × 128 × 1となり，余計な操作は一切

行わずに通常の 2次元 SUMMAと等価な処理が行われる．

なお PZ = 16はアルゴリズムの制約（PZ ≤ P1/3）により

4096ノード以上のみで実行可能である．

ルーチンの実行時間の測定時には各 MPI関数の実行時

間の内訳の取得を取得するために富士通詳細プロファイラ

（fapp）[11]を適用している．プロファイラは各スレッド間

の平均，最大，最小実行時間を返すが，本稿では平均値を

結果として採用した．プロファイリングコストは最大でも

実行時間の数パーセント程度であった．京コンピュータで

は複数回のプログラムの実行時に実行時間が大きくばらつ

く場合がある．その影響を減らすために，測定対象のルー

チンを 3回実行するプログラムを 3回実行するジョブスク

リプトを実行し，そのうち 2回目と 3回目のプログラム実

行の中から最良の結果を採用した．

4.2 実験結果

図 4に，最大 16384ノードにおける強スケーリング性能

（問題サイズ n=32768，理論ピーク演算性能比）を示す．理

論ピーク演算性能はノード数× 128GFlopsである．破線は

MPIサブコミュニケータの生成に関する関数群（MPI Comm

関数）の実行時間を含まない性能を示している．図 6 は
図 4の実行時間の内訳を示したものである．“Others”は測

定区間の全体の実行時間から，MPI関数群の実行時間を引

いたものである．実際には dgemm の実行時間が支配的で

あると考えられる．同様にして，図 5に，4096ノードにお

いて問題サイズを変えた場合の性能（理論ピーク演算性能

比）を示す．また図 7にその実行時間の内訳を示す．
2.5 次元アルゴリズムの有効性が期待される，1 ノー

ドあたりの計算サイズが比較的小さい場合の結果をみる

と，2.5次元実装である SUMMA(PZ = 4)が 2次元実装の

SUMMA(PZ = 1)および ScaLAPACKを上回る性能を示し

た．我々の実装は 2次元と 2.5次元の再分散を行うが，そ

のコストを含めても 2.5次元アルゴリズムが有効であるこ

とが確認された．一方でMPI Comm splitのコストが最大

で全体の実行時間の 40%近くを占めるケースがあり，無視

できないことがわかる．MPI Comm splitはルーチンを複

数回呼び出す場合には 1度だけ行えば良いため，そのコス

トを無視できるケースもあると考えられるが，実装上の工

夫でMPI Comm splitの使用を避けるべきであると言える．

図 4および図 6に示した n=32768における強スケーリ

ング性能において，SUMMA(PZ = 4)のMPI Bcastのコス

トは SUMMA(PZ = 1) に対して，約 1/1.6（P=256）から

約 1/6.5（P=16384）であった．理論的には表 1 よりバン

ド幅が 1/2，レイテンシが 1/8となることが期待されるた

め，この結果は概ねそれに従ったものであると考えられ

る．図 5および図 7に示した P=4096のケースにおいても

同様に約 1/2.0（n=65536）から約 1/7.8（n=8192）であっ

た．MPI Comm関数群のコストを除いた場合の全体の実行

時間については，SUMMA(PZ = 4)が SUMMA(PZ = 1)に

対して，n=8192，P=4096で約 4.7倍，n=32768，P=16384

で約 3.3倍の性能向上となった．

一方，SUMMA(PZ = 16)に関しては，MPI Bcastのコス

トについて期待されるほどの削減効果は得られていない．

また 2次元から 2.5次元への再分散に必要なMPI Allgather

と結果の総和および再分散に必要なMPI Allreduceのコス

トが PZ = 4の場合と比べて増大したため，結果として全

体では PZ = 4の方が良い性能を示した．

5. 今後の検討課題

以下に我々の今後の検討課題を示す．

• アルゴリズムおよび PZ の自動選択：2次元・2.5次元

アルゴリズムの切り替えと，2.5次元実装において PZ
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図 6: 京コンピュータ，問題サイズ n=32768 においてノード数を変えた場合の性能（図 4）の実行時間内訳
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図 7: 京コンピュータ 4096 ノードにおいて問題サイズを変えた場合の性能（図 5）の実行時間内訳

を選択する余地があり，これらの自動選択機能を搭載

した実装が求められる．これらの決定にはオフライン

自動チューニングのほか，性能モデルに基づくモデル

ドリブンな手法も適用できると考えられる．

• 物理ノードとプロセスグリッドの対応：割り当ての
仕方で性能が変化する可能性がある．本稿で示した

PZ = 16のケースのように Z方向の通信コストが支配

的となるケースでは，それに最適化したプロセス配置

を行うことで性能が改善する可能性がある．また京コ

ンピュータでは Tofuインターコネクトに特化したプ

ロセス配置も検討できる．

• MPI Comm splitの削減：現実装では 2次元プロセス
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グリッドから 2.5次元に対応するプロセスグリッドを

構築するためにMPI Comm splitを用いているが，こ

のコストが無視できないことが明らかとなった．MPI

サブコミュニケータを用いない実装を工夫する必要が

ある．

• メモリ消費量に関する議論：2.5次元アルゴリズムは 2

次元アルゴリズムと比較するとメモリ使用量が PZ 倍

となる．また今回の我々の実装ではさらに一時的な作

業領域を必要としており，メモリ消費量について議論

が必要である．ただし 2.5次元アルゴリズムが有効と

なるのは性能が通信律速となるケースであり，そのよ

うなケースは 1プロセスあたりの問題サイズは小さい

ため，メモリ量の圧迫が問題となるケースは限定的で

はないかと考えられる．

6. 関連研究

2.5次元アルゴリズムについては LU分解等，行列積以

外の行列計算に対する研究も行われているが，ここでは行

列積についての研究事例を紹介する．

まず文献 [2]は 2.5次元アルゴリズムの名で 3次元アルゴ

リズムを再定義した最初の論文である．Cannonアルゴリ

ズムに基づく実装と BlueGene/Pシステム最大 16384ノー

ド（65536コア）を用いた性能が示されているが，理論的

な議論が中心であるため，詳細な性能分析や実装に関す

る議論は行われていない．文献 [3] では SUMMA および

Cannonアルゴリズムについて，通信と演算のオーバーラッ

プを行った 2 次元実装および 2.5次元実装の性能を Cray

XE6の最大 1024ノード（24576コア）を用いて比較して

いる．オーバーラップは通信隠蔽の手法であり，通信削減

が行われている 2.5次元アルゴリズムにおける効果は限定

的であることが示されている．またこの論文では実行時間

に占める通信と演算の内訳が示されている．文献 [4]では

SUMMAに基づく 2.5次元実装についてそのコストに関す

る議論と BlueGene/Pの最大 2048ノード（8192コア）にお

ける最大性能を示している．この論文では PZ を変化させ

た場合の性能が示されている．文献 [5]では疎行列と密行

列の行列積であるが，2.5次元および似た発想による通信

削減実装について性能の分析がなされている．

7. おわりに

本稿では SUMMAアルゴリズムに基づく 2.5D-PDGEMM

を実装するとともに，従来の 2Dアルゴリズムを採用した

PDGEMMの代用とするための 2次元–2.5次元の行列デー

タ再分散機能を持った実装を行った．そして京コンピュー

タ最大 16384ノードを用いて強スケーリング性能および実

行時間の内訳を示した．実験の結果，2次元–2.5次元の行

列再分散コストを含めても 2.5次元実装が 2次元実装を上

回る性能を示すことが確認された．一方で 2.5次元実装が

有効となるケースにおいて，MPIサブコミュニケータを生

成するためのMPI Comm splitに要するコストが無視でき

なくなる場合があり，実装上の工夫が必要であることが明

らかとなった．今後は実装上の課題を解決するとともに，

実アプリケーションにおいて有効性を示したいと考えて

いる．
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